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Sorozatok alapfogalmai

Sorozatok alapfogalmai

Definicié

Egy valés sorozat egy N-bsl R-be képezé fiiggvény. Ertelmezési tartomanya
tobbnyire N vagy NT. Jelélés: a(n) helyett altalaban a,, pl. a1, az, as3,. ..
vagy do, a1, a2, - . - megadja mindegyik elem képét.

Sorozat megadasa

@ Az elsé néhany tag felsorolasaval (ha abbdl ki lehet talalni, mire
gondolunk), pl. 1,3,5,7,9,... a pozitiv paratlan szamok.

o n-t6l fliggs képlettel, pl. a, =n++vVn?—-2,n>2

@ Rekurziéval, pl.: a Fibonacci-sorozat: a; = a» =1, apy1 = ap+ an—1,
han>2=1123,5,8,13,21,...

Jeldlés: a, (n=1,2,...) vagy [an] vagy [an]nen.
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Sorozatok jellemz&i

Sorozatok jellemzi

Definicié
Egy [an] sorozat
@ monoton névé, ha a, < apr1 Vn

szigoriian monoton névé, ha a, < apt+1 Vn

szigorian monoton fogyé (csokkend), ha a, > a1 Vn

°
@ monoton fogyé (csokkend), ha a, > a1 Vn
°
@ korlatos, ha 3K € R: |a,| < K Vn

Példa
A (—1)" sorozat korlatos, de nem monoton.

Az 1 + — sorozat szigorian monoton fogyd, és korlatos.
n

2

Az a, = n* sorozat szigorian monoton ndvé, nem korlatos.

v
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Sorozatok hatarértéke

Sorozatok hatarértéke

Definicié

Egy [an] sorozat hatarértéke (limesze): lim a, = A€ R, ha
n—oo

Ve dng = (n> np = |a, — A| < €),

azaz a, tetszélegesen kozel keriil A-hoz, ha n elég nagy.

Definicié
lim a, = *° havk Jng: (n>ng = an > K
n—oo -0 - a,< K )’

azaz a, tetsz6legesen nagy (kicsi), ha n elég nagy.

Definicié
Az [a,] sorozat konvergens, ha véges hatarértéke van, és divergens, ha nem
konvergens.

4
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Sorozatok hatarértéke

Tétel
A (A—e,a+¢)
lim a, = 00 <= minden { (K,o0) intervallumon kiviil
n—oo
—00 (_007 K)

a sorozatnak csak véges sok (indexi) eleme van.

Bizonyitas

Nyilvanvaléan ekvivalens, hogy valamely ng-t6l benne vannak a sorozat
tagjai egy / intervallumban, illetve, hogy csak véges sok (indexii) tag van
rajta kivil.

Pl. Az 1,2,1,2,1,2,... sorozatnak nem limesze az 1, mert az (%, %)
intervallumon kiviil végtelen sok (2 értékii) eleme van a sorozatnak.

Kénnyen lathatd, hogy ez a sorozat korlatos, de divergens.
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Sorozatok hatarértéke

Sorozatok limeszére ugyanigy érvényesek a miiveleti tulajdonsagok (a
kiterjesztett R U {£oo} aritmetikaval), és a rendérelv, mint a fliggvények
hatarértékére.

Tétel (Atviteli elv)
Legyen f valds fiiggvény, o, 5 € RU {+oo}.

] minden x,, valds sorozatra
lim f(x) =8 <=

om lim x, = « esetén lim f(x,) = f.
n—o00 n—oo
Példa
. Inn . Inx 'H() 1/x .
lim — =0, mert lim — =" |im x = 0 igaz a megfelels
n—oo n x—00 X x—oo 1

fliggvény limeszére.
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Konvergencia és korlatossag

Konvergencia és korlatossag

Tétel
Minden konvergens sorozat korlatos.

Bizonyitas
Legyen lim a, = A € R. Ekkor pl. az (A — 1, A+ 1)-en kiviil csak véges
n—oo

sok tagja van a sorozatnak. Ha K a kimaradé tagok abszolat értékének,
|A+ 1|-nek és |A — 1|-nek a maximuma, akkor |a,| < K minden n-re.

Megjegyzés
Az allitas megforditasa nyilvan nem igaz, pl. az 1,2,1,2,1,2,... sorozat
korlatos, de nem korvergens: barmely ¢ € R-re 1 vagy 2 nincs benne a

(c— %, c+ %) intervallumban, és ez végtelen sok indexl kimaradé tagot
jelent.

v
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Konvergencia és korlatossag

Tétel

Minden monoton és korlatos sorozat konvergens R-ben.

Bizonyitas

Tegyiik fel, hogy az [a,] sorozat monoton, és legyen |a,| < K Vn.

Felezgessiik a [— K|, K] intervallumot mindig az intervallum elsé vagy

masodik zart felét valasztva, agy, hogy a kivalasztott fél intervallumban

mindig végtelen sok (index() tagja legyen a sorozatnak:

lb=[-K,K] D> h Dk >D---. Ugyanigy, mint a Bolzano-tétel

bizonyitasaban, ,?WOO li = {c} a Cantor-axiéma és az intervallumok 0-hoz
=

tarté hossza miatt. Ekkor

lim a, = c,
n—oo

ugyanis Ve > 0 3i: I; C (c —e,c +¢) =: I. Igy I tartalmaz végtelen sok
tagot: ang,an,,... valamely ng < ny <----ra. Vn > ng-ra 3n;:

no < n < nj, és a monotonitas miatt ang, an; € | = a,€l.

Tehat ¢ valéban limesze a sorozatnak.

v
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Konvergencia és korlatossag

Megjegyzés
Az elébbi tétel nyilvan akkor is igaz, ha a korlatos sorozat csak az N-edik
tagjatol kezdve monoton valamely N € N-re.

Példa
¢ > 0-ra definialjuk rekurzivan a kdvetkez8 sorozatot: ag > 0 tetszéleges,

1
és api1 = 5 (an + ;) Ekkor lim a, = +/c.

n n—oo

Bizonyitas
a, > 0 Vn, és belatjuk, hogy a sorozat a;-t6l kezdve monoton fogydan tart

V/c-hez.

2015.11.30. és 2015.12.02.
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Konvergencia és korlatossag

Bizonyitas (folytatas)

ant1 > +/cvVn>0 an>apt1 Vn>1
(i

San+ <) = /c an > 3(an+ <)
i

a2 —2\/ca,+c>0 ap, > <

i

(an—+/<)?>>0 an > +/c
Tehat a sorozat n = 1-t8l kezdve monoton, és korlatos is
(0 < a, < a1 Vn > 1), igy konvergens. Legyen lim a, = A.

n—oo
apn>+\c(n>1) = A>.c>0,és
A | i 1 c) 1 A c
=dm = img (2t ) =5 (A 5) =

n—oo an

A2 —c=0 = A=,/

Pl. ¢ =2, ag = 1-re a sorozat eleje 1, 3 3 g, %g ~ 1.4142156.
V2 =1.4142135.. ..
] Sorozatok
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Konvergencia és korlatossag

Definicié
Egy [an] sorozat részsorozata egy ap,, an,, an, végtelen sorozat, ahol
n<ng <---.

A definiciékbdl kozvetlenul adédik:

Allitas

Ha lim a, = a € RU{+xoo}, és [ap,] egy részsorozata [an]|-nek, akkor
k'L’E?’:j -

Példa

Az [ap|pen+ : 1,2,1,2,1,2, ... divergens sorozatnak részsorozata az

[a2k] : 2,2,2,... konvergens sorozat. )
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Konvergencia és korlatossag

Tétel

Minden sorozatnak van monoton részsorozata.

Bizonyitas
Ha nincs monoton fogyé részsorozat, akkor V véges monoton fogyé
részsorozat véget ér (azaz an, > ...2 a,,k-hoz nincs ngi1 > ng, hogy

ap, > an,,,- De akkor a végtelen sok ilyen “utolsé tag” szigorian monoton
nové részsorozatot alkot.

Tétel (Bolzano—\Weierstrass)

Minden korlatos sorozatnak van konvergens részsorozata.

Bizonyitas
Az el6bbi tétel szerint van monoton részsorozata, ami nyilvan korlatos, igy
konvergens is.

2015.11.30. és 2015.12.02.
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Konvergencia és korlatossag

A Bolzano—Weierstrass-tétel segitségével be lehet bizonyitani a korabban
tanult, folytonos fiiggvények szélséértéekérsl sz616 Weierstrass-tételt:

Ha az f fiiggvény folytonos az [a, b] intervallumon, akkor ott felveszi a
maximumat és a minimumat.

Bizonyitas (vazlat)

o f korlatos, kiilonben J[x,] sorozat [a, b]-ben, hogy f(x,) > n Vn, vagy
[yn], hogy f(yn) < —n ¥n. Pl. az els6 esetben [x,]-nek van konvergens
[xn,] = ¢ € [a, b] részsorozata, és erre klim f(xn,) =00 # f(c). £

—00

@ Intervallumfelezéssel belathatjuk, hogy f-nek van egy M legkisebb
fels6 és egy m legnagyobb alsé korlatja.

@ Van olyan [x,] sorozat, amire |i_>m f(xn) = M, és x,-nek egy

n—0o0

konvergens [x,, | — ¢ részsorozatara f folytonossaga miatt
f(c)= klim f(xn,) = M. Mivel M felsé korlatja f-nek [a, b]-n, M az
—00

f maximuma. Ugyanigy m a minimuma.

4
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Cauchy-féle konvergenciakritérium

Cauchy-féle konvergenciakritérium

Tétel

Egy [an] valds sorozat akkor és csak akkor konvergens, ha minden
e > 0-hoz Jng, hogy n,m > ng esetén |a, — am| < .
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