Vizsgatematika J

» = kotelezé bizonyitas
Minden tételnél fontosak az el6adason elhangzott példak/ellenpéldak!
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Bevezetés(logikai formulak és halmazok):

e logikai miiveletek és mivelettablaik, azonossagok

> az el6adason elhangzott kétvaltozés logikai azonossagok bizonyitasa
igazsagtablaval (implikaci6 ekvivalens alakja, implikacié tagadasa,
kontrapozicié, de Morgan azonossagok)

e sziikségesség és elégségesség fogalma

e univerzalis és egzisztencialis kvantor

e halmazmiiveletek és tulajdonsagaik, azonossagok

e halmazok szdmossaga, végtelen szamhalmazok
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Példa (Az implikacié ekvivalens alakja)
A= B=-AVB

Megoldas
A= B = - AV B
0o 1 0 v 1 .0 10
o 11 v 1 0 1 1
1 0 0 v 01 00
1 11 v 01 11
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Példa (Az implikaci6 tagadasa)
(A= B)=AA-B

Megoldas
- (A = B) = A AN - B
o 01 0 v 0010
o 0 1 1 v 0001
11 0 0 v 1 1 1 0
o 1 1 1 v 1 0 0 1
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Példa (Kontrapozicié)
A= B=-B=-A

Megoldas
A= B = - B = - A
o 1 0 v 1 0 1 1 0
o 11 v 01 1 10
1 0 0 v 1 0 0 01
1 11 v 01 1 01
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Példa (de Morgan azonossagok)

=-AAN-B

-(AV B)

=-AvV -B

-(AAB)

Megoldas

- B

v 0 1 1 1
v 001 00

0
1

1

1

- B

(A v B) - A A

-

1

0 0 O
1

1

v

0

0 v O
1

1

v 001 0 0

1
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Vektorok:

e vektorok dsszeadasa, skalarral szorzasa és ezek miiveleti tulajdonsagai
e linearis kombinaci6 fogalma, a sik, illetve tér vektorainak eléallitasa
linearis kombinacioként

e skalaris szorzas és tulajdonsagai, hossziisag, szog,
haromszdg-egyenl6tlenség

e vektor felbontasa mer8leges dsszetevSkre

e vektorialis szorzas és tulajdonsagai

e vegyesszorzat és tulajdonsagai, parelelepipedon térfogata

e vektormiiveletek (Osszeadas, skalarral szorzas, skalaris szorzas, vektorialis
szorzas) koordinatas alakban

» skalaris szorzat koordinatas alakja két dimenziéban

e az n dimenzids tér, linearis fiiggetlenség fogalma és ekvivalens alakja
e skalaris szorzas, tavolsag, szég az n dimenziés térben,
Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenlétlenség
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Miveletek koordinatas alakban

Tétel

A sikbeli u = (u1, u2) és v = (vi, v), illetve a térbeli a = (a1, a2, a3) és
b = (b1, by, b3) vektorok skalaris szorzata

u-v=uvy+ v, illetve a-b = a1b; + axbr + azbs.

Bizonyitas
Sikbeli esetre: i-i=j-j=1ési-j=0, ezért
u-v = (uri + wj) - (vii + v2j)

=wuvii-i+ (uvo + vovy)i-j+ wovaj - j
=uivi + U2v2
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Analitikus térgeometria:

e egyenes és sik paraméteres és paramétermentes egyenlete

e térelemek kolcsonds helyzete, két egyenes, sik és egyenes, valamint két
sik metszetének meghatarozasa

e térelemek tavolsaga, pont és egyenes, pont és sik, valamint nem
parhuzamos egyenesek tavolsaga
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Komplex szamok:

e komplex szadm algebrai alakja, miiveletek algebrai alakban

e komplex szam konjugaltjanak és abszolut értékének tulajdonsagai
e komplex szdm trigonometrikus alakja, miveletek trigonometrikus
alakban, hatvanyozas, gyokvonas, komplex egységgyokok

e algebra alaptétele
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Fliggvények hatarértéke:

o fliggvény fogalma, fliggvény grafikonja

e véges hatarérték a végtelenben és véges pontban

e végtelen hatarérték a végtelenben és véges pontban

e hatarértékek és algebrai miiveletek, kib&vitett aritmetika
e renddrelv

» sin x hatarértéke a 0-ban

e jobb- és baloldali hatarérték fogalma

e sin /x hatarértéke a 0-ban

e aszimptotak (vizszintes, fliggéleges, ferde)
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Példa (A rendérelv tovabbi alkalmazasai)

Radianban irva:

|sin@| <[]
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—lp| <singp < |, és lim (—|¢]) (l¢l) =0, ezért
©—0

= lim

©—0
lim sinp = 0.
p—0

y

—Ix|
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Folytonossag:

e pontbeli folytonossag fogalma, miiveletek folytonos fliggvényekkel

» folytonos fliggvények kompoziciéja folytonos

e szakadasi helyek osztalyozasa

e egyoldali folytonossag fogalma és kapcsolata a pontbeli folytonossaggal
» Bolzano-tétel

e Bolzano-Darboux-tétel, Weierstrass-tétel
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Allitas
Ha g folytonos a ¢ pontban, és f folytonos az g(c) pontban, akkor f o g
folytonos a ¢ pontban. (Jeldlés: (f o g)(x) := f(g(x)).)

Bizonyitas

Legyen € > 0 tetsz6leges.

f folyt. g(c)-ben =361 >0[lu—g(c)| <9 = |f(u)—F(g(c))| <]
g folyt. c-ben = 3 02> > 0 [|[x — c| < 02 = |g(x) — g(c)| < 1]

Ekkor 0, megfelels d-érték e-hoz az f o g fliggvény esetében, ugyanis:
Ix—c| <d2 = |g(x) —g(c)] <o = [f(g(x)) — f(g(c))| <e
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Tétel (Bolzano-tétel)

Ha f folytonos az [a, b] zart intervallumon és f(a) és f(b) ellentétes
elsjeltiek (f(a) - f(b) < 0), akkor f-nek van zérushelye az intervallum
belsejében, vagyis 3 ¢ € (a,b) : f(c) =0.

Bizonyitas
[a,b] =1 D h D kL D--- zart intervallumok:
y
f(x)
ﬂ) 2 / .
/ 7

In+1 az I,-nek az a fele, amelyiknek a két végpontjan f kiilénbdzé el6jeli
(ha f valamelyik osztépontban 0, akkor leallunk)
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Bizonyitas (folytatas)
o Cantor-axiéma: Egymasba skatulyazott nem lires zart intervallumok
metszete nem lres R-ben.

Legyence J=lhnNnhnhn...

I, hossza %, ez akarmilyen kis £ > 0-nal kisebb, ha n elég nagy. —

J={c}.

f(c) =0, mert ha pl. f(c) = K > 0 lenne, akkor f folytonossaga miatt
valamely £ > O-ra Vx € (c —e,c +¢) N [a, b]-re f(x) > X > 0. De
valamelyik /, intervallum beleesik a c-nek ebbe a kdrnyezetébe, és annak a
végpontjain f pozitiv és negativ értéket is felvesz. ¢
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Elemi fliiggvények és inverzeik:

e trigonometrikus fiiggvények tulajdonsagai

e polinomok tulajdonsagai, polinomok maradékos osztasa, gyoktényezék,
Horner-médszer

» racionalis gyokteszt

e exponencialis és hiperbolikus fliggvények tulajdonsagai

> ch?x —sh®?x =1

e invertalhatésag és inverz fiiggvény fogalma

e invertalhatésag és monotonitas kapcsolata

e inverz fiiggvény tulajdonsagai

e clemi fliggvények inverze: gyokfiiggvények, arkusz fiiggvények, area
fliggvények, logaritmus fliggvények és tulajdonsagaik
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Allitas (Racionalis gyokteszt)

Legyen f(x) = anx" + an_1x" "1 + ... a1x + ag egy egész egyiitthatés
polinom (vagyis a; € Z minden i-re), és tegyiik fel, hogy a g € Q tovabb
mar nem egyszeriisithet racionalis szam gycke f-nek. Ekkor p osztéja
ag-nak és g osztéja a,-nek.

Bizonyitas

(p,q) = 1 (relativ primek, nincs kdzos osztéjuk)
n n—1
O:f(B> et l P s
q q q q

1

0=anp" + an-1p" 'q+ -+ a1pg" * + apq"
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Bizonyitas (folytatas)
0=2anp" + an-1p" 'q+ -+ a1pg" * + a0q"

p|0ésplanp”+an_1p" g+ - +a1pq"t = p | agq"
q|0ésq|an1p" tg+ -+ a1pg"t+ a0q" = q| anp”
Mivel (p, q) = 1, ezért sziikségképpen p | ag és q | ap.

Allitas (Hiperbolikus azonossagok)
(4] ch®x —sh’x =1
@ ch2x = ch®x +sh?x
© sh2x =2shxchx

Bizonyitas (Csak (1)-et)

2, h2, _ (€4eX\2  re¥—eX\2 _ eZ4e P42 eXfe 2 4 _
ch®x —sh®x = ( 2 )7 —( 2 ): = 1 4 4= 11
e Vear e ile o /8



Differencialhatésag

o differencialhatésag fogalma, derivaltfiiggvény, érinté egyenlete
> folytonossag és differencialhatésag kapcsolata
» sin x fliggvény derivaltja

e differencialasi szabalyok

» szorzatfiiggvény derivalja

e lancszabaly

e inverz fliggvény derivaltja

» arcsin x fliggvény derivaltja

e Darboux-tétel

e elemi fliggvények és inverzeik derivaltja
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Tétel (Differencialhaté fiiggvény folytonos)

Ha f differencialhaté c-ben, akkor ott folytonos is.

Bizonyitas

. _ i () —£(c) _ _
)I(ch(x)—f(c) —)![}ncxi_c-(x—c) =m-0=0,
ha m az f differencialhanyadosa c-ben.igy

lim f(x) = f(c).

X—C
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Példa

sin’ x = cos x, ugyanis ¢ € R esetén
sin(c + h) —sin(c) sin ¢ cos h + cos ¢ sin h — sin(c)

flylno h Pt h

. coscsinh—sinc(1 — cos h)
- I|m =

h—0 h

in h 1-— h

= lim (cos c)SIn — (sin c)ﬂ = (cosc)-1—(sinc)-0=cosc,

h—0 h
ugyanis
. 1l—cosh (1 —cosh)(14+cosh) . 1—cos’h
lim ———— = lim = lim ——M— =
h—0  h h—0 h(1 + cos h) h—0 h(1 + cos h)

. 2 .
h h 1

im —— 7 im M sinp) - =1.0.2=0

h—0 h(1 4+ cosh) h—0 h
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Tétel
Legyenek f és g c-ben differencialhaté fiiggvények, a € R konstans. Ekkor

(f8)'(c) = f'(c)g(c) + f(c)g’(c)

Bizonyitas

X—C X —C

o F(98(0) — (0)g(x) + F()alx) — F()a(c)

X—C X —C

e (f(x) SUOIRNIOR g(c))

X—C X —=C X —=C

= f'(c)g(c) + f(c)g’(c)
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Példa

1
o (arcsinx) = ——, xe (1,1
(arcsinx) = ——=—5. x € (~1.1)
g(x) = arcsinx az f(x) = sinx|[_z =) fiiggvény inverze, és
f'(x) = cos x, igy

1 1

(arcsinx)’ = g'(x) = (g(x)) - cos(arcsin x) N

1 1
\/1 — sin?(arcsin x) VI

mert cos(arcsinx) > 0 a (—g, 5)—n.
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A derivalt alkalmazasai:

e lokalis és abszolut szélssérték fogalma, kritikus pontok

> lokalis széls6érték sziikséges feltétele

» Rolle-tétel

e Lagrange-tétel, Cauchy-tétel

e |'Hospital-szabaly

e logaritmus, hatvany és exponencialis fliggvények nagysagrendje
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Tétel

Ha f-nek c-ben lokalis szélséértéke van, és f diffhaté c-ben = f’(c) = 0.

Bizonyitas
Tegyiik fel, hogy f-nek lokalis maximuma van c-ben. Ekkor

f'(c) = lim f(x) = #c) <0

xX—c+ X—C

f'(c) = lim f(x) = #c)

X—Cc— X—cC

)

= 0.

= f’(c) csak 0 lehet. Minimumbhelyre a bizonyitas ugyanigy miikodik.

v

v
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Tétel (Rolle-tétel)

Ha f folytonos [a, b]-n, diffhaté (a, b)-n és f(a) = f(b), akkor van olyan
c € (a,b), hogy f'(c) = 0.

Bizonyitas
f folytonos [a, b]-n, ezért van abszolit maximuma és minimuma.
Mivel f diffhaté (a, b)-n, ezért ezeket értékként

@ vagy a végpontokban

@ vagy olyan c belsg pontban veszi fel, ahol '(c) = 0.

Ha f a minimum és a maximum legalabb egyikét (a, b)-ben veszi fel, akkor
ott f'(c) = 0.

Ha a maximumot és a minimumot is a végpontokban veszi fel, akkor

f(a) = f(b) miatt a fiiggvény konstans, igy mindeniitt 0 a derivalt.
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Fliggvényvizsgalat:

e ¢cls6 derivalt és monotonitas kapcsolata

» ha f' > 0, akkor f monoton névé

e cls6 derivalt és lokalis széls6értékek kapcsolata
e masodik derivalt és konvexitas kapcsolata

e masodik derivalt és inflexiés pontok kapcsolata

e masodik derivalt és lokalis széls6értékek kapcsolata
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Tétel
Legyen f egy valds fiiggvény, mely folytonos [a, b]-n és diffhaté (a, b)-n.
e f' >0 az (a, b)-n pontosan akkor, ha f monoton ndvekvé [a, b]-n.

e f' <0 az (a,b)-n pontosan akkor, ha f monoton csdkkené [a, b]-n.

Bizonyitas (az elsé allitdas = iranya)

Tegyiik fel, hogy ' > 0 az (a, b)-n és legyen a < x1 < xo < b.
Alkalmazzuk a Lagrange-féle kozépértéktételt az [xi, x| intervallumra.
= Van olyan ¢ € (x1,x2), hogy f(x2) — f(x1) = f'(c)(x2 — x1)-

xp —x1 >0és f'(c) >0 = f(x2) > f(x1), azaz f monoton ndvekvé
[a, b]-n.
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Hatarozatlan integral:

e primitiv fliggvény és hatarozatlan integral

e alapintegralok

e altalanos integralasi szabalyok, forditott lancszabaly és specialis esetei,
helyettesitéses itegralas, parcialis integralas
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Hatarozott integral:

o felosztas, felosztas finomsaga, reprezentans rendszer, integralkdzelité
Osszeg, integralhatésag

e véges sok pont kivételével folytonos fliggvény integralhatésaga, véges sok
pontban megvaltoztatott fliggvény integralja

e hatarozott integral miveleti tulajdonségai

e integralegyenl6tlenségek

> integral-kdzépértéktétel

e inetgralfiiggvény fogalma és tulajdonsagai

e Newton-Leibniz-tétel

e helyettesitéses integralas hatarozott integralra
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Tétel (Integral-kozépértéktétel)
Ha f folytonos [a, b]-n = dc € [a, b]:

b
bia/ F(x) dx = £(c),

azaz f atlaga elsall fliggvényértékkent.

y
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Bizonyitas

f folytonos = a Weierstrass-tétel szerint felveszi minimumat (m) és
maximumat (M) az [a, b]-n.

Az 1. integralegyenl&tlenség miatt:

m(b—a)g/bf(x)dxg M(b — 2)

1

m <
~— b—-a

b
/ f(x)dx < M.
m és M is fliggvényértékek [a, b]-n = a Bolzano—Darboux-tétel szerint f

1 b
/ f(x) dx értéket is.
—a),

kozottiik minden értéket folvesz, igy az 5
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Integralasi technikak:

e racionalis tortfiiggvény integralasa - polinom + valddi tortfliggvény alakra
hozas, nevezé faktorizalasa

» valds polinom felbontasa elsé és masodfoki tényezék szorzatara,
parcialis tortekre bontas, elemi tortfiiggvények integralja

o forditott helyettesités hatarozott és hatarozatlan integral esetén, specialis

helyettesitések: R(e*), R(1/x), R(sinx,cosx), R(x,vax? + bx + c)
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Tétel

Minden legalabb elséfoki valés polinom felbonthaté elsé és masodfoka
valés polinomok szorzatara.

Bizonyitas

Legyen f(x) = cox" 4+ ...+ cix+ ¢ (¢;i € R Vi) valés polinom. Az algebra
alaptétele szerint f-nek van gydke C-ben:

Ja € C, hogy f(a) = 0.

Ekkor x — a kiemelhets: f(x) = (x — a)g(x).
Ha a € R, g(x) is valés polinom, és tovabb faktorizalhatjuk.
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Bizonyitas (folytatas)

Ha o = a + bi nem valés, akkor

O=fla)=cpa"+ ...+ cia+ ¢

= f(a@) =ca"+...+aa+c = a"+...+cqa+¢ =f(a) =0=0,

tehat @ is gyoke f-nek.

Dea# a= g(@)=0= f(x) =(x —a)(x —a@)h(x).

Viszont (x — a)(x — @) = (x — a — bi)(x — a + b;) = x> — 2ax + a*> + b?

valds egyiitthatés, igy h(x) is valds. Ekkor egy masodfoka (valés gydk

nélkili) valés polinomot emeltiink ki, és h(x)-et tovabb faktorizalhatjuk.
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Improprius integral és a hatarozott integral alkalmazasai:

e improprius integral fogalma: integralas végtelen intervallumon és
fligg6leges aszimptotaju fliggvény integralasa

» az 1/xP figgvény integralja az [1,00) és (0, 1] intervallumokon

e Gsszehasonlité (minorans és majorans) konvergenciakritériumok, altalanos
majorans kritérium

o teriiletszamitas, fiiggvény grafikonjanak ivhossza, forgastest térfogata és
felszine
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[1
Az /—dx integral
XP
1

Ha p = 1, akkor:

r1 /1

/fdx: lim /fdx: lim [Inx]? = lim Inb= oo, vagyis ekkor az
X b—o0 X b—o0 b—o0

1 1

integral nem konvergens.
Ha p # 1, akkor:

{ x—Pt1 ]” _opth 1
1

b
1
—dx = lim /x_pdx: lim =
—-p+1

= lim — .
xP b— o0 b—o0 b—oo 1 — p 1-— 1%
1
Ha p < 1, akkor a fenti hatarérték oo, igy az integral nem konvergens.

Ha p > 1, akkor a fenti hatarérék S igy az integral konvergens, és

értéke a hatarérték, vagyis
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1
1 : )
z | — dx integral
xP
0

Ha p = 1, akkor:
1

. 1 . 1 . .
/ dx = lim /fdx_ li& [Inx]. = C|l>n(’)1+—|nC—OO, vagyis ekkor az

c—0t

|ntegra| nem konvergens
Ha p # 1, akkor:

1
—p+1 71 1 1-p

/—dx— lim /X*de: lim X = Iimifci.
c—0t c—0t | —p+1 =0t 1l—p (1 — )

Ha p > 1, akkor a fenti hatarérték oo, igy az |ntegra| nem konvergens.

Ha p < 1, akkor a fenti hatarérék 15 igy az integral konvergens, és

értéke a hataréerték, vagyis 1
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Sorozatok:

e sorozat fogalma, sorozat jellemzéi

e sorozat hatarértéke és a definicié ekvivalens alakja

o Atviteli elv

e Konvergencia és korlatossag kapcsolata, monoton korlatos sorozatok
e részsorozat fogalma, részsorozat hatarértéke

» minden sorozatnak van monoton részsorozata

e Bolzano-Weierstrass-tétel

e Cauchy-féle konvergenciakritérium
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Tétel

Minden sorozatnak van monoton részsorozata.

Bizonyitas
Ha nincs monoton fogyé részsorozat, akkor V véges monoton fogyé
részsorozat véget ér (azaz an, > ... > ap,-hoz nincs nyy1 > ny, hogy

ap, > an,.,. De akkor a végtelen sok ilyen “utolsé tag” szigorian monoton
névé részsorozatot alkot.

y

. Vizsgatematika i 2



