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Iranyitott szakasz, kotott és szabad vektor

Kotott és szabad vektorok:

J7J7 T o

Definicié

Két irdnyitott szakasz (azaz kotott vektor) akkor és csak akkor adja
ugyanazt a (szabad) vektort, ha eltolassal atvihetdk egymasba.Azaz
AB = CD <= ACDB egy (esetleg elfajuld) paralelogramma.
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Vektorok a 2- és 3-dimenzids térben

Vektordsszeadas, skalarral szorzas

Vektorosszeadas (haromszégmaodszer, paralelogramma-mddszer)

p B C
e \A
0O 0 A
(a) (b)

a

Skaléarral szorzas
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Vektorok a 2- és 3-dimenzids térben

Miveleti tulajdonsagok

Tétel (A vektormiiveletek tulajdonséagai)

Ha a, b és c a 2- vagy 3-dimenzids tér tetsz6leges vektorai, 0 a zérusvektor
és r, s két tetszbleges valds szam, akkor fonnallnak az alabbi azonossagok:

a) a+tb=b+a e) r(sa)=(rs)a

b) (a+b)+c=a+(b+c) f) r(a+b)=ra+rb
c) a+0=a g) (r+s)a=ra+sa
d) a+(-a)=0 h) la=aés0a=0
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Linearis kombinacié

Definicié (Lineéris kombinacio)

Az a1, ap,..., a, vektorok linedris kombinacidjan egy
ciay + cas + ... + ckag

alakd vektort értiink, ahol ¢, ¢, ..., ¢k valds szamok. A v vektor el6all az
ai, ap,..., a, vektorok linedris kombinacidjaként, ha vannak olyan
c1,Co, ..., Ck valdés szamok, hogy v = cia; + ... + crak.

C3as

Cra
az

a,  Ga; A gay
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Vektorok a 2- és 3-dimenzids térben

Kollinearis és komplanéris vektorok

Definicid
Vektorok egy halmaza

@ kollineéris (parhuzamos), ha a vektorok egy egyenesbe tolhatdk, azaz
kozos kezdOpontbdl inditva egy egyenesben vannak

e komplanaris (egy sikba esik), ha a vektorok egy sikba tolhatdk, azaz
kozos kezdOpontbdl inditva egy sikban vannak.

A skalarral val6 szorzas geometriai jelentésébdl és a
paralelogrammaszabalybél kévetkezik, hogy

Tétel

Kollinearis (ill. komplanaris) vektorok osszes linedris kombinacidja
kollinearis (ill. komplanaris).

Wettl Ferenc eléadasa alapjan Vektorok 2015.09.09. és 2015.09.14. 7 /37



Vektorok a 2- és 3-dimenzids térben

Egyértelmi linearis kombinacié

Tétel (Sikbeli vektor felbontasa)

Ha aj és ap két nem parhuzamos vektor, akkor a sikjuk minden v vektora
egyértelmiien el6all e vektorok linearis kombinacidjaként, azaz
egyértelmiien léteznek olyan vy és v» valds szamok, hogy

V = via; + wao.

Voaz

az
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Egyértelmi linedris kombinacié
Tétel (Térbeli vektor felbontasa)

Ha aj, ap és a3 harom nem egy sikba es6 vektor, akkor a tér minden v

vektora egyértelmiien el6all e vektorok lineédris kombinacidjaként, azaz
egyértelmiien léteznek olyan vy, v» és vz valds szamok, hogy

vV = viaj + veaz + v3as.

viasz

ai

viay

Wettl Ferenc eléadasa alapjan Vektorok 2015.09.09. és 2015.09.14. 9 /37



Tévolsag, szog, orientacid, szorzatok

Skalaris szorzas

Definicié (Két vektor skalaris szorzata)

Két vektor skalaris szorzatan a vektorok abszolit értékének (azaz
hosszanak) és az altaluk bezart szég koszinuszanak szorzatat értjitk: Az a
és b vektorok skaldris szorzata tehat

a-b = |al|b|cos(a,b),,

ahol a két vektor altal bezart szég (a,b), .
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Tévolsag, szog, orientacid, szorzatok

A skalaris szorzas tulajdonsagai

Tétel (A skalaris szorzas miiveleti tulajdonsagai)

Ha a, b és c tetszbleges térbeli (sikbeli) vektorok és r tetszéleges valds
szam, akkor igazak az alabbi Osszefliggések:
a) a-b=b-a (kommutativitas)
b) (a+b)-c=a-c+b-c (disztributivitas)
c) r(a-b)=(ra)-b=a-(rb)
d) a-a>0,haa#0,éa-a=0 haa=0.

Tétel (Mikor 0 a skalaris szorzat?)

a-b=0 < a L b (aésb merdleges, ha barmelyikik a zérusvektor,
vagy ha hajlasszogik 7/2.)

Wettl Ferenc eléadasa alapjan Vektorok 2015.09.09. és 2015.09.14.

11 /37



Tévolsag, szog, orientacid, szorzatok

Hosszlsag és szog

Vektor hossza
a-a = |al|la] cos0 = |a|?, tehét

la| =+/a-a.

Két pont (vektor) tavolsaga

d(a,b) =|a—b|.

Két vektor altal bezart sz6g: (a,b), € [0, 7], amelyre

a-b
cos(a,b), = Talb|’
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Tavolsag, szog, orientacid, szorzatok

Két fontos Osszefliggés

Tétel (Pithagorasz-tétel)
Az a és b vektorokra pontosan akkor teljesiil az
la+b|* = [a]* + |bJ?

Osszefiiggés, ha a és b merGlegesek egymasra.

Tétel (Haromszog-egyenlStlenség)
Barmely a és b vektorra
la+b| < [a] + |b].

Egyenl6ség pontosan akkor all fenn, ha a és b parhuzamosak és
egyiranyuak.
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Tévolsag, szog, orientacid, szorzatok

Egységvektorral valé szorzas

Tétel (Egységvektorral valé szorzds geometriai jelentése)

Ha e egységvektor, akkor a b= (e - b)e vektor a b vektornak az e
egyenesére valé merbleges vetiilete. Az e - b szorzat e vetiilet elGjeles

hossza, mely pozitiv, ha b és e egyiranytak, és negativ, ha ellenkez6
irdnydak.
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Tévolsag, szog, orientacid, szorzatok

Merdleges vetités
proj, b a b vektor a egyenesére eso b
merd6leges vetiileti vektora. Eszerint

b — proj, b
projob = (e - b)e.

a proj, b
Tétel (Vektor felbontdsa meréleges Gsszetevikre)

Ha a és b a sik vagy a tér két vektora, és a £ 0, akkor b-nek az a
egyenesére esO merbleges vetiilete

) a-b
proj, b= ——a.
a a-a
A b-nek az a egyenesére merbleges 6sszetevije

a-b
b—proj,b=b— .
proj, a-aa

™
Wettl Ferenc eléadasa alapjan Vektorok 2015.09.09. és 2015.09.14. 15 / 37




Wettl Ferenc eléadésa alapjan Vektorok 2015.09.09. és 2015.09.14. 16 / 37



Tévolsag, szog, orientacid, szorzatok

Vektorialis szorzas

Definicié (Vektoridlis szorzat)

A 3-dimenzids tér két vektoranak vektorialis szorzatan azt a vektort értjuk,
melynek
@ abszolit értéke a két vektor abszolit értékének és kdzbezart szoge
szinuszanak szorzata,
@ iranya merdleges mindkét vektor irdnyara és — ha a szorzat nem a

nullvektor, akkor — az els6 tényez6, a masodik tényezd és a szorzat
ebben a sorrendben jobbrendszert alkot.

@ az abszolut érték nem negativ, mert sin a [0, 7]-n nem negativ.

e Képletben: |a x b| = |a||b|sin(a,b),, ax b L a, axb L b, tovibba
a, b és a x b ebben a sorrendben jobbrendszert alkot, ha |a x b| # 0.
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Tévolsag, szog, orientacid, szorzatok

Vektorialis szorzas

Példa (i, j, k vektorialis szorzata)

i, j, k paronként merdleges egységvektorok, amelyek jobbrendszert
alkotnak. Készitsiink miivelettablat vektorialis szorzataikrol! )

Megoldas
Mivel (i,i), =0, ezért |i x i| =0, igy i x i = 0. Hasonlbéan j x j =0 és
kxk=0.

x| i j k k

i 0 k / '\
i|-k 0 i i j
k| j —i 0 ~
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Tavolsag, szog, orientacid, szorzatok

Vektorialis szorzas geometriai tulajdonsagai

Tétel (Mikor 0 a vektoriélis szorzat?)

Két térbeli vektor vektorialis szorzata pontosan akkor zérusvektor, ha a két
vektor parhuzamos.

Tétel (Vektoridlis szorzat abszolit értékének geometriai jelentése)

Két vektor vektoridlis szorzatanak abszollt értéke a két vektor altal
kifeszitett paralelogramma teriiletének mérészamaval egyenld.

L/
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Tévolsag, szog, orientacid, szorzatok

Vektorialis szorzas miiveleti tulajdonsagai

Tétel (Vektoridlis szorzas miiveleti tulajdonsagai)

Tetszbleges a, b és c vektorokra, valamint tetszoleges r valds szamra
igazak az alabbi Osszefliggések:

a) axb=-bxa (alternélé tulajdonsag)
b) (a+b)xc=axc+bxc
ax(b+c)=axb+axc (disztributivitas)

c) r(axb)=(ra)xb=ax(rb)
d) [axb|=,/la_[b]2|a-b]?

A vektoridlis szorzas nem kommutativ (hanem alternalé) és nem
asszociativ. PI.

(ixi)xj=0,deix(ixj)=ixk=—j
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Tévolsag, szog, orientacid, szorzatok

Paralelepipedon térfogata

Példa (Paralelepipedon térfogata)

Hatarozzuk meg az a, b és c vektorok altal kifeszitett paralelepipedon
térfogatat!

Megoldas

Az a és b altal kifeszitett paralelogramma teriilete |a x b|, és a x b
merGleges a paralelogramma sikjara. Az a x b iranyl egységvektor:

o axb
~Jaxb|’

a paralelepipedon magassaga |e - c|, és igy a térfogat (azaz az
alapteriiletszer magassag) értéke

axb
axb) =|(axb)-c|.
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Tévolsag, szog, orientacid, szorzatok

Vegyes szorzat

A paralelepipedon térfogata |(a x b) - c|.
Definicié (Vegyes szorzat)

A 3-dimenzids tér harom tetszbleges a, b és ¢ vektorabdl képzett

abc:=(axb)-c

kifejezést a harom vektor vegyes szorzatanak nevezziik.

abc = bca = cab = —acb = —cba = —bac.
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Tévolsag, szog, orientacid, szorzatok

Vegyes szorzat geometriai jelentése

o A (axb)-cskalart az a, b és c vektorok altal kifeszitett
paralelelpipedon eldjeles térfogatanak nevezziik.

@ Ez pontosan akkor negativ, ha a c vektor a x b egyenesére es6
merGleges vetliilete és a x b ellenkez6 irdnyld. Vagyis ha a ¢ vektor az
a és b sikjanak masik oldaldn van, mint az a x b vektor, azaz ha a, b
és c balrendszert alkot! Tehat e skalar el6jele a harom vektor

« sz

@ A harom vektor pontosan akkor esik egy sikba, ha (a x b) - ¢ = 0.
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Osszefoglalas

Osszefoglalas

Wettl Ferenc eléadasa alapjan Vektorok 2015.09.09. és 2015.09.14.

szabad vektor fogalma

két vektor Gsszege, vektor skaldrszorosa, vektorok lineéris
kombinacidja

vektorok skaldris szorzata, mikor O a skalaris szorzat?
egységvektorral valé szorzas geometriai jelentése
vektor abszolut értéke, és annak kiszamitasa
Pithagorasz-tétel, Haromszog-egyenlGtlenség
orientéacid, jobbrendszer, balrendszer

vektoridlis szorzas, mikor O a vektorialis szorzat?

|a x b| geometriai jelentése: a paralelogramma teriilete
vegyes szorzat, mikor 0 a vegyes szorzat?

a vegyes szorzat geometriai jelentése: paralelepipedon eldjeles
térfogata
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Vektorok koordinatas alakban

Vektorok és pontok koordinatai

i és j vektorok egység hossziiak és merdlegesek egymasra, vagyis
ortnormalt rendszert alkotnak (térben i, j, k ortonormalt jobbrendszer)
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Vektorok koordinatas alakban

Miveletek koordinatas alakban

a=(a1,a), b= (b1, by), \ tetszéleges valds szam

Osszeadés:
at+b=(a1+ b1,a2+ b2)

Skalarral val6 szorzas:
Aa = (Nag, Aap)

Nullvektor:
0=(0,0)
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Vektorok koordinatas alakban

Miveletek koordinatas alakban

Tétel

A sikbeli u = (u1, 1) és v = (v1, ), illetve a térbeli a = (a1, a2, a3) és
b = (b1, by, b3) vektorok skalaris szorzata

u-v=uvy+ v, illetve a-b = a1 by + axby + azbs.

Bizonyitas
Sikbeli esetre: i-i=j-j=1ési-j=0, ezért
u-v = (u1i+ wj) - (vii + vj)

uvii i+ (u1ve + upvi)i - j+ uavoj - j
= vy + uw
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Vektorok koordinatas alakban

Miveletek koordinatas alakban

Tétel (Vektoridlis szorzat)
A térbeli a = (a1, a2, a3) és b = (b1, by, b3) vektorok vektoridlis szorzata

a x b = (axb3 — a3by, a3by — a1bs, a1ba — a2 bn).

Bizonyitas

a x b = (a1i + azj + azk) x (b1i + boj + bsk)
= apbsj X k + azbok X j+ azbik x i+ a;bsi x k
+ arboi X j+ axb1j X i
= apbzi — azboi + azb1j — a1b3j + a1bok — ax2b1k
= (agb3z — azby, azby — a1bs, a1by — azby).

Wettl Ferenc eléadasa alapjan Vektorok

2015.09.09. és 2015.09.14. 28 / 37



Vektorok koordinatas alakban

Miveletek koordinatas alakban

a _33 _31 _32
XXX
b b3 b1 b

a1

b

a) (axbs — a3bo,azby — aibz, a1br — axby)

b) (32b3 — a3b2)i +
(a3by — a1b3)j +
(31b2 — agbl)k
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Vektorok koordinatas alakban

Miuveletek koordinatas alakban

Példa (Paralelogramma teriilete)

Az (a, b) és a (c, d) vektorok altal kifeszitett paralelogramma teriilete
|ad — bc|.

Megoldas

(a, b,0) és (c,d,0) vektorok vektorialis szorzata
(a,b,0) x (c,d,0) = (0,0, ad — bc),

ennek abszolut értéke |ad — bc|.

Mivel az (a, b,0), (c,d,0) és (0,0, ad — bc) vektorok jobbrendszert
alkotnak, ezért ad — bc pontosan akkor pozitiv, ha a sikban az (a, b) és a
(c, d) vektorok jobbrendszert alkotnak, és ad — bc pontosan akkor negativ,
ha az (a, b) és a (c, d) vektorok balrendszert alkotnak.

y
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Az n dimenziés tér

Az n dimenzids tér

Definicié
A valbs szam n-esek Osszességét n dimenzids valds térnek nevezziik.

R”:{(al,ag,...,a,,) | a,-E]R}

Miiveletek az n dimenzids térben
a:(81732,...,8,,),1):(bl,bg,...,bn)ER”, AeR
at+b=(ay+bi,a+by,...,an+ by)

Aa = (Aag, Aag, ... \ap)
0=(0,0,...,0)
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Az n dimenziés tér

Linearis fliggetlenség

Definicié (Vektorok fiiggetlensége)

Egy V = {v1,va,...,vk } vektorrendszert linedrisan fiiggetlennek
neveziink, ha a zérusvektor csak egyféleképp — a triviadlis médon — all el6 V
linedris kombinéaciéjaként, azaz

cavi+ove+...+cve=0

csak akkor allhat fenn, haci = =... = ¢, = 0.

@ Ha a V vektorrendszer nem linearisan fiiggetlen, akkor lineérisan
Osszefliggbnek nevezziik.

o Az definicié szerint egyetlen vektorbdl allé vektorrendszert akkor
tekintiink linedrisan fliiggetlennek, ha a vektor nem a zérusvektor.

@ A sik 2 vektora lineérisan fliggetlen, ha nem esnek egy egyenesbe.

o A tér 3 vektora linedrisan fiiggetlen, ha nem esnek egy sikba.
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Az n dimenziés tér

Linearis fliggetlenség ekvivalens alakja

Tétel

Egy V = {v1,v2,...,vk } vektorrendszer k > 2 esetén pontosan akkor

linedrisan fiiggetlen, ha egyik vektor sem fejezhetd ki a tobbi lineéris
kombinacidjaként.

Bizonyitas

=" Indirekt: 3 v; =cvi + -+ ¢_1Vi—1 + Cir1Vit1 + -+ + CkVp
Atrendezve:

avi+- A+ coavicr + (FL)vi + Gyavigr - Fav =0 £

"e—=" Indirekt: civi +--- + +cvi = 0 és I¢; # 0 Atrendezve:

—a —Ci—1 —Ci+1 —Ck
Vi = vyt Vi1 + Vig1 + o0+ v ¢
Cj Cj i Ci
v
Vektorok
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Skalaris szorzas R"-ben

Definicié
Az u = (u1,up,...,uUp) és v = (v1,va,...,Vy) n dimenzids vektorok
skaldris szorzata

u-v=uvy+ vy +- -+ Uyvp.

Tétel (A skaldris szorzas tulajdonsagai)

Legyen u, v és w az R” harom tetszbleges vektora, és legyen c egy
teszOleges valés. Ekkor

a) u-v=v-u a miivelet folcserélhetd (kommutativ)
b) u-(v+w)=u-v+u-w disztributiv
c) (cu)-v=c(u-v) a két szorzas kompatibilis
d) u-u>0 és u-u=0 pontosan akkor teljesiil, ha u=0.
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Az n dimenziés tér

Skalaris szorzas R"-ben

Definicié (Abszolit érték)
Az u vektor hosszan énmagaval vett skalaris szorzatanak gyokét értjiik,

azaz
lu| =+/u-u.

Tétel (Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlétlenség)

Két vektor skalaris szorzatanak abszollt értéke sosem nagyobb abszolit
értékeik szorzatanal, azaz

u-v| < |ullv|.

Wettl Ferenc eléadésa alapjan Vektorok 2015.09.09. és 2015.09.14. 35 /37



Az n dimenziés tér

Tavolsag és szog R"-ben

Definicié (Szog, merdlegesség, tavolsag)

Legyen u és v az R” tér két tetszbleges vektora.

@ Az u és v vektorok (hajlas)szogének koszinuszat az alabbi torttel

definialjuk:
u-v
cos(u,v), = ——

|u|v]

@ Azt mondjuk, hogy az u és v vektorok merdlegesek egymasra, ha
u-v=_0.

o A két vektor végpontjanak tavolsagan, amit egyszeriien a két vektor
tavolsaganak neveziink, a

d(u,v) = |u—v|

értéket értjik.

v
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Osszefoglalas

Osszefoglalas

vektorok koordinatés alakja

skalaris szorzat korrdinatas alakban
vektorialis szorzat koordinatas alakban
az n dimenzibs tér

linedris fuggetlenség és ekvivalens alakja
skalaris szorzat R"-ben és tulajdonsagai

vektorok hossza, szoge, tavolsaga R"-ben

Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenl6tlenség
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