2. MAT A1 vizsga. 2016-01-05 Neptun:

1. Egészitsiik ki az alabbi allitasokat, definiciokat! (11 pont)

(a) c ugrashelye f-nek, ha a hm f(x) és hm f(z) hatar-

értékek léteznek és \eﬂesek de kulonbozok

(b) Cauchy-féle kiozépértéktétel: Ha f és g folytonosak
[a,b]-n és diffhatoak (a,b)-n, tovabba g¢’-nek nincs zé-
rushelye (a, b)-n, akkor van olyan ¢ € (a,b), hogy
7@ 1) - fa)

g'(c)  g(b) —gla)

(¢) Newton—Leibniz-tétel: Ha f és F folytonosak [a, b]-n, és
f(z) = F'(x) minden z € (a, b)-re, akkor

/:f(x)dx=

(d) Egy [ay] sorozat hatarértéke A, ha

F(b) — F(a).

Ve >03ng: (n>no=la, — A <e).

2. Az alabbi allitdsok mindegyike hamis. Adjunk rajuk
ellenpéldat és javitsuk ki az allitast gy, hogy igaz legyen!

a) Ha az f valos fiiggvény kétszer differencidlhato (a,b)-n
és ¢ € (a,b)-ben f”(c) = 0, akkor c-ben f-nek inflexios
pontja van. (2 pont)
PL f(x) = 2* esetében f’(z) = 43 és f"(x) = 1222, igy
f"(0) =0, de mivel f”(x) > 0, igy f mindenhol konvex,
ezért sehol sincs inflexios pontja.

Helyeseni: Ha az f valos fiiggvény kétszer differenci-
alhato (a,b)-n, és ¢ € (a,b)-ben f” elGjelet valtoan 0,
akkor c-ben f-nek inflexiés pontja van.

Helyesens: Ha az f valos fliggvény kétszer differencial-
haté (a,b)-n, és ¢ € (a,b)-ben inflexios pontja van, akkor

F(c) = 0.

Minden legalabb elséfokt valés polinom felbonthaté el-
s6fok valés polinomok szorzatara. (2 pont)
Pl. 22 + 1 nem bonthato fel elséfoktak szorzatara, hi-
szen nincs valos gyoke.

Helyeseni: Minden legalabb els6foka valos polinom fel-
bonthaté elséfoku és masodfoku valés polinomok szor-
zatara.

Helyesens: Minden legalabb elséfoka komplex polinom
felbonthat6 els6foku komplex polinomok szorzatéra.

b)

3. Oldjuk meg az alabbi révid feladatokat!

. 541
Irjuk fel az 5 _:_; komplex szamot algebrai és trigono-
i

metrikus alakban! (2 pont)
541 54i 2—-3i 13—-13i 1

= . = = —
2431 2431 2—-3% 22 + 32 - -
Trigonometrikus alakban: \/i(cos(fz) + isin(fz))

b) Mi a (3,—4,2) vektor vetiletvektora a (2,—1,1)

vektorra? (2 pont)
(3,-4,2)(2,-1,1) 192
G-Lnez-11) > bU=5&-LD)=(4-22)

Név:

c)

d)

b)

5.

a)

El6adéas:
1—
Hatéarozzuk meg az f(z) = $ figgvény limeszét
x
0-ban és oco-ben! (4 pont)
. l—cosx L'H(3) ., sinx L'H(Y) .. coszx 1
lim —— =" lim =" lim =
z—0 2 =0 2x ;c—>10 2 2 5
oo-ben: mivel —1 < cosz <1, igy 0 < ﬂ < -,
x x

1—cosx
2

igy a rendérelv alapjan lim
Tr—00

T

Hol monoton névé és hol monoton fogyé az x2 In x fiigg-

vény? (8 pont)

A fiiggvény értelmezési tartoménya (0, o).

f(x) = 2z2Inz 4+ 2% = 22z +1) =0 = 2 =0

(nincs az értelmezési tartomanyban) vagy 2Inz+1=0
1

S e = —3 ST = NG
€ (0, \[) = f'(z) <0 = f monoton cs6kkend

S (\f o) = f'(z) > 0 = f monoton névekedd

Oldjuk meg az alabbi rovid feladatokat!

Rajzoljuk be, hogy az [a,b]-n értelmezett f fiiggvényre

melyik tulajdonsaghol melyik kovetkezik! (8 pont)
‘ differencidlhato ‘
e N\
-

2

Adjuk meg az / dx integral P = {—%, 0,1, 2}

—1/2
felosztashoz és ¢ = (—%, %,2) reprezentansrendszerhez

tartozo integralkozelits Osszegét! (2 pont)
N S [ S S PR
-i+1 2 141 241~ 3 3

Adjuk meg az alabbi fiiggvények értelmezési tartomé-

nyat és értékkészletét! (4 pont)
értelmezési tartomany értékkészlet
cthz R\{0} (—o0,—1) U (1, 00)
cos(arccos x) [—1,1] [-1,1]

Szamitsuk ki az alabbi integréalokat!

d t

| ores @ (4 pont)

(x+1)(x+2) r+1 T +2 B

Alx+2)+ Bz +1)
(z+1D)(z+2)
A+B=1 A=-1 x d

2A+ B =0 B=2 (z+1)(z +2)

1 2
/— +——dz=—-Injz+1|+2ln|lz+2|+¢
z+1 x+2

(A+ B)z + (24 + B)
@+ 1)(z+2)




b) /:O 2 dz (5 pont)

x2+4
/ i 1 T b
= lim [ —2—dr = lim [ (arctg7> 2] =
2
b—>o<>2 (%) +1 b—oo | 2 2 9
lim arct é—arct 1=2_T_T
poee 8D S R
c) /xsin(Qx) dz (4 pont)
1 1 1
= —Qxcos(Qa:) - [-3 cos(2z) dz = —3% cos(2x) +
ZSin(Zz)qLc
/4 t
g
d d 3 t
) [ (3 poni)
/4 1 /4
1. mo: :/ tgr — dx:/ tgz-(tgx) do =
0 COS~ T 0
1,17 1, 1
2t —212_09="=
[2 & x]o 1 —0=3
/4
2 mo = —(=sinz) - cosPxdr =
cos—2z7]™/* (%)_2 1”1
—2 |, 2 2~ 2

a) Mondjuk ki és bizonyitsuk be a skalaris szorzat koordi-
natas alakjara vonatkozo tételt 2 dimenzioban! (3 pont)
a-b= (al,ag) . (bl,bg) = albl + agbg
Biz.: (ali + agj) . (bli + ij) = alblii + albgij + a2b1ji +
agbgjj = a1b1 -1 +a1b2 . 0+(12b1 ~O+a2b2 1= a1b1 +a2b2

b) Mondjuk ki és bizonyitsuk be a Rolle-tételt! (6 pont)

Ha f folytonos az [a,b]-n, differencidlhaté (a,b)-n és
f(a) = f(b), akkor Jc € (a,b), hogy f'(c) = 0.
Biz.: A Weierstrass-tétel értelmében, mivel f folytonos
[a, b]-n, azért felveszi valahol a maximumat és a minimu-
mat. Ha ezek koziil valamelyiket (a,b)-n veszi fel, akkor
ez lokalis szélsGértékhely is, és mivel itt f differenciél-
hato, azért f’ itt 0. Ha mindkét extrémum a végpon-
tokban van, akkor mivel f(a) = f(b), azért f ilyenkor
konstans [a, b]-n, és igy mindeniitt 0 a derivaltja.



