3. MAT A1 vizsga. 2016-01-12 Neptun:

1.
(a)

(b)

(c)

2.

Egészitsiik ki az alabbi allitasokat, definiciokat! (10 pont)
Hdromszdg-egyenldtienség: Bérmely a és b vektorra
la+b| < a| + [b]

Egyenlgség pontosan akkor all fenn, ha
a és b parhuzamosak és egyirdnyuak.

Bolzano-tétel:
Ha f folytonos
és f(a) és f(b) ellenkezd elgjeliiek (azaz f(a)f(b) < 0),
akkor 3 ¢ € (a,b), hogy f(c) = 0.

az [a,b] zart intervallumon,

I’Hospital-szabdly: Legyen f és g két olyan valos fligg-
vény, melyek

e differencialhatok egy I nyilt intervallumon (kivéve
esetleg egy a pontot)

e haa#x €1, akkor ¢'(z)# 0,

e lim f(x) és lim g(x) mindegyike 0, vagy
Tr—ra Tr—a

mindegyik +oco

v
o 6s lotezik az L = L) hatarertek.
g (v)
Ekkor lim @ =
z—a g(x)

Az alabbi allitdsok mindegyike hamis. Adjunk rajuk

ellenpéldat és javitsuk ki az &llitast ugy, hogy igaz legyen!

a)

b)

Legyen f egy valos fliggvény, mely folytonos [a, b]-n és
differencialhato (a, b)-n. Ekkor ha f szigorian monoton,
akkor f’ > 0 az (a,b) intervallumon. (2 pont)

Ellenpélda: f(x) = 23 szigorian monoton névé az egész
R-en, de f/(0) = 0. (Tehat az allitds még akkor sem
igaz, ha ,szig. monoton” helyett ,szig. monoton névs ™t
irunk.)

Helyesen: ...Ha f’ > 0 (a, b)-n, akkor f szig. mon. névs
[a, b]-n.

Vagy: ...Ha f monoton névé (a,b)-n, akkor f/ > 0

(a,b)-n.

Minden sorozatnak van konvergens részsorozata.
(2 pont)

Ellenpélda: a, = n limesze oo, tehat minden részsoro-
zata is co-hez tart, igy nem konvergens.

Helyesen: Minden korlatos sorozatnak van konvergens
részsorozata.

Vagy: Minden sorozatnak van monoton részsorozata.

Oldjuk meg az alabbi révid feladatokat!

Adjuk meg algebrai alakban azt a komplex szamot,
amellyel valo szorzés az origd koriili a —60°-os forga-
tast valositja meg a komplex szdmsikon! (2 pont)

1 V3,

cos(—60°) + isin(—60°) = 5 3

Név:

b)

d)

Elsadas:

2

fliggvény, és ahol nem, ott
(8 pont)

f folytonos ott, ahol sinx # 0, azaz x # kn (k € Z),
mert két folytonos fiiggvény hanyadosa, ahol a nevezd
nem 0.

Hol folytonos az f(x) =
sin

milyen szakadasa van?

3

zo = 0-ban lim —— = lim —— - 2% = 1-0 = 0, tehat
z—0 SIn T z—0 SN x

itt megsziintethetd szakadas van (hézagpont).

xg = km-ben (kK # 0) lim f(z), illetve lim f(z) =
z—>mg+ T—T

400, ezért itt polus van.

Milyen elemi tortfliggvények Osszegére lehet felbontani

T+ 2
w2 f@) = a1

racionélis tortfiigg-

vényt? (A felbontast elég paraméteresen felirni, nem

kell kiszamolni.) (2 pont)
A Bx+C Dz +E

z—1 224z+4+1 (224x+1)2

Adjuk meg annak az egyenesnek egy paramétermentes
egyenletrendszerét, amely atmegy az origdn és merGle-
ges az ¢ + 2y — z = 3 sikral (2 pont)

A sik normalvektora (1,2, —1) megegyezik az egyenes
iranyvektoraval. A paramétermentes egyenletrendszer:

€Z fii ,
— fuggvény

Mely pontokban vizszintes az f(x) = I
nx
(8 pont)

érintGje?

Ott vizszintes az érintd, ahol a derivalt 0.

2 2 3.1
f,(x):?):c Inz ;x ~x—2~29:_x2(31n2x2—2)
In“ 22 In* z2
x = 0-ban f nincs értelmezve, igy a megoldas csak
Ina?=2 < 1°=¢/? = z=+B=xye

Oldjuk meg az alabbi révid feladatokat!

Ha az f fiiggvény inverze g, és f(2) = 1, f’(2) = 3, akkor
mivel egyenls ¢'(1)? (2 pont)

F2) =1 = g(1) =2, és




b) Rajzoljuk be, hogy az f valos fiiggvény esetében melyik
(3 pont)

tulajdonsagbdl melyik kévetkezik!

‘ f szigorian monoton‘

v p

f invertalhato

nyat és értékkészletét!

értelmezési tartoméany | értékkészlet

=" R\ {0} (1,00)

arth (-1,1) R

5. Szamitsuk ki az alabbi integralokat!

a) /mln:z: dz

Parcialis integréalassal:

1
/:z:ln:r dx = ilenxf/

1 1
zilnx—iﬁ—i—C’

N |

2
x
b —dz
/ / Vs +1
(23 + 1) = 322, gy a forditott lancszabalybol

2
/\/% dx = / é(f?) + 1)_1/2 . (31'2) de =
x

1 2
:g(a:3+1)1/2-2—|—02g\/x3—|—1+0

1/2 9
c — dz
) /0 V1 —4z2

. . . 1 2
Improprius integral, mert 5-ben a nevezd 0.

1/2 9 b 9
———=dx = lim ——dz =
/0 VI— 422 b—(1/2)- /o V11— (22)?

b

1
= lim [2 arcsin(2z) - } =
b—(1/2)~ 21,
= lim arcsin(2b) — arcsin0 = arcsinl — 0 = g

b—(1/2)—

¢) Adjuk meg az alabbi fliggvények értelmezési tartoma-

(4 pont)

(4 pont)

(3 pont)

(5 pont)

/2
d) / cos? x dz
0

a) Bizonyitsuk be, hogy lim sin ¢ = 0!
»—0

b)

(4 pont)
w/2 w/2 1
/ cos? x dx = / —(1+ cos(2z)) dz =
0 o 2

= % + —(sin7 —sin0) = %

| I
S 3
~
)
==

(8 pont)

s

’2

Az &bra alapjan ¢ € [0
sin(—p) = — sin ¢, ebbol
0<|sinp| <|p|, haye (- 3,5)

lim |p| = 0 = A rendérelv miatt lim |sin | = 0.
@—0 ©—0

= lim sinyp = 0.
©—0

)-re 0 < sinp < . Mivel

Mondjuk ki és
kozépértéktételt!

bizonyitsuk be az integral-

(6 pont)
Ha f folytonos [a, b]-n, akkor van olyan ¢ € [a, b], hogy

1 b
b—a/ f(x) da.

Bizonyitas: Weierstrass-tétel = f felveszi a minimumat
(m) és maximuméat (M) [a, b]-n.

fle) =

m< f(z) <M = mb—a) < [’ f(z)de<M@b-a)

b
bia/ fl@)yde < M

dey,eq € [a,b] 2 fler) =m, és fea) = M.

m <

Bolzano-Darboux-tétel = Jc a ¢; és co kozott (igy
[aa b]_ben)v hOgy

b
bia/ f(z) da.

fle) =



