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1. Feltételes varhato érték
Adott két valdszinliségi valtozd, X és Y. Az X-nek Y = y feltételre vett feltételes varhat6 értéke

> P{X =u;|Y =y}, haX diszkét,
EX|Y =y)={ .«
/ z - fip(z|y)dz, ha X folytonos.

—0o0

Mint ahogy a feltételes valdszinliség egy szabdlyos valdszintiség (teljesiti az axidomdkat), a feltételes varhat6 érték
is egy szabdlyos vdrhat6 érték, tehat minden tulajdonsig, ami a varhat6 értékre igaz volt, a feltételes varhat6 értékre
is igaz lesz (pl. linearités).

A feltételes sulyfiiggvény illetve stiriségfiiggvény definicidja alapjan konnyen ellendrizhetd, hogy a diszkrét
illetve folytonos esetben

SEX|Y =y) P{Y =y} = o P{X=u;|V =y} P{Y =9} = 2 P{X =1, Y =y}
J 2%} i, ]

=E(X),

illetve
/O;E(XIYZJ)'fz(y)dy/o; /O;fc-fm(wly)'fz(y)drdy/Z/Zx-f(x, y) dz dy = E(X).

Ezt elegdnsabban és rovidebben tdgy is irhatjuk, hogy E[E(X |Y)] = E(X), amit toronyszabélynak vagy teljes
vérhaté érték tételnek neveziink. Itt E(X |Y') az YV fiiggvénye, és ezért maga is egy val6sziniiségi véltoz6; Y-tdl
ugyantigy fiigg, mint ahogy E(X | Y = y) fiigg az y véltozo6tol.

Feladatok

.

1. X ésY kozos stirliségfiiggvénye
1
Y

(a) Mutassuk meg, hogy Y peremeloszldsa exponencidlis(1).

ce~wte/y) haz >0, y > 0.

flx,y) =

(b) Mutassuk meg, hogy az (X |Y = y) eloszlds, azaz X feltételes eloszldsa az Y = y feltétel mellett
exponencialis(1/y).

(c) Hasznéljuk az el6bbi két pontot E(X) és E(Y) meghatdrozasdra. Batrabbak ellendrizhetik, hogy
Cov(X,Y) = 1, miutdn belétték a fentiekhez hasonl6an, hogy E(X - Y |Y) = YV - E(X |Y), és
E(X -Y)=E[EX Y|Y)] =E[Y - E(X|Y)].

2. Egy banyasz a banya egy termében rekedt. A terembdl harom ajté nyilik: az elsd ajté 3 6rdnyi 1t végén
a szabadba vezet. A madsodik ajt6 egy alagiitba nyilik, mely 5 6rdnyi séta utdn visszavezet ugyanebbe a
terembe. A harmadik ajté szintén egy alagitba nyilik, mely 7 éranyi séta utdn vezet vissza ugyanebbe
a terembe. A bdnydsz minden alkalommal amikor ebbe a terembe ér, e hdrom ajté koziil valaszt egyet
egyenld valészinliséggel, az el6z6 valasztasoktdl fiiggetleniil. Legyen X a szabadba kijutdshoz sziikséges
id6, Y pedig a legelsS alkalommal kivélasztott ajté sorszama. Erveljiink amellett, hogy E(X |Y = 1) = 3,
E(X|Y =2)=5+E(X),éE(X|Y =3) =7+E(X). Alkalmazzunk egy toronyszabdlyt ezen feltételes
varhat6 értékekkel, és igy mutassuk meg, hogy E(X) = 15.



3. Legyenek X1, Xo, ..., X, fliggetlen és azonos eloszldsu val6sziniiségi valtozok. Hatdrozzuk meg
E(X: | Xi+Xo+ -+ X, =1)

értékét. Segitség: tudjuk, hogy E(X; + Xo + -+ + X, | X5 + X2 + -+ + X, = z) mivel egyenl§, ezutdn
mar csak a feltételes varhat6 érték additivitasat kell hasznalnunk, és azt, hogy a valtozok azonos eloszlastak.

2. Regresszios gorbe

Adott az (X, Y') kétdimenzids valdszinliségi valtozé az egyiittes eloszldasdval (példdul folytonos esetben sii-
riiségfiiggvényével). X -et megfigyelve Y-t szeretnénk kozeliteni egy y = k(x) alakd tippel6 figgvénnyel. A
kozelités azt jelenti, hogy az elkovetett (Y — k(X))? négyzetes hiba 4tlagit szeretnénk minimalizdlni. Pon-
tosabban azt a k fiiggvényt keressiik, amire E(Y — k(X))? minimélis. Az 6ran tanult tétel kimondja, hogy
ebben az esetben a megoldds a feltételes varhat6 érték: k(x) = E(Y | X = x). (Ez a szokdsos regressziés
gorbe.)

Ha az elkovetett abszoliit hiba dtlagét, azaz E(|Y —k(X)|)-et szeretnént minimalizélni, akkor a lehetd legjobb
tippelés az Y feltételes medidnja. Azaz ebben az esetben az Fyx(y|z) = [Y_ foj1(u|z)du feltételes
eloszlasfiiggvényt kell 1/2-del egyenlévé tenni, és beldle y-t, mint = fliggvényét kifejezni.

Feladatok

4. A Duna holnaputani budapesti vizdllasat akarjuk becsiilni a mai bécsi vizallasbol. Bar a két vizdllas kozt
szoros kapcsolat van, azért pontosan nem lehet megmondani a vizallast, mindkett6t egy-egy val6szintiségi
valtozé irja le. Tegyiik fel, hogy mindkét vizallast egy O és 1 kozti szammal tudjuk jellemezni, melynek
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legyen az egyiittes stirtiségfiiggvénye f(z, y) =2 - (z+ (y—1)?),ha0 <z <1és0<y < 1.

(a) Hatarozzuk meg a budapesti vizallas eloszldsét a bécsi ismeretében, azaz a feltételes stirtiségfiiggvényt.

(b) Mi annak a valészintisége, hogy Budapesten alacsonynak nevezhetd (azaz 0 és 1/2 kozé esik) a vizallas,
ha Bécsben z volt? (Mennyi ez x = 1/3-ra?)

(c) Ha mdr ismerjiik a bécsi vizallast, mire tippeliink a budapestire, ha a lehet6 legkisebb atlagos négyzetes
hibét akarjuk elkdvetni?

(d) Es ha az atlagos abszoliit hibat akarjuk minimalizalni?

5. X = RND;, Y = RND;-RN D, eloszlds esetén lttuk, hogy az egyiittes siiriségfiiggvény h(z, y) = 1/z,
haa0 < y < x < 1 haromszogon vagyunk. Mi a regresszids gorbe, ha az abszolidt hibdt, illetve ha a
négyzetes hibat szeretnénk minimalizalni?

6. Az egységkoron vélasztunk egyenletes eloszléds szerint egy (X, V) pontot. Az X koordinéta ismeretében
hogyan kozelitenénk |Y'|-t, feltéve, hogy a hiba abszolutértéknégyzetét szeretnénk minimalizlni?

7. Tobbpartrendszer esetén az egyes partokra leadott szavazatok szdzalékos ardnya valdszintiségi valtoz6. Az A
pért az 6sszes szavazatok X, a B pért az 6sszes szavazatok Y hanyaddt kapja, egyiittes eloszldsuk a h(z, y) =
24zy,ha0 <z, 0 <y, x +y < 1slriségfiiggvényt koveti. Ha a B part az dsszes szavazatok 40%-iat kapta,
mire tippeliink, mennyit kapott az A part?

8. Legyen (X, Y) egyenletes eloszlasd a (0, 0), (1, 0), (0, 2) pontok &ltal meghatérozott hiromszégon. Szé-
mitsuk ki Y-nak X-re vonatkozo regresszids fiiggvényét.

9. Magyarorszdgon a 18 év feletti férfiak testmagassdgdnak atlagos értéke 178 cm, szérdsa 10 cm. N&knél
ugyanezek az adatok 166 cm és 8cm. Focimeccseken a drukkerek 10%-a nd, a tobbiek férfiak. Mindkét nem
testmagassdgdganak eloszldsat normalisnak véve:

(a) Mi annak a valészinfisége, hogy egy 170 cm-nél alacsonyabb szurkol6 ng?
(b) Adjuk meg x fiiggvényében annak a valdoszinlségét, hogy egy x cm magas drukker férfi.

(c) Hogyan tippeljiink a szurkoldk testmagassdgabdl a nemiikre, ha a célunk az, hogy a lehetd legnagyobb
valdszintiséggel helyesen tippeljiink?



10.

11.

12.

13.

14.

3. Linearis regresszio

A gyakorlatban gyakran nem tudjuk az egyiittes siiriségfiiggvényt meghatarozni. Ilyenkor konnyebb lehet
a varhat6 értéket, a szdrast, a kovarianciat kiszdmolni. Ezek segitségével mar meg tudjuk mondani, hogy
melyik az a linedris fiiggvény, amellyel tippelve a hiba négyzetének varhat6 értéke a legkisebb:

(&
y=—@— pa) + py.
UI

Ez egy kicsit masképp:
Y~ Ky T~ Ha

=0 ’
Uy Oy

ahol ¢ X és Y kovariancidja, p pedig korrelacids egyiitthatéja.

Ha p = +1, akkor a két valészintségi valtozé kozt linedris fliggés van. Ha p = 0, akkor a valtozok korreld-
latlanok (ami nem sziikségképpen jelenti azt, hogy fiiggetlenek volndnak).

Feladatok

o

Egy kétdimenziGs valoszinfiségi valtozo stirfiségfiiggvénye tzy (0 < z < 2, x < y < 2z). Milyen k(y)
fuggvénnyel érdemes a masodik koordinatibdl az elsét tippelni, ha az a célunk, hogy a tipelésnél elkdvetett
hiba négyzetének atlagos értéke a sok kisérlet esetén minél kisebb legyen,

(a) ha feltessziik, hogy k(y) linedris,
(b) ha k(y) tetszGleges valds lehet?

s

X és Y egyiittes siirliségfiiggvénye h(z, y) = 60zy?, ha0 < 2 < 1, 0 < y < 1 — 2. Hatdrozzuk meg
a kovariancidjukat! Tegyiik fel, hogy a médsodik koordindtat tudjuk megfigyelni és az els6t ezen megfigyelt
adattol fiiggben becsiiljikk az x = %( 1 — y) képlet alapjan. Van-e ennél jobb médszer, ha a négyzetes eltérés
hib4jat akarjuk minimalizdlni?

Statisztikai adatok alapjan annak a valdszintisége, hogy ikersziiletéskor mindkét gyerek fid, 0.32, annak a
val6szintisége, hogy mindkét gyermek lany, 0.28. Annak a valdszinfisége, hogy az els6 iker fid és a masodik
lany ugyanannyi, mint forditva. Jelolje X illetve Y az els6, illetve a masodik gyerek nemét, legyen a felvett
értékiik fid esetén 1, lany esetén 0. Szdmitsuk ki X és Y korreldcids egyiitthatdjat. Hogyan tippelnénk Y
ismeretében X -re linedris fiiggvénnyel, ha a tippelés dtlagos négyzetes hibdjat akarjuk minimalizalni?

4. Kétdimenzios normalis eloszlas

A kétdimenzids normadlis eloszlas siiriségfiiggvénye

1 1 T— pa\2 | (Y~ By\? T — 1) (y — p
flz,y) = = -exp{— 5 [( ) +< J) *29( )( y)}}
2mopoyy/1 — 0 2(1 - ¢?) Oz Oy 00y
Az ilyen striiségfiiggvényt kovetd (X, Y) péar esetén X peremeloszldsa N (py, 0,), Y peremeloszlasa
N (py, 0y), és akettd korreldcidja .

Ha (X,Y) kétdimenzids normadlis eloszldsu, akkor minden aX + bY linedris kombinaciéjuk egydimenzids
normadlis eloszlasu.

Kétdimenzids normadlis eloszldsndl a feltételes varhatd érték (regresszids gorbe) megegyezik a regresszids
egyenessel.

Feladatok

Legyen (X,Y) kétdimenzi6és normadlis eloszldsi, p, = 1, 0, = 3, uy = 2, 04 = 5, o = 0,6. Mi a
valdszintisége, hogy X + Y nagyobb 5-nél?

A feln6tt bergengoc ndk sulya (pontosabban: tomege) dtlagosan 65 kg, 5 kg szordssal. A feln6tt férfiaké
85 kg, 10 kg szérassal. Hazasparok esetén a par silyainak eloszldsa kb. kétdimenziés normadlis eloszldsu, a
fenti paraméterekkel, de a férj és a feleség silya kozt nagy a korreldci6: 0,9. A bergengéc férfiak szivesen
eldruljak a sdlyukat, de a bergengéc ndk nem. Milyen z = k(y) fiiggvénnyel tippeljiink a férj silydbdl a
feleség silydra, ha a hiba négyzet atlagit minimalizalni akarjuk?



15. Mutassuk meg, hogy ha (X, Y') eloszldsa kétdimenziGs normadlis, akkor

(a) X feltételes eloszldsa az Y = y feltétel mellett normadlis, p, + Q‘;—Z(y — py) vdrhat6 értékkel, és
02(1 — ¢?) szérasnégyzettel. (Ez egy kicsit szamolds, de egy iigyes véltozécsere sokat segit.)

(b) X ésY korreldcidja valdban g.
(c) X ésY fiiggetlen akkor és csak akkor, ha o = 0.
16. fme hogyan lehet egy altalanos kétdimenziés normalis eloszldst fiiggetlen normélisak osszegére bontani.
Rogrzitsiink o, oy > 0, pg, py € R, és =1 < o < 1 paramétereket. Legyen Y egy normilis eloszldsu

valdsziniiségi valtozd u, vérhatd értékkel és o, szérdssal. Legyen Z egy mdsik, Y'-tl fiiggetlen normalis

valészintiségi valtozo, p, — o - p1, - 2= varhato értékkel és (1 — 0?) - 02 szérasnégyzettel. Definidljuk az
Y

X 1= p- 2= .Y + Z véltozét. Mutassuk meg, hogy az (X, Y') par eloszldsa kétdimenziés normdlis, a
Y
megfeleld ji; és pu, varhato értékekkel, o, €s oy, szordsokkal, és o korrelacidval.

17. Legyen X standard normalis eloszldsu, és I X-t6l fiiggetlen, P{I = 1} = P{I = 0} = 1/2 eloszldssal.
Definidljuk a kovetkezd valészintiségi valtozot:

X ,hal =1,
Y .=
—X ,hal=0.

Azaz: Y (X-t6l fuggetlen) egyenld eséllyel lesz X vagy —X.
(a) Fiiggetlen-e X ésY?
(b) Fiiggetlen-e [ és Y?
(c) Mutassuk meg, hogy Y standard normalis eloszlsu.

(d) Mutassuk meg, hogy Cov(X, Y) = 0.

18. Legyenek X és Y fiiggetlen standard normalis val6szinGségi valtozdk, és U : = (X +Y)/V2,V := (X —
Y)/+/2. Mutassuk meg, hogy U és V szintén fiiggetlen standard normalis véltozok.



