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I. Rész

Topoldgiai alapfogalmak






1. FEJEZET
Altaldnos topologia

Ebben a fejezetben — amennyiben nem jelentjiik ki az ellenkez&jét
— X egy tetszoleges halmazt jelol.

1.1. Metrikus terek

Jeloljik R-rel a valds szamok és R, -szal a pozitiv valés szamok
halmazat.

DEFINICIO 1.1. Egy metrika X-en egy olyan
d: X xX — R,U{0}
leképezés, amely teljesiti a kovetkezo feltételeket:

(i) pozitivitds: d(z,y) = 0 akkor és csak akkor ha z =y,
(ii) szimmetria: minden z,y € X-re d(z,y) = d(y, z),
(iii) hdromszog-egyenlStlenség: minden z,y,z € X-re d(z,z) <
d(z,y) + d(y, 2).
Amenyiben az X halmazon adott egy d metrika, az (X, d) part metrikus
térnek nevezzik.

Emlékeztessiink a normalt vektortér fogalméra.

DEFINICIO 1.2. Legyen V egy (véges- vagy végtelen-dimenzids)
valos vektortér. Egy norma V-n egy
|-V = R, U {0}
leképezés, amely teljesiti a kovetkezo feltételeket:
(i) |lv|| = 0 akkor és csak akkor, ha v =0,
(i) v+ w| < |lv|| + ||w|| minden v, w € V-re,
(iii) [[Av]| = |Al|Jv]| minden v € V-re és A € R-re.
Ha X = V egy val6s vektortér és ||.| egy norma V-n, akkor |.|
indukal egy metrikdt V-n a

d(z,y) = [lz -y
képlet altal. Ismert, hogy az ellenkezd irdnyu allitds nem igaz.

A kovetkezo példédk kozill pontosan az — pontbeli metrikdak
szarmaznak normabdl.

PELDA 1.3. (i) Az egyik legfontosabb példa az X = R, deya(z,y) =

|z — y| Gn. egydimenziés euklideszi tér.
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8 1. ALTALANOS TOPOLOGIA

(ii) Ennek altaldnositdsa tetszOleges dimenziéra: X = R", és
tetszéleges x = (1, ...,2,),y = (Y1,- -, Yn) € R" vektorokra

do(x,¥) = /(21 — 1) + - + (20 — yn)?,
az n-dimenzids euklideszi tér.
(iii) A ({i) egy masik altalanositasa: X az R" tér a taxisofér-, vagy
I -metrikdval:

di(x,y) = |1 — |+ + |20 — ynl.
Az n = 2 esetben ez szemléletesen egy csak derékszogii utkeresztezodésekbol
allé varosban a két pont kozotti legrovidebb 1t hossza.
(iv) Egy harmadik altalanositas X = R"-re a
doo(x,y) = max(|z1 — y1],. .., [T — ynl)
supremum-, vagy L°°-metrika.
(v) Végil egy végtelen-dimenziés normalt vektortér, amely analég

az eléz6 példaval: legyen X a [0, 1] intervallumon folytonos
valos fliggvények C([0, 1]) halmaza,

doo(f5 9) = max |f(t) — g(t)],

t€[0,1]
a supremum-, vagy L>-metrika.
(vi) A legtrividlisabb metrika a diszkrét metrika: X tetszOleges,
ddiszkr(xa y) =1 bérmely T 7& Yy-ra.
(vii) Legyen X = Q és p egy tetszOleges primszam. Legyen

l.l, : Q = Ry U{0}
a kovetkezOképpen definidlva: egyrészt, legyen |0], = 0; mésrészt,
tetszéleges ¢ = ™ € Q \ {0}-t felirhatunk egyértelmtien pras
alakban, ahol v € Z, my és n; relativ primek és n; > 0;
legyen ekkor |¢|, = p™¥. Ha ¢1,¢. € Q, akkor definialjuk a
dy(q1,q2) = |¢1 — @2, metrikat, amelyet p-adikus metrikdanak

neveziink.
DEFINICIO 1.4. Legyenek (X, dy) és (Y, dy) metrikus terek, és f :

X =Y egy leképezés. Azt mondjuk, hogy f izometria, ha bijektiv és
tavolsagtarté: minden x1, o € X-re

dy (f(x1), f(x2)) = dx (21, 22).
Amennyiben f csak injektiv és tavolsagtarté, akkor izometrikus bedgyazdsnak

nevezzik.

MEGJEGYZES 1.5. Az izometrikus bedgyazas definiciéjdbdl kihagy-
hatnank az injektivitast, és akkor is ekvivalens fogalmat kapnank —
miért?

FELADAT 1.6. Bizonyitsuk be, hogy az (R", dy) euklideszi tér tetszéleges
sajat magaval valé izometridja sziikségszertien affin leképezés!

A kovetkezoben leirunk néhany konstrukeidt j metrikus terek értelmezésére.
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1.1.1. Metrika megszoritisa egy altérre. Legyen (X, d) egy
metrikus tér, és Y C X egy részhalmaza.

DEFINICIO 1.7. d megszoritdsaY -ra az a d|y metrika Y-on, amelyre
minden y1,y, € Y-ra

d|Y(y1,y2) = d(ylny)~

Az (Y, d|y) metrikus teret az (X, d) metrikus alterének nevezzik.

MEGJEGYZES 1.8. Tetszbleges (Y, d|y) C (X, d) metrikus altérre az
inklizi6 izometrikus bedgyazas.

PELDA 1.9. (i) Az (R", dy) n-dimenzids euklideszi tér megszoritdsa
az R x {0} x --- x {0} alterére az 1-dimenzids euklideszi tér.
(i) Az (R", d;) metrikus tér megszoritdsa az R x {0} x --- x {0}
alterére szintén az 1-dimenzids euklideszi tér. E terek tehat
ebben az értelemben altaldnositasaik (R, ds)-nak.

FELADAT 1.10. Bizonyitsuk be a kovetkezd allitasokat!

(i) (C(]0,1]), ds) megszoritasa az dllandé fiiggvényekre az 1-dimenzids
euklideszi tér.

(ii) Barmely m > 1-re az (R™, d;) tér nem metrikus vektor-altere
az n-dimenzids euklideszi térnek semmelyik n € N-re sem.

(iii) TetszOleges n € N-re egy (n + 1)-elemdi halmaz a diszkrét
metrikaval metrikus altere az n-dimenziés euklideszi térnek.

(iv) Ugyanez nem igaz az (n — 1)-dimenzids euklideszi térre.

(v) (R?, dy) metrikus vektor-altere (C([0,1]), ds )-nek.

(vi) (R? d;) metrikus vektor-altere (C([0, 1]), do )-nek.

1.1.2. Szorzat-terek. Legyenek (X, dx) és (Y, dy) metrikus terek.
Ebben az esetben X xY-on tobbféleképpen is értelmezhetiink metrikat:

(1) dewa((71,91), (T2, 2)) = \/dX($1>I2)2 + dy (Y1, 42)?,
(; 31(($1ayl)’ (w2,2)) = dx (x1,22) + dy (y1,¥2),
)

i
(iil) dsup((71,91), (22, y2)) = max(dx (w1, 2), dy (Y1, Y2))-

(iv) Az el6z6 példak specidlis esetei a kovetkezd konstrukcionak:
legyen p € [1, +00] tetszleges, és

dy((w1,91)s (22, 92)) = (dx (@1, 22)? + dy (g1, 3)")7 .

FELADAT 1.11. Mutassuk meg, hogy ezen kifejezések mindegyike
teljesiti a metrika definicijat!

Ezen konstrukciok mindegyike altalanosithaté véges sok tér szorzatara,
megfelel6 modositasokkal pedig végtelen sok tér szorzatara is.

PELDA 1.12. Kénnyen lathat6, hogy az (R",dy) és (R™, dy) terek
az (R, dewi) tér onmagéval vett n-szeres szorzataként kaphaték meg az

illetve (i) értelemben.
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1.1.3. Folytonossag és nyilt halmazok. A valds analizishdl is-
mert folytonossag-fogalom azonnal dltalanosithaté metrikus terek kozotti
leképezésekre.

DEFINICIO 1.13. Legyenek (X, dy) és (Y,dy) metrikus terek, és
f X = Y egy leképezés. Azt mondjuk, hogy f folytonos valamely
x € X-ben, ha barmely € > 0-ra létezik olyan § > 0, hogy valahdnyszor
' € X olyan hogy dx(x,z') < ¢, mindannyiszor dy(f(x), f(z')) <
e. Azt mondjuk, hogy f mindeniitt folytonos, ha minden x € X-ben
folytonos.

FELADAT 1.14. Legyenek (X, dx), (Y, dy) és (Z, dz) metrikus terek.
Lassuk be, hogy ha f : X — Y és g : X — Z folytonosak, akkor (f,g) :
X =Y x Z is folytonos a szorzat-metrika mindharom definiciéjaval.

DEFIN{CIO 1.15. Legyen (X, dx) egy metrikus tér, z € X és e > 0.
Azon z’ pontok halmazét, amelyekre dx (z,2") < e, az x kézépponti e
sugard nyilt gombnek nevezzik, és B.(x)-szel jeldljik.

PELDA 1.16. (i) (R, deuwr)-on Bo(z) =|x — e, + €.
(ii) (R?, da)-on B.(z) egy = kdzépponti € sugari korlap, a hatdrvonala
nélkiil.

Ezen példék indokoljak a “nyilt” elnevezést.

FELADAT 1.17. Hatarozzuk meg a 0 kozéppontu € sugard nyilt
gbmbot a kovetkezé terekben!
(i) (R? dy)
(i) (C([0,1]), dso)

ALLITAS 1.18. Legyen (X, dx) egy metrikus tér. Ekkor birmely
B.(x) nyilt gémb bdrmely =’ pontjdhoz létezik olyan £ > 0, amelyre
B (2") C B.(z).

BizONYITAS. Legyen d(x,2’) = §. Ekkor, mivel 2/ € B.(x), ezért

0 < e. Vélasszuk £'-t ugy, hogy 0 < ¢’ < ¢ — 0. Ekkor a haromszog-
egyenl6tlenség miatt, ha d(z/, 2”) < &', akkor d(x,z") < e. O

Az x pontbeli folytonossag definicidjat a nyilt gomb fogalma segitségével
atfogalmazhatjuk a kovetkezOképpen: barmely £ > 0-ra létezik olyan
6 >0, hogy f~'(B:(f(x))) D Bs(x).

DEFIN{CIO 1.19. Legyen (X, dx) egy metrikus tér és V C X. Azt
mondjuk, hogy V' nyilt halmaz, ha iires vagy barmely 2’ € V' pontjahoz
létezik olyan ¢’ > 0, amelyre B.(z') C V.

MEGJEGYZES 1.20. Az Allités értelmében minden nyilt gomb
nyilt halmaz.

TETEL 1.21. Legyenck (X, dx) és (Y,dy) metrikus terek, és f :
X =Y egy leképezés. A kovetkezo dllitasok ekvivalensek:
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(i) f mindenditt folytonos.
(ii) Minden Y -beli nyilt gomb dsképe nyilt halmaz.
(iii) Minden Y -beli nyilt halmaz dsképe nyilt halmaz.

BIZONYITAS. . = (ii): Legyen B.(y) tetszoleges nyilt
gomb Y-ban, ésx € f~1(B.(y)). Ez azt jelenti, hogy dy (f(z),y) <
e. Legyen n = ¢ —dy(f(x),y) > 0. Mivel f folytonos z-
ben, ezért létezik olyan § > 0, hogy f~(B,(f(z))) D Bs(x).
Mésrészt nyilvan f~1(B,(f(x))) C f~1(B:(y)), tehdt utébbi
nyilt halmaz.

° = : Legyen V C Y egy tetszéleges nyilt halmaz, és
z € f~1(V). Mivel V nyilt, ezért tartalmaz egy B.(f(x)) nyilt
gombot. Alkalmazzuk —t erre a gombre: 1étezik olyan § >
0, hogy f~*(B:(f(z))) D Bs(x). Méasrészt nyilvan f~1(B.(f(z))) C
F7HV), tehat ez utébbi nyilt halmaz.

. = ({): Legyen z € X és e > 0 tetszélegesek. Legyen V =
B.(f(z)). Ekkor miatt f~'(V) nyilt halmaz, amely ny-
ilvan tartalmazza x-et. Ezért tartalmaz egy x korili valamely
0 > 0 sugaru nyilt gobmbot. Tehat f folytonos z-ben. O

A tétel alapjan nyilvanvald, hogy a nyilt halmazok fontos szerepet
jatszanak a folytonos leképezések vizsgalataban. Vizsgaljuk most meg
a legfontosabb tulajdonsigaikat.

TETEL 1.22. Legyen (X, d) egy metrikus tér.

(i) X-beli nyilt halmazok teszdleges egyesitése is nyilt halmaz X -
ben.
(ii) Véges sok X -beli nyilt halmaz metszete is nyilt halmaz X -ben.

(iii) Minden X -beli nyilt halmaz eléall X -beli nyilt gombik egyesitéseként.

BI1zZONYITAS. (i) Tegytik fel hogy valamely I indexhalmazra
minden ¢ € [ esetén V; C X nyiltak. Legyen V = U;/V;,
és x € V. Ekkor z € V; valamely i € [-re, és mivel V;
nyilt, ezért 1étezik olyan ¢ > 0 amelyre B.(z) C V;. Ebbdl
kovetkezik B.(z) C V.

(ii) Legyenek V; nyiltak i € {1,...,n}-re, és tegyiik fel hogy x €
N, V;. (Ha N, V; = 0, akkor definici6 szerint kész vagyunk.)
Ekkor minden i-re 1étezik olyan ¢; > 0, amelyre B.,(x) C V;.
Legyen € = minj<;<, &; > 0. Ekkor B.(z) C N, V..

(iii) Legyen V' C X nyilt halmaz. Definicié szerint minden x € V-
re létezik olyan e, > 0 amelyre B. (z) C V. A kivdlasztési
axioma értelmében valaszthatunk minden z-re egy ilyen ¢,-et.

Ekkor V = Uey B., (2). =
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1.2. Topologikus terek

A Tétel pontjat ugy szokas kifejezni, hogy a nyilt gbmbok
csalddja a nyilt halmazok csalddjdnak egy bdzisdt alkotjék (az egyesitésre
nézve). Ahogy az példaul a Tételbol is latszik, sok tulajdonsag
ellenorzéséhez elegendo6 az Gsszes nyilt halmaz helyett a bazis elemeire
korlatozédni. Ez egy altalanos érvényti elv, amely elvezet a topoldgia
fogalmahoz. Ez a mostani szakasz témaja.

1.2.1. Topolédgia, bazis, folytonossag.

DEFINICIO 1.23. Egy X halmaz részhalmazainak olyan U csaladjat,

amely eleget tesz a kovetkezo feltételeknek:

i) 0,X e U,

(i) U zéart teszOleges egyesitésre,

(iii) U zart véges metszetre,
X-en értelmezett topoldgidnak, az (X,U) péart pedig topologikus térnek
neveziink. Ha B az U-beli részhalmazok egy olyan részcsaladja, hogy
barmely U-beli részhalmaz el6all B-beli részhalmazok egyesitéseként,
akkor B-t a topolégia egy bdzisanak nevezziik. Végil, azt mondjuk
hogy B generdlja a topoldgiat.

PELDA 1.24. (i) Tetszoleges X halmazra az az Ui, amely
csak (-t és X-et tartalmazza, topolégidt ad meg X-en, melynek
neve: a trividlis topoldgia, és egy bazisat alkotja B = {X}.

(i) TetszOleges X halmazra az Ugisae = P(X) Osszes részhalmaz
csaladja a diszkrét topolégiat hatarozza meg X-en. Ennek egy
béazisat alkotjak az egyelemii halmazok.

(iii) Ha d egy metrika X-en, akkor az el6z6 szakaszban értelmezett
nyilt halmazok Osszessége egy U, topoldgiat ad meg X-en, és
a nyilt gombok csalddja béazisa e topolégidnak, 1d. Tétel.
Uyt a d metrika altal indukalt topolégidnak hivjuk.

(iv) Az el6z6 pont specidlis esete: M (n, R) (illetve M (n, C)), az R
(illetve C) feletti n-szer n-es matrixok halmaza azonosithatd
R’ -tel (illetve C™-tel), tehét a dy euklideszi metrika indukél
rajta egy topologiat.

(v) Legyen X = Z, és minden a,b € Z, a > 2 szamokra legyen

Vav={n€Z: n=>b moda}.

Ekkor az a B, csaldd, amelynek elemei V, -k az 6sszes (a, b)
parra, generdl Z-n egy U, topologiat.

(vi) Legyen X = C, és minden véges S C C ponthalmazra legyen
Vs = C\ S. Ekkor az Osszes ilyen halmazok Uz, = {Vs}s

csaladja az an. Zariski-topologidat értelmezi C-n.

MEGJEGYZES 1.25. Egy topoldgidnak tobb bdzisa is lehet, és két
béazisnak a szamossaga nem feltétlen egyezik meg. Példaul, B = U
mindig béazisa a topoldgidnak, de ettdl kiillonboz6 béazisai is lehetnek.



1.2. TOPOLOGIKUS TEREK 13

FELADAT 1.26. Adjuk meg a (C([0, 1]), ds ) tér egy megszamlalhaté
bazisat!
ALLITAS 1.27. Legyen X egy halmaz és B C P(X) részhalmazok egy

csalddja. Ahhoz, hogy B bazisa legyen valamely topolégidanak, sziikséges
és elegendd a kovetkezd két feltétel:

(i) minden x € X-re létezik olyan B € B, amelyre x € B (B
elemei lefedik X -et),
(ii) bdrmely By, By € B-re és x € By N By-re létezik olyan B € B,
amelyre x € By C B; N Bs.
Ha ezen feltételek teljesiilnek, akkor B pontosan egy topolégia bdzisa;
ennek neve a B dltal generalt topoldgia.

BI1zZONYITAS. Sziikségesség: (i) a bazis definiciéjabdl és X € U-bol
rogton kovetkezik. Ha B generdl egy U topologiat, akkor B C U, tehat
minden By, By € B-re B N By, € U. Ha ez a metszet nem iires, akkor
el6all B-beli részhalmazok egyesitéseként. Tehat minden By N Bs-beli
x elem benne van valamely Bs € B-ben, ami pontosan .

Elegendoség: Legyen Up az Osszes olyan halmaz, amely el6all B-beli
halmazok egyesitéseként. Ekkor Up-re a topoldgia elso két tulajdonsaga
trividlisan teljestil, a véges metszetre valo zartsagot pedig elegendd két
halmaz metszetére beldtni. Legyen tehat Uy = U;crA; és Uy = Uje s B;,
ahol A;,B; € B, és v € Uy N U, tetszoleges. Ekkor létezik ¢y € [
és jo € J amelyre v € A;, és x € Bj,. Ezért, a feltétel miatt
létezik C' = C, € B amelyre z € C, C A;; N Bj,. Valasszunk minden
x € Uy N Uy-re egy ilyen C, halmazt. Ekkor Uy N Us = Uzcy,nu,Cs
tehat U1 N UQ € Z/{B.

Egyértelmiiség: tegyiik fel, hogy B két kiilonboz6 U, Us topoldgianak
is bazisa. Legyen U € Uy \ Us. Ekkor U = U, B; valamely I indexhal-
mazra és B; € B halmazokra, mert B generalja U;-et. Masrészt, mivel
B C Uy, ezért minden B; € Us, és mivel Uy zart tetszoleges egyesitésre,
ezért U € Uy. Ez ellentmondas. O

MEGJEGYZES 1.28. A topologikus tér fogalma altaldnosabb a metrikus
tér fogalmanal. Altaldban nehéz feladat eldénteni egy topologikus
térrol, hogy valamely metrika indukalja-e. Az olyan topologikus tereket,
amelyekre a valasz igen, metrizdlhato tereknek nevezziik.

FELADAT 1.29. (i) Léssuk be, hogy a trividlis topolégia egy

1-nél nagyobb elemszamu halmazon nem metrizalhatoé!

(ii) Léssuk be, hogy a diszkrét topolégiat a diszkrét metrika in-
dukalja!

(iii) Bizonyitsuk be, hogy az R"-en a d, és a d; metrikak ugyanazt
a topologiat indukaljak! Ezt a topologiat R™ standard topoldgidjanak
nevezzik.

(iv) Adjunk meg az (R", dy) metrikus tér altal indukalt topolégianak
egy megszamlalhatoé végtelen bazisat!
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(v) Mutassuk meg, hogy a Zariski-topolégia nem metrizalhatd!

Ezek utan altalanosithatjuk a folytonossag fogalmat topologikus
terekre.

DEFINicIO 1.30. Legyenek (X,Ux) és (Y,Uy) topologikus terek, és
legyen f : X — Y egy leképezés. Azt mondjuk, hogy f folytonos, ha
minden V' € Uy-re f~1(V) € Ux. Azt mondjuk, hogy f homeomorfiz-
mus, amennyiben bijektiv, és inverzével egyiitt folytonos. Végiil, X és
Y homeomorfak, ha létezik kozottiik homeomorfizmus.

A topologikus terek korében a homeomorfizmus ekvivalencia-reldcio.
A topoldgidban a homeomorf terek megkiilonboztethetetlenek, azaz

homeomorf térre is.

ALLITAS 1.31. Legyenek (X,Ux), (Y,Uy) és (Z,Uy) topologikus
terek, f + X — Y és g : Y — Z folytonos leképezések. Ekkor
go f: X — Z s folytonos.

Bi1zoNY{TAS. Tetszbleges U € Uz-re (go )" (U) = f~Hg 1 (U)).
Mivel g folytonos, ezért g~ 1(U) € Uy . Ezért f folytonossdgabdl kovetkezik,
hogy f~H(g~H(U)) € Ux. O

DEFINICIO 1.32. Legyen (X,Ux) egy topologikus tér és z € X.
Azt mondjuk, hogy az N C X halmaz egy kiornyezete x-nek, ha létezik
olyan V € Ux, amelyre x € V C N.

Topologikus terek korében is értelmezhetjiik az egy pontbeli folytonossagot.

DEFINICIO 1.33. Legyenek (X,Ux) és (Y,Uy) topologikus terek, és
legyen f : X — Y egy leképezés. Azt mondjuk, hogy f folytonos az
x € X pontban, ha f(x)-nek barmely M kornyezetéhez létezik z-nek
olyan N kornyezete, amelyre f(N) C M. Azt mondjuk tovabbd, hogy
f mindentitt folytonos, ha minden x € X-ben folytonos.

Az Tétel bizonyitasanak nyilvanvalé modositasa most a kovetkezot
adja:
TETEL 1.34. Legyenek (X,Ux) és (Y,Uy) topologikus terek, és f :
X =Y eqy leképezés. A kovetkezd feltételek ekvivalensek:
(i) f mindenditt folytonos,
(i) Uy tetszbleges By bdzisdara minden baziselem dsképe nyilt,
(iii) f folytonos.

Hasonléan a folytonossaghoz, a sorozatok hatarértéke is értelmezhet6
a topologikus terek korében.

DEFINicIO 1.35. Legyen X egy topologikus tér. Egy sorozat X-
ben egy # : N — X leképezés. Az x(n) € X elemet altaldban x,-
nel jeloljik, magét az x leképezést pedig {x, }nen-nel. Azt mondjuk,
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hogy {x,}nen konvergdl x € X-hez, ha x tetszOleges N kornyezetére
véges sok kivétellel teljesiil x,, € N. Ekkor z-et az {z,},en sorozat
hatdrértékének nevezziik, jelolésben: z = lim,, o (x,,).

Az X-en értelmezett topoldgiak kozott 1étezik egy természetes részben
rendezés.

DEFINICIO 1.36. Legyen X egy halmaz és Uy, Us két topoldgia X-
en. Azt mondjuk, hogy U finomabb Us-nél (vagy ekvivalens médon, Us,
durvdbb U;-nél), ha minden Us-beli V-hez és x € V-hez létezik olyan
U eleme U;-nek, amelyre x € U C V. Jelolés: Uy <X U;.

FELADAT 1.37. Igazoljuk a kovetkezoket!
(i) Minden topoldgia X-en finomabb a trividlis topolégianal, és
durvabb a diszkrét topologianal.
(i) Az R? = C szdmsikon a Zariski-topol4gia durvabb a szokvényosnal.

(iii) U, akkor és csak akkor finomabb Uy-nél, ha az identikus leképezés
(X, U )-bél (X, Us)-be folytonos.

Végezetiil, a nyilt halmazokhoz hasonléan értelmezheto a zéart hal-
maz fogalma is.

DEFINICIO 1.38. Legyen (X,Ux) egy topologikus tér. Egy olyan Z
halmazt, amelyre X \ Z € U, zdrt halmaznak neveziink. A zart halma-
zok csaladjat Z-vel jeloljiik. Legyen Y C X egy tetszoleges részhalmaz.
Ekkor X legsziikebb olyan zart részhalmazat, amely tartalmazza Y-t,
az Y lezdrtjdnak nevezzik, és Y-val jeloljiik.

Az, hogy Y lezartja létezik, a Zorn-lemmabdl kovetkezik. Az egyértelmiiség

ekkor amiatt teljesiil, hogy ha két zart halmaz Z; és Z, tartalmazza

Y-t, akkor Z; N Z; is zart és tartalmazza Y-t, tehat a legsziikebb elem

eloall mint

Y =nZ,

ahol a metszet az Osszes Y-t tartalmazoé zart halmazra vonatkozik. A
definiciobdl azonnal kévetkezik, hogy minden zart halmaz lezartja sajat

maga.

ALLITAS 1.39. HaV C X nyilt ésVNY =0, akkor VNY = 0.

B1zoNYITAS. Ellenkezd esetben teljesiilnének a

YCY\VcY
tartalmazésoli Mivel Y zart és V nyilt, azért Y \ V zart, ellentmondva
annak, hogy Y a legsziikebb zart halmaz ami tartalmazza Y -t. U
FELADAT 1.40. (i) Mutassuk meg, hogy
(a) 0, X € Z,

(b) Z zart tetszOleges szamu metszetre,
(c) Z zart véges szamu egyesitésre!
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(ii) Legyenek (X,Ux) és (Y,Uy) topologikus terek, és legyen f :
X — Y egy leképezés. Mutassuk meg, hogy f akkor és csak
akkor folytonos, ha minden zart halmaz Osképe zart!

FELADAT 1.41 (H. Fiirstenberg). Legyen X = Z, az U, topologidval.
(i) Léssuk be, hogy minden nemiires nyilt halmaz tartalmaz le-
galabb egy szamtani sorozatot; tobbek kozt, végtelen!
(i) Lassuk be, hogy a V,;, halmazok egyben zartak is!
(iii) Lassuk be, hogy minden n ¢ {—1, 1}-re 1étezik olyan p primszém,
amelyre n € V, !
(iv) Vezessiik le az eddigiekb6l, hogy végtelen sok primszam létezik!

1.2.2. Albéazisok. Legyen X egy halmaz, és S C P(X) tetszileges.
Ekkor megkérdezhetjiik, hogy mely topoldgidkban nyilt & minden el-
eme. Nyilvanvalod, hogy az Ugis,i, diszkrét topoldgiara ez igaz. Tovabb4,
ha igaz valamely U topoldgidra, akkor igaz minden U-nal finomabb
topologiara is. Természetes kérdés tehat, hogy melyik a legdurvabb
topoldgia, amelyre teljestl.

DEFIN{CIO 1.42. A legdurvabb olyan Us topolégia, amely tartal-
mazza S minden elemét, az S altal generdlt topolégia. Ebben az eset-
ben S-et Us egy albdzisdnak hivjuk.

MEGJEGYZES 1.43. Egy U topolégia barmely B bazisa egyben albdzisa
is. A kiilonbség a két fogalom kozott az, hogy elébbi esetében azt is
megkoveteljiik, hogy a topologia minden eleme el6alljon baziselemek
egyesitéseként.

FELADAT 1.44. (i) Bizonyitsuk be, hogy a[l.24] (v) Példéban
azok a V,; halmazok, amelyekre a = p" primhatvany, az
Uit topoldgianak egy albazisat alkotjak, amely azonban nem
bazis!
(ii) Bizonyitsuk be, hogy a | — 00, a| és |a, oo alaki intervallumok
Osszessége (ahol a € R tetszbleges) albazisa (R, deu)-nek, de
nem bazisal

ALLITAS 1.45. Bdrmely S C P(X) részhalmaz dltal generdlt topoldgidnak
bazisa az S-beli elemek véges metszeteibol dllo

Bsz{ﬁSlleS}

i=1
csaldd.

MEGJEGYZES 1.46. Itt hasznédljuk azt az dltaldban elfogadott meg-
egyezést, miszerint 0 halmaz metszete a teljes tér, tehat X € Bs.

Bi1zONYITAS. A Bgs altal generélt topolégia nyilvadn tartalmazza S
minden elemét. Tegytik fel, hogy egy U topoldgia tartalmazza S min-
den elemét. Ekkor, mivel U zart véges metszetre, ezért tartalmazza
Bs-et, és igy az altala generalt topologiat is. U
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FELADAT 1.47. Legyenek (X,Ux) és (Y,Uy) topologikus terek, Sy
az Uy egy albazisa, és legyen f : X — Y egy leképezés. Mutassuk meg,
hogy f akkor és csak akkor folytonos, ha minden S € S-re f~1(S) € Uy!

1.2.3. Hausdorff-terek. A topologikus terek egy fontos osztalyat
alkotjak a Hausdorff-terek.

DEFINICIO 1.48. Legyenek x és y egy (X, U) topologikus tér kiillonbozé
pontjai. Azt mondjuk, hogy x és y szétvdalaszthatok, ha létezik olyan
U, U, € U nyilt kérnyezetei z-nek és y-nak, amelyekre U, N U, = 0.
Egy (X,U) topologikus teret Hausdorff-térnek neveziink, ha tetszéleges
két kiillonboz6 pontja szétvalaszthato.

ALLITAS 1.49. Legyen (X,U) Hausdorff-tér, és {x, }nen €gy sorozat
X-ben. Ekkor a sorozat hatarértéke (amennyiben létezik) eqyértelmien
meghatdrozott. Forditva, ha az (X,U) megszamldlhato bazisu topologikus
tér olyan, hogy benne minden sorozat hatdrértéke eqyértelmien meghatdrozott,
akkor (X,U) Hausdorff.

B1zoNYITAS. Tegyiik fel, hogy = # y € X olyanok, hogy =, — =
és x, — y is teljesiil. Legyenek U,,U, € U szétvalasztéd kornyezetei
x-nek és y-nak. Ekkor a konvergencia definicidja alapjan elegendéen
nagy n-re v, € U, és x, € U, is teljesil, ami nyilvdn ellentmond
U, N U, = (0-nek.

Ellenkez6 irdanyban, tegytik fel, hogy (X,U) nem Hausdorff: ekkor
tehat léteznek olyan z,y € X kiilonb6z6 pontok, amelyek minden
U,, U, nyilt kornyezetére U, N U, # 0. Legyen {U, }nen 6s {Vy}nen az
x és y pontok nyilt kornyezeteinek egy-egy megszamlalhaté bazisa. Az
altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy minden n-re U, D
Uns1 €8V, 2 Vo (Killonben tegyiink U, = N7_ Up-et). Feltétel sz-
erint, U, NV, # 0; legyen z, € U, NV,. Ekkor az {z,} sorozat
mind z-hez, mind y-hoz tart: ha ugyanis U egy tetszoleges x-et tartal-
mazé nyilt halmaz, akkor valamely N értékre Uy C U (hiszen {U, }nen
kornyezetbdzis), ekkor azonban minden n > N-re is teljesil U, C U,
tehat minden n > N-re z,, € U. O

ALLITAS 1.50. Minden metrikus tér Hausdorff.

BizoNY{TAs. Legyen (X, d) egy metrikus tér, és z,y € X kiilonboz6
pontjai. Ekkor definicid szerint, 2e = d(x,y) > 0. Legyen U, = B.(z)
és U, = B.(y). Konnyen lathat6, hogy U, és U, szétvélasztjak z-et és
y-t. U

fgy tehat kaptunk sok példat Hausdorff-térre. Lassunk most néhany
ellenpéldat:

FELADAT 1.51. A kovetkez6 topologikus terek nem Hausdorffak:

(i) a Zariski-topologia C-n,
(ii) a trividlis topoldgia egy legaldbb kételemii halmazon.
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FELADAT 1.52. Mutassuk meg, hogy Z az U, topologiaval Haus-
dorff!

1.3. Miiveletek topologikus terekkel

1.3.1. Altér-topolégia. Legyen (X,Ux) egy topologikus tér és
Y C X egy tetszoleges részhalmaza.

DEFINICIO 1.53. Az X dltal indukdlt topoldgia Y-on az az Uy
topoldgia, amelynek nyilt halmazai az 0sszes U MY alaka halmaz,
valamely U € Ux-re.

PELDA 1.54. (i) Az R altal indukélt topolégia Z-n a diszkrét
topoldgia.

(ii) Barmely Y C X-re, a diszkrét topoldgia dltal indukélt topolégia
Y-on szintén a diszkrét topoldgia.

(iii) Az R™ standard topoldgidja dltal indukélt topoldgia barmely
R™ C R" linedris alterén a standard topolégia R™-en.

(iv) Az R? altal indukélt topolégia az S = {(z,y) € R*: 2%+
y* = 1} koron definici6 szerint a kor szokvdnyos topoldgidja.

(v) Nevezziik wvalos (illetve komplex) dltaldnos linedris csoport-
nak és jeloljik Gl(n,R) C M(n,R)-rel (illetve Gl(n,C) C
M (n, C)-vel) a nemeltiing determindnsi n-szer n-es valds (il-
letve komplex) métrixok halmazat. Lattuk, hogy M (n,R)-en
(illetve M (n, C)-en) az euklideszi metrika indukal egy topoldgiat.
Ez tovabb indukal egy topoldgidt Gl(n,R)-en és Gl(n,C)-n
is.

(vi) Az el6z6 ponthoz hasonléan, legyen Sl(n, R) (illetve Sl(n, C))
az 1 determinansi n-szer n-es valos (illetve komplex) matrixok
halmaza; Sl(n)-t specidlis linedris csoportnak hivjuk. Jelolje
tovabbd O(n) és U(n) az n-szer n-es val6s ortogonélis és
n-szer n-es unitér matrixok halmazait, és legyen SO(n) =
O(n) NSl(n,R) és SU(n) = U(n) N Sl(n, C). Ekkor az euk-
lideszi metrika megszoritdsa indukal egy topoldgiat ezeken a
halmazokon.

Az indukalt topoldgia jol viselkedik a folytonossagra vonatkozdan:

ALLITAS 1.55. Legyen Y C X, és f: X — X' folytonos leképezés.
Ekkor f megszoritisa Y -ra is folytonos.

BizoNYITAS. Jeloljik f|y-nal f megszoritdsat Y-ra. Egy tetsz6leges
U C X’ nyilt halmazra f|;'(U) = f~4(U) NY, s ez utébbi nyilt az in-
dukalt topolégiaban. U

FELADAT 1.56. Mutassuk meg, hogy ha (X,Ux) Hausdorff, akkor
Y az indukalt topoldgiaval is az!
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1.3.2. Folytonos leképezés altal indukalt topoldgia. Az altér-
topoldgia egy modositasa a kovetkezo konstrukeid.

Legyen (X,Ux) egy topologikus tér, Y egy tetszOleges halmaz és
f:Y — X egy leképezés.

ALLITAS 1.57. Létezik eqy (eqyértelmd) legdurvibb Uy topoldgia Y -
on, amelyre f folytonos.

BI1ZONYITAS. Az egyértelmiiség trividlis. Legyen
Z/{y:{fil(U) : UEZ/{X}

Léssuk be, hogy Uy egy topoldgia Y-on: nyilvzin A0 =0é6s fFHUX ) =
Y. Mésrészt, legyen Uy, Us € Uy ; ekkor f~HU) N f~Y(Uy) = 71U,

Us), tehat Uy zdrt véges metszetre. Végiil, ha f~1(U;) Uy-beli hal—
mazok egy csalddja, akkor Ujer f~H(U;) = f~1(UiesU;) € Uy. Ekkor f
trividlisan folytonos ezekre a topoldgidkra nézve. U

1.3.3. Szorzat-topolégia. Legyenek (X;,U;) topologikus terek valamely
1 € I indexhalmazra.

DEFINiCIO 1.58. Az (X;,U;) topologikus terek szorzata az a tér,
amelynek alaphalmaza X = II;X; a halmazok Descartes-szorzata, és
amelynek egy bazisa az Osszes

Wier, Ui X e 1, X
alaku halmaz, ahol Iy C [ véges és minden ¢ € I esetén U; € U;.

PELDA 1.59. (i) Ha I = {1,...,n} véges, akkor a szorzat-
topoldgiat ekvivalens médon értelmezhetjik a Il;c;U; alaki
halmazokbdl all6 bazissal.

(ii) Legyen (X,Ux) az R tér a standard topoldgidval ellatva. Az
X sajat magéval vett n-szeres szorzata az R" tér a standard
topoldgiaval.

(iii) Barmely (X,Ux ) szorzata a véges elemszamu (Y, Ugisyir) térrel
az a tér, amelynek minden y € Y-ra egy (X, Ux )-szel homeo-
morf komponense van.

(iv) Barmely (X, Ugisar) szorzata (Y, Ugisae )-rel a diszkrét topologikus

tér X x Y-on.
(v) Legyen Xy, ..., X, az S kor n példanya, mindegyikiik a szokvanyos
topologiaval ellatva. Az X; x --- x X, teret az n-dimenzids

torusznak nevezzik, és T"-nel jeloljik.
Lassuk, miért természetes ez a definicio:

ALLITAS 1.60. Legyenek (X,U) illetve (Y;,V;) topologikus terek
valamely j € J indexhalmazra, és minden j € J-re egy f; : X — Y
leképezés. Képezzik az f = (f;)jes leképezést X-bl'Y = 11;Y;-be.
Ekkor f pontosan akkor folytonos, ha minden f; is az.
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B1zoNYITAS. Lassuk be el6szor, hogy ha f folytonos, akkor minden
fj is az. Vegyiik észre, hogy

fi=mjof,
ahol

T Y =Y
a j-edik tényezére valé vetités. Ezért a Allitas értelmében elég
beldtni, hogy =; folytonos. Ez kovetkezik abbdl, hogy barmely V; € V;-
re W]_l(‘/J) = V; x II;1; Y] nyilt.

Mutassuk meg most az ellenkez6 iranyt. Tegyiik fel tehat, hogy
minden f; folytonos. Az Tétel miatt elég beldtni, hogy Y minden
béaziselemének Osképe nyilt X szorzat-topologidgjaban. Legyen tehat
valamely véges Jy C J részhalmaz és V; C Y (j € Jp) nyilt halma-
zokkal V' = Il;¢ 5, V; x1Lic p\ 5, Y; egy bédziselem Y szorzat-topologidjdban,
valamint x € f~1(V). Azt kell beldtnunk, hogy z-nek létezik olyan
U kornyezete, amelyet tartalmaz f~'(V). Mivel minden f; folytonos,
ezért valaszthatok minden j € Jy-hoz olyan U’ nyilt halmazok X-ben,
amelyekre teljesiil

zelUl C fiY(V).
Legyen most
U - ﬂjejo Uj.
Ekkor, mivel minden U’ nyilt X-ben és a metszet véges, ezért U is
nyilt X-ben. Konnyen leellenérizhetd, hogy ezen U-ra teljestil a kivant
tartalmazas. O

FELADAT 1.61. Bizonyitsuk be, hogy véges sok Hausdorff-tér szorzata
is Hausdorft!

1.3.4. Hanyados-topolégia. Legyen (X,U) egy topologikus tér,
Y egy halmaz, és ¢ : X — Y egy sziirjektiv leképezés. Definialjuk
a kovetkez6 ~ ekvivalencia-relaciot X pontjain: x; ~ x5 akkor és
csak akkor, ha ¢q(z1) = q(x2). Jeldljik X/ ~-mal a ~ ekvivalencia-
osztalyainak halmazét. Ekkor X/ ~ bijekcidban all Y-nal.

DEFINICIO 1.62. Az (X,U) hdnyados-topoldgidja q-ra (vagy ~-ra)
vonatkozoan az a topoldgia Y-on, amelynek egy bazisat alkotjak az
olyan U részhalmazok, amelyekre ¢~ (U) € U.

MEGJEGYZES 1.63. Konnyen ellendrizhetd, hogy az ilyen U-k csalddja
teljesiti az Allités feltételeit, tehdt egy (egyértelmiien meghatarozott)
topoldgia bazisat alkotja. A hanyados-topoldgia a legfinomabb topoldgia
Y-on, amelyre ¢ folytonos.

Teljestil ekkor a kovetkezo tulajdonsag.

ALLITAS 1.64. LegyenY = X/ ~ a hdnyados-topoldgidval, Z tetszbleges
topologikus tér és f : X — Z folytonos leképezés. Tegyiik fel, hogy
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barmely x,x' € X esetén, valahdnyszor q(x) = q(x'), mindannyiszor
f(x) = f(a'). Ekkor, az az

/

f:Y = Z[a] — f(x)
leképezés jol értelmezett és folytonos.

B1zONYITAS. A jol-értelmezettség nyilvanvalé. A folytonossiaghoz
legyen V' C Z tetszoleges nyilt halmaz. Be kell latnunk, hogy ekkor
F~HV) nyilt Y hanyados-topolégidjdban. Am f folytonossdga miatt

¢ {(fY(V)) = f7Y(V) nyilt X-ben, tehat f~'(V) is nyilt Y-ban. O

PELDA 1.65. (i) X az S? két-dimenzids gomb R3-ban, és (z,y, 2) ~
(—x, —y, —z) az antipoddlis szimmetria. Az igy kapott tér
neve valds projektiv sik, jelolése RP2.

(i) X = R*\ {0}, és (z,y,2) ~ (Az,\y, z) minden X\ € R\
{0}-ra, minden més pontpar nem ekvivalens. Ekkor a kapott
hényados-tér szintén RP2.

(iii) Az el6z6 pont &ltalanositdsa magasabb dimenziéra: legyen
X = R"\ {0}, és (zg,...,7,) ~ (Mg, ..., Ax,) minden
A € R\ {0}-ra, minden mds pontpar nem ekvivalens. Az igy
kapott hanyados-teret az n-dimenzios valos projektiv térnek
hivjuk, és RP"-nel jeldljiik.

(iv) Az el6z6 konstrukceidt elvégezhetjiik a komplex szamtest felett
is: X = C"1\ {0}, és (20,...,20) ~ (A20,...,Az,) minden
A € C\ {0}-ra, minden mas pontpar nem ekvivalens. Az
igy kapott hanyados-teret az n-dimenzios komplex projektiv
térnek hivijuk, és CP™nel jeloljiik. T6bbek kozott, CP -et
komplex projektiv eqgyenesnek vagy Riemann-féle szamgombnek,
CP>-t komplex projektiv siknak nevezziik.

(v) A CP! példat egy maésik irdnyba altaldnositva: legyen X =
Gl(n, K) (ahol K = R vagy C), és azonositsunk minden A €
Gl(n, K) elemet minden AA alakd elemmel, ahol A € K \
{0}, és semmelyik mésik elemmel. A kapott hanyados-teret
a K feletti n x n-es projektiv linedris csoportnak hivjuk, és
PGl(n, K)-val jeloljiik. Ez a hanyados Gl(n, K)/(K \ {0})-
ként is irhat6, és mivel K \ {0} normaloszté (hiszen Gl(n, K)
centruma), ezért a hdnyados is csoport lesz, tehdt az elnevezés
jogos.

(vi) X =10,1] x [0, 1] a szorzat-topoldgidval, és minden y € [0, 1]-
re (0,y) ~ (1,1 — y), minden més pont csak magaval ekvi-
valens. Az igy kapott tér neve Mdbius-szalag.

(vii) X = [0, 1] x [0, 1] a szorzat-topoldgidval, és minden y € [0, 1]-
re (0,y) ~ (1,y), minden x € [0, 1]-re (z,0) ~ (z,1), minden
mas pont csak magaval ekvivalens. Lassuk be, hogy az igy
kapott tér homeomorf a T2 két-dimenzids térusszal!
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(viii) Az el6z6 példat médosithatjuk ekképpen: X = [0,1] x [0,1] a
szorzat-topolégidval, és minden y € [0, 1]-re (0,y) ~ (1,1—y),
minden z € [0, 1]-re (x,0) ~ (z,1), minden més pont csak
magaval ekvivalens. Az igy kapott K tér neve Klein-kancso.

FELADAT 1.66. Hatarozzuk meg a hanyados-topoldgiat az aldabbi
esetekben!

(i) X :=R?és (w1, 22) ~ (y1,y2) pontosan akkor, ha z; = ;.
(ii)) X := R és = ~ y pontosan akkor, ha létezik olyan n € Z
amelyre r = y + n.

(i) X :=[0,1] és 0 ~ 1, minden més pont csak magdval ekvi-
valens.

(iv) X := By(0) = D? C R? azdrt egységlemez. Legyen (zy,xs) ~
(y1,y2) pontosan akkor, ha z? + 23 = y? +y3 = 1.

(V) (X, Ugisar) egy diszkrét topologikus tér, és f : X — Y egy
tetszoleges sziirjektiv leképezés.

(vi) (X,Uyiv) egy trividlis topologikus tér, és f : X — Y egy
tetszoleges sziirjektiv leképezés.

(vii) X = [0, 1] x [0, 1] a szorzat-topolégidval, és minden x € [0, 1]-
re (0,z) ~ (1,1 — z), minden y € [0, 1}-re (y,0) ~ (1 —y, 1),
minden mas pont csak magaval ekvivalens. Lassuk be, hogy
az igy kapott tér homeomorf az RP? valés projektiv sikkal!

1.3.5. Topologikus terek ragasztasa. Legyenek (X,Ux) és (Y,Uy)
topologikus terek, A C X és B C Y részhalmazok elldtva az altér-
topolégiaval, és f : A — B egy homeomorfizmus. Az X [[Y diszjunkt
egyesitésen értelmezziik azt a ~ ekvivalencia-relaciot, amelyre x € X és
y € Y pontosan akkor allnak relaciéban, hax € A,y € B, és f(z) = v.

DEFINICIO 1.67. A ~-ra vonatkoz6 hdnyados-topoldgiat X []Y-on
X €sY f mentén torténd ragasztdasanak hivjuk, és X Uy Y-nal jeloljiik.

Ez a mivelet is jol viselkedik a folytonosségra nézve.

ALLiTAS 1.68. A fenti jelolések mellett tegyiik fel, hogy opx + X — Z
és oy Y — Z folytonos leképezések valamely Z topologikus térbe, ame-
lyekre minden © € A-ra ¢x(x) = ¢y (f(z)). Ekkor ¢x és ¢y indukdl
egy @ folytonos leképezést X Uy Y -bol Z-be.

BIZONYITAS. Legyen valamely 2z € X elem [z] ekvivalencia-osztdlydra
O([z]) = éx(x) és valamely y € Y ekvivalencia-osztélydra ®([y]) =
oy (y). A odx(x) = ¢y (f(x)) reldcié miatt ez jol értelmezett. Legyen
V C Z egy nyilt halmaz, ekkor

(V) = ¢ (V) Uy ¢y (V).

Mivel ¢x és ¢y folytonosak, ezért ¢ (V) és ¢y (V) nyiltak. lgy a
hényados-topoldgia definiciéja miatt @1 (V) is nyilt. O
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PELDA 1.69. (i) A legegyszeriibb példa az A = B = (); ekkor
X és Y ragasztdsa a két halmaz diszjunkt egyesitése az U =
Ux [[Uy topoldgiaval.

(i) Két két-dimenzids térusz dsszefiiggd dsszegét a kovetkezé médon
értelmezhetjiik: legyenek Ty,T» a T?-vel homeomorf terek,
és i € {1,2}re D; C T; olyan, a két-dimenziés D? nyilt
egységkorlappal homeomorf részhalmaz, amely T;-beli lezartja
a zart egységkorlappal homeomorf. Legyen X; = T; \ D;, és
0X; az X; pereme, azaz D; \ D;. Ekkor nyilvdn 0X; home-
omorf az S! korvonallal. Tetszéleges f : 0X; — 0X, home-
omorfizmusra képezzik a ¥y = X; Uy Xy topologikus teret.
Belathat6, hogy Y5 homeomorfizmus erejéig fiiggetlen Dy, Do
és [ vélasztasatol; neve: a 2 nemd felilet.

(iii) Az el6z6 példahoz hasonl6an, két-dimenzids téruszok osszefiiggd
0sszegét rekurzivan a kovetkezoképpen értelmezhetjiik: legyen
g > 2 egész szam, és tegyiik fel, hogy ¥, 1 mar értelmezve
van. Legyen T) egy X, 1-gyel homeomorf tér és Ty egy T°2-
vel homeomorf tér, és i € {1,2}-re D; C T; olyan, a két-
dimenziés D? nyilt egységkorlappal homeomorf részhalmazok,
amelyek T;-beli lezartjai a zart egységkorlappal homeomorfak.
Az el6z6 konstrukeidt elismételve X; = T; \ D;-re, jeloljik
a ragasztdssal kapott teret X, -vel, és nevezzik a g nemi
feliiletnek. Ismét megmutathatd, hogy ¥, homeomorfizmus
erejéig fiiggetlen a valasztasoktol; g-t néha a feliilet génuszdnak
is nevezzik.

FELADAT 1.70. Legyen P egy szabalyos 4¢g-szog, amelynek oldalait
valamely oldaltol kezdve a pozitiv irdnyban haladva egymés utan jeloljiik
a

AL By AT BYY, Ay By A B

szimbélumokkal. Minden Ay, Bi-nak nevezziik kezd6épontjanak azt a
végpontjat, amelyrol a pozitiv irdnyban elindulva az adott oldalon
maradunk. Forditva, minden A_', B, '-nek nevezziik kezdépontjanak
azt a végpontjat, amelybdl a negativ irdnyban elindulva az adott oldalon
maradunk. Legyen ~ az az ekvivalencia-relacié P-n, amely azonositja
P hataranak két olyan pontjat, amelyek egyike valamely Ag-val jelolt
oldalon fekszik, masikuk az A,;l—zel jelolt oldalon, és az adott oldal
kezdépontjatol ugyanakkora tavolsagra talalhatok; és hasonléan a By, és
B, !jelii oldalakra is. Bizonyitsuk be, hogy >, homeomorf P hanyadosaval
a ~ ekvivalencia-relaciora!

FELADAT 1.71. Adjuk meg a kovetkezo terek ragasztésat!

(i) (X,Ux) = (Y,Uy), A= B =X, [ az identikus leképezés.
(il) (X, Ugisgr)s (Y, Udisar), A C X és B C Y tetszbleges, és f :
A — B tetszOleges bijekcio.
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(ili) (X,Ux) tetszoleges, (Y,Usyy) trividlis, A = {zo} C X, B =
{wo} CY, és f:xo > yo.

FELADAT 1.72. Legyen Dy és D; két olyan nyilt korlemez az S?
gombon, amelyek lezdrtja diszjunkt, és legyen H = S* x [0,1] egy
henger. Legyenek fy : 0Dy — S' x {0} és f1 : 9D, — S' x {1}
tetsz6leges homeomorfizmusok. Mivel homeomorf S? ragasztasa H-val
fo és fi mentén?

FELADAT 1.73. Legyen X = M egy Mobius-szalag, A = OM = S!
a pereme, Y = D az egységlemez R?-ben, és B = 9D a pereme, végiil
f:A=8"— B = S! tetszéleges homeomorfizmus. Lassuk be, hogy
M ragasztasa D-vel f mentén a valds projektiv sik!

FELADAT 1.74. Legyenek RP; és RP, a valds projektiv sikkal
homeomorf terek, és D; C RP; olyan, a két-dimenziés D? nyilt egységkorlappal
homeomorf részhalmazok, amelyek RP;-beli lezartjai a zart egységkorlappal
homeomorfak. Legyen X; = RP; \ D;, 0X; az X; pereme, és f egy
homeomorfizmus 0X; és 0X, kozott. Bizonyitsuk be, hogy X; Uy Xy
homeomorf a Klein-kancséval!

1.4. Osszefiiggdség

Legyen (X,U) egy topologikus tér, A és B két altere, amelyek dis-
zjunktak (azaz AN B = ). Ekkor az egyesitésiiket szokds A[] B-
val jelolni, és A és B diszjunkt egyesitésének nevezni. A [] tehat
nem egy hagyomdnyos miivelet (hiszen nem értelmezett tetszoleges
részhalmazokra), hanem csak egy részlegesen értelmezett miivelet, amely
— ha értelmezett, akkor — azzal a tobblet-informaciéval jar, hogy a
két halmaz diszjunkt. Hasonléan értelmezheté nem csak két, hanem
tetszolegesen sok diszjunkt halmaz diszjunkt egyesitése is.

DEFINICIO 1.75. Azt mondjuk, hogy egy A altere X-nek dsszefiiggd,
ha nem irhato fel két nemiires diszjunkt nyilt részhalmaza egyesitéseként,
azaz valahanyszor

A=AnU) (AN

valamely Uy, Uy C X nyiltakra, mindannyiszor ANU; = @) vagy ANU, =
0.

PELDA 1.76. Minden egyelemfi {z} részhalmaz X-ben osszefiiggd.

Mivel egy nyilt részhalmaz komplementere definicié szerint zart hal-
maz, ezért X pontosan akkor 6sszefiiggd, ha nem irhaté fel két nemiires
diszjunkt zart részhalmaza egyesitéseként. Ez tovabba ekvivalens az-
zal, hogy X egyediili olyan részhalmazai, amelyek egyszerre nyiltak és
zartak is, az X és az ().

ALLITAS 1.77. Egy A C R altér ésszefiiggd akkor és csak akkor, ha
A egy (véges vagy végtelen, nyilt vagy zdrt) intervallum.
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B1zONYITAS. Tegyiik fel el6szor, hogy A nem egy intervallum: ekkor
létezik olyan a,b € A és olyan ¢ ¢ A amelyre a < ¢ < b. Ekkor az

A= (An] = oo, c]) [ J(AN]e, o)

egy nemtrivialis felbontasa A-nak nyilt részhalmazok diszjunkt egyesitésére.
A direkt irdnyt A = R-re bizonyitjuk, valédi intervallumokra ugyanez
a gondolatmenet miikodik. Tegyiik fel, hogy R = V; [ V3, ahol V3, V4
nyiltak és Vi nem tires. Legyen a € Vj tetszoleges. Mivel V; nyilt,
létezik olyan ¢ > 0 amelyre [a,a + €[C V;. Nyilvanval6, hogy ha az
ezzel a tulajdonsiggal rendelkezé € > 0-knak létezik legkisebb felsd
korlatja, akkor az pozitiv. Tegyiik fel, hogy ez a legkisebb fels6 korlat
létezik, és jeloljik d-val. Ekkor a + 6 ¢ Vj: valéban, ha a + d benne
lenne Vi-ben, akkor Vi nyiltsaga miatt léteznék olyan n > 0, amelyre
la+d—mn,a+6+n[C V] teljesiilne. EbbSl azonban kévetkeznék, hogy
la,a + 6 +n[C Vi, ami ellentmondana § “felsé korlat” véalasztdsénak.
Tehat sziikségszertien a + 6 € V5. Am ekkor Vs nyiltsaga miatt a + 0
valamely nyilt kornyezete is Vo-ben lenne, ami viszont ellentmond o
“legkisebb” valasztasdnak. Tehét ilyen § > 0 nem létezik, azaz [a, co[C
V1. Hasonléképpen belathatjuk, hogy | — oo, a] C Vi is teljestl, és igy
Vi=R. O

Ahhoz, hogy tobb példat adjunk Gsszefliggé terekre, hasznos lesz a
kovetkezo.

ALLITAS 1.78. Ha (X,Ux) és (Y,Uy) Gsszefiiggd topologikus terek,
akkor X XY is az.

BizoNYITAs. Legyen X x Y = U, [[ U valamely Uy, Us nyilt hal-
mazokra, és tegytik fel hogy U; # (). Minden y € Y-ra az X x {y} home-
omorf X-szel, és mivel U; nyilt X x Y-ban, ezért U; N (X x {y}) nyilt
X-ben. Val6ban, mivel U; nyilt ezért tetszéleges (z,y) € Up-re 1éteznek
olyan U, € Ux,U, € Uy halmazok, amelyekre (z,y) € U, x U, C Uy,
mivel az ilyen alaki halmazok a szorzat-topologia egy bazisat alkotjak.
Ekkor azonban nyilvan U, x {y} C U;. Hasonléképpen lathat6, hogy
UsN(X x{y}) is nyilt X-ben. Mivel X Osszefliggd és X x{y} C Uy [ Us,
ebbél kovetkezik, hogy minden y € Y-ra Uy N (X x {y}) vagy az iires
halmazzal vagy X x {y}-nal egyezik meg. Legyen V azon y € Y-ok
halmaza, amelyekre U; N (X x {y}) = X x {y}. Ekkor V nyilt Y-ban.
Valéban, legyen y € V', tehat X x {y} C U;. Ekkor barmely rogzitett
x € X-re (z,y) € Uy, és mivel U; nyilt a szorzat-topolégidban, ezért
(x,y)-nek létezik olyan W, x W, nyilt kornyezete X x Y-ban, amelyre
W, x W, C Uy. Ekkor viszont minden vy € Wy-re Uy N (X x {y'})
nem lehet tires (hiszen tartalmazza W, x {y'}-t), tehdt szlikségszeriien
megegyezik X x {y'}-vel, vagyis W, C V, tehdt V nyilt Y-ban. Ha-
sonléképpen, Y \ V is nyilt Y-ban: valéban, ez azon y € Y-ok hal-
maza, amelyekre X x {y} C U,, tehat a bizonyitds hasonlé. Mivel Y
osszefiiggd, ebbdl kovetkezik hogy V' vagy iires, vagy egyenld Y-nal.
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Ures nem lehet, hiszen abbdl kovetkezne, hogy Uj tires, tehat V =Y.
Ekkor azonban U; = X xV = X xY,tehdt Uy = X xY és Uy, = 0. 0O

KOVETKEZMENY 1.79. Az R" ecuklideszi térben minden téglatest
(véges vagy végtelen, nyilt vagy zdrt) dsszefiiggs. Taobbek kizott, R™
osszefliggo.

Hasznos lesz a kovetkezo eredmény oOsszefiiggd terek egyesitéseirdl.

ALLITAS 1.80. Legyen (X,Ux) egy topologikus tér, és {Ay, ..., Ay}
osszefliggd részhalmazai, amelyekre teljestil, hogy A; N A1 # O minden
ie{l,...,N—1}-re. Ekkor A=A U---U Ay is dsszefiiggd.

BizoNYiTAs. Tegyiik fel, hogy A = (AN Uy) [[(A N Uz) valamely
Uy, Uy nyilt halmazokra X-ben. Ekkor minden ¢ € {1,..., N}-re

A= (Ao [T ),

és az A;NU; és A; N U halmazok nyiltak A;-ben. Mivel A; Osszefiiggd,
ebbdl kovetkezik, hogy vagy A1NU; = A, és AiNU, = 0, vagy forditva.
Feltehetjiik, hogy elébbi eset all fenn, tehat A; C U;. Hasonléképpen,
vagy Ay C Uy vagy As C U,. Utébbi azonban ellentmondana A; N
Ay # P-nak, tehat marad Ay C Up. Teljes indukcidval belathatd, hogy
minden i-re A; C U;. Ekkor azonban A = A;U---UAy is része Up-nek,
és ezért Us = (), tehat az A = Uy [J Us felbontés trividlis. O

DEFINicIO 1.81. Az X topologikus tér tartalmazdsra maximalis
Osszefiiggd részhalmazait az X osszefiiggd komponenseinek hivjuk.

ALLITAS 1.82. Bdrmely X topologikus tér eqyértelmiien elédll sszefiiggd
komponenseinek diszjunkt egyesitéseként: léteznek A; dsszefiiggd kom-
ponensek X -ben (i € I), amelyekre

X = H Ai7
iel
és ez a felbontds permutdcio erejéig egyértelma.

B1zONYITAS. Lassuk be el8szor, hogy barmely A;, Ay Osszefiiggd
komponensek vagy diszjunktak, vagy azonosak. Tegyiik fel ugyanis,
hogy AiNAs # (). Ekkor, a Allitas értelmében A;UA, is dsszefliggd
altér. Mivel A; maximaélis Osszefiiggd altér, azért A; U Ay = Ay, és
hasonléan A; U Ay = Ay is teljesiil. A felbontas egyértelmiisége ebbdl
azonnal kovetkezik.

Rogzitstink most egy x € X pontot (az X = () eset nyilvdnvalg), és
tekintsiik az {x}-et tartalmazé Gsszefiiggd B alterek A, csaladjat:

A, ={B| =z € B és B 0sszefiiggs}.

Ekkor
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Osszefiiggd altér: valoban, ha
Ay = (A0 U [[(A: N 1)

valamely Uy, Uy C X nyiltakra, akkor ebbél kovetkezik minden B € A,
esetén

B=BnU)[[(BNU).

Mivel minden B € A, 0Osszefiiggd, azért B = BNU; vagy B = BN Us,.
Az x elem U és Us koziil pontosan egynek eleme, legyen ez példaul U;.
Ekkor tehat minden B € A, esetén v € BNU,, tehat BNU; # 0, ezért
az Osszefliggbség miatt B = B N Uy all. fgy tehat

Ay =Upea,(BNUy) = A, NU;.

Ebbol kapjuk, hogy A, Osszefiiggé altér. Masrészt, A, maximélis
Osszefliggd altér: ha lenne valamely C' O A, Osszefiiggs altér, akkor
nyilvdn C' € A, lenne, tehat A, definicidja miatt C' C A, is teljesiilne,
amibdl kovetkezik A, = C.

A kivélasztéasi axiéma segitségével valasszunk minden A, halmazbdl
egy i € A, elemet. Ekkor, megkapjuk a kivant felbontast. U

Nyilvanvald, hogy egy topologikus tér akkor és csak akkor 0sszefiiggo,
ha csak egy 0Osszefiiggé komponense van. Ennek ellenkezbje az, ha az
osszefliggd komponensek egyelemtiek.

DEFINICIO 1.83. Azt mondjuk, hogy egy X topologikus tér teljesen
osszefuggéstelen, ha minden Osszefiiggé komponense egy pontbdl all,
azaz minden pontja sajat maga egy Osszefliggé komponens.

ALLITAS 1.84. X -nek minden'Y osszefliggd komponense zart részhalmaza.

B1zONYITAS. Mivel Y maximadlis az 0sszefiiggd részhalmazok kozott
a tartalmazésra vonatkozoéan, elég beldtni hogy Y Gsszefiiggé. Az altér-
topolégia definiciéja alapjan a nyilt halmazok Y-ban az U NY alaki
halmazok, ahol U C X nyilt. Tegyiik fel most, hogy

YV =UnY)[[(t.nY)
valamely Uy, Uy C X nyilt halmazokra. Ebbdl kovetkezik
Y = (U nY)[[(02nY),

tehat mivel Y Osszefiiggd, ezért vagy Uy NY =Y vagy UoNY =Y.
Feltehetjiik példéul hogy U;NY =Y ekkor U,NY = ). Az Allités
miatt U, NY = (). Ebbél kovetkezik, hogy Y Osszefiiggd. O

Ugyanez az allitas nem igaz, ha a “zart” szét a “nyilt”-ra cseréljiik:

FELADAT 1.85. Lassuk el a Q halmazt a szokvanyos R-beli beagyazasa
altal indukalt (euklideszi) altér-topoldgidval. Ekkor ldssuk be, hogy Q
teljesen Osszefiiggéstelen!

FELADAT 1.86. Bizonyitsuk be, hogy a (Z, Uait) tér teljesen Osszefliggéstelen!
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FELADAT 1.87. A C Cantor-halmazt a kovetkezé modon értelmezziik:
legyen Cy = [0,1], Cy = [0,1/3] U [2/3,1], és altaldban C,11 C C,-
et rekurzivan értelmezziik tgy, hogy C), minden osszefiiggé kompo-
nensében, amely egy 37"-hosszu zart [a, a + 37"] részintervallum [0, 1]-
ben, vegyiik az “kozépso nyilt harmadanak” komplementerét:

Cot N [m,0+37) = [e,a+37] \ Ja+ 370, 0 2. 37040
— fa,a+ 3"V Ufa+2-370+) a1 377

Ebbdl a felirdsbdl egybdl latszik, hogy C.q is valamely 3~("*1-hosszt

zéart intervallumok egyesitése. Legyen C' = M,>¢C,, és lassuk el a [0, 1]-
b6l 6rokolt topoldgidaval. Mutassuk meg, hogy C' teljesen Osszefiiggéstelen!

Az 6sszefiigg6 halmazok egyik legfontosabb tulajdonsaga a kovetkezo.

TETEL 1.88. Legyenek (X,Ux) és (Y,Uy) topologikus terek és f :
X =Y egy folytonos leképezés. Ekkor, ha X dsszefiiggd, akkor f(X)
18 0sszefuiggo.

B1zoNYITAS. Tegyiik fel, hogy X képe felirhaté
FX) = (fx) ) [T (x) N V)

alakban valamely Vi, V, € Uy halmazokra. Ekkor nyilvan
X=fw]r v

Tovabbd, mivel f folytonos, ezért f~1(V1), f~1(V5) nyiltak X-ben. Minth-
ogy X osszefiiggd, vagy f~1(V}) = X vagy f~1(V,) = X. Feltehetjiik
példdul, hogy f~1(V1) = X. Ekkor tehdt f(X) C Vi, sigy Vo=0. O

Az eddigiekbdl egyszertien levezethet6 Bolzano hires kozbens6-érték
tétele.

KOVETKEZMENY 1.89 (Kozbens-érték tétel). Legyen (X,Ux) dsszefiiggd,
és f: X — R egy folytonos fiigguény X -en. Tegyiik fel, hogy valamely
a < b valdsakra igaz, hogy a,b € f(X). FEkkor minden a < ¢ < b-re
ce f(X).

FELADAT 1.90. Lassuk be a kovetkezo allitasokat!

(i) Minden diszkrét topologikus tér teljesen Gsszefliggéstelen.
(ii) Egy 0Osszefliggé tér hanyadosa is Osszefiiggo.
(iii) Barmely topologikus tér egy Osszefiiggd alterének lezartja is
Osszefliggo.

1.4.1. Ivszerii 6sszefiiggdség. Az Gsszefiigebség fogalmanak 1étezik
egy szemléletes analogja, amely azonban altalaban nem ekvivalens vele.
Ebben a szakaszban a [0, 1] intervallumot az euklideszi R egyenes édltal
indukdlt altér-topologiaval tekintjiik.
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DEFIN{CIO 1.91. Legyen (X,U) egy topologikus tér, z,y € X. Egy
f:[0,1] — X folytonos leképezés, amelyre f(0) = = és f(1) = y, egy
x-et y-nal osszekotd ut. Azt mondjuk, hogy X ivszerien dsszefiiggd,
ha barmely x,y € X-hez létezik egy z-et y-nal 0sszekoto t.

ALLITAS 1.92. Ha X dvszeriien osszefiiggd, akkor osszefiiggd.

Bi1zONYITAS. Egy tér akkor és csak akkor osszefiiggd, ha egyetlen
osszefliggd komponense van. Tegyiik fel tehat indirekt moédon, hogy
X ivszertien Osszefiiggd, de létezik legalabb két diszjunkt nem-iires
Osszefliggd komponense: X; és X,. Legyenek x; € Xi, 9 € X5
tetszoleges pontok. Mivel X ivszeriien Osszefliggd, ezért létezik egy f
Ut zp és x9 kozott. Mivel a [0, 1] intervallum &sszefiiggé és f folytonos,
ezért f([0,1]) is Osszefiiggd. Mivel zy € Xy N f([0,1]) és x2 € Xa N
£(]0,1]), alkalmazhatjuk az Allftast A, = X1, Ay = £([0,1]), A3 =
Xy-vel, amib6l kovetkezik, hogy XU f ([0, 1])UX, 6sszefiiggé. Ugyanakkor
X7 C Xy U f([0,1]) U X5 szigordan, ami ellentmond annak, hogy X
maximalis Osszefliggé részhalmaz. Tehat a kiinduld feltételezésiink
hamis volt, vagyis X 0Osszefiiggd. U

Az ellenkez6 irdnyu implikacié azonban hamis. Az ellenpéldahoz
sziikségiink van a kompaktsdg fogalmara és egy alapveto tulajdonsagara,
amely a kovetkezd szakasz targya.

PELDA 1.93. Legyen X az origd egyesitése az f(x) = sin(1/x)
fliggvény grafjaval a |0, 2 /7] intervallumon, elldtva az R? dltal indukalt
topolégidval. Ekkor barmely f it (0,0) és (2/m, 1) kozott sziikségszertien
athalad X minden pontjdn, tehat f([0,1]) = X. Mivel [0, 1] kom-
pakt, X viszont nem kompakt, ilyen 1t nem létezik. Masrészt azonban
leellenorizhetd, hogy X Gsszefliggo.

DEFINIcIO 1.94. Az X halmaz maxim4lis {vszertien 0sszefiiggd részhalmazait
az X ivszeriien osszefiiggd komponenseinek hivjuk.

DEFINICIO 1.95. X-et lokdlisan fvszerten osszefiiggének nevezzik,
ha a topoldgidnak 1étezik egy ivszertien 6sszefiiggo nyiltakbol allé kornyezetbazisa;
azaz, minden x pont minden U nyilt kornyezetére létezik olyan V' nyilt
halmaz, amely {vszertien 6sszefiiggo és ameylre x € V C U.

FELADAT 1.96. Lassuk be a kovetkezo allitdsokat!

(i) Tvszertien sszefiiggd terek szorzata és hdnyadosa is fvszertien
osszefliggd.
(ii) Egy topologikus tér barmely 6sszefliggd komponense fvszeriien
osszefliggd komponensek diszjunkt egyesitése.
(iii)) A C* = C\ {0} tér az euklideszi topolégidval {vszertien
Osszefliggo.
(iv) A Példa-beli SO(n) ortogondlis matrixok halmaza

ivszertien Osszefiiggo.
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(v) A Példa-beli Gl(n,R) tér {vszeriien 6sszefiiggé kom-
ponensei a Gl;(n,R) pozitiv determindnsi és a Gl_(n,R)
negativ determinansi matrixok halmaza.

(vi) A Gl(n, C) tér ivszertien Osszefiiggd.

(vii) A CP" és RP" terek {vszeriien 6sszefiiggdk minden n € N-re.

(viii) A PGIl(n,C) tér ivszeriien Osszefiiggd minden n € N-re; a
PGIl(n, R) tér akkor és csak akkor {vszeriien Osszefliggd, ha n
paratlan.

1.5. Kompaktsag

DEFINiCIO 1.97. Legyen (X,U) egy topologikus tér. X egy nyilt
fedése nyilt halmazok egy olyan {V;}c; csalddja, amelyre U;e/V; = X.
{Vitier egy alfedése egy olyan J C I részcsaldd, amelyre Uje;V; =
X. Egy alfedés véges, ha J véges elemszamu. Végil, X kompakt, ha
barmely nyilt fedésének 1étezik véges alfedése.

PELDA 1.98. (i) Minden topologikus tér barmely pontja kom-
pakt.
(ii) Tetszoleges a < b-re az [a, b] intervallum R-ben kompakt; ldsd
[[.110] Lemma.

(iii) TetszOleges a < b-re az ]a,bl, [a,b] és ]a,b] intervallumok R-
ben nem kompaktak.
(iv) Tetszéleges a € R-re az [a, 0] és | — 00, a] félig végtelen in-
tervallumok nem kompaktak.
(v) Tetszbleges n € N-re az R™ euklideszi tér nem kompakt.
(vi) Az S! korvonal és az S? gombfeliilet kompaktak.
(vii) A D? zart korlap R?-ben kompakt.

FELADAT 1.99. Lassuk be a kovetkezo allitasokat!

(i) (X,Ugiszr) akkor és csak akkor kompakt, ha X véges halmaz.
(ii) Kompakt halmaz folytonos képe kompakt.
(iii) Kompakt halmazon értelmezett valds értéki folytonos fiiggvény
felveszi szélsGértékeit.
(iv) Legyen X kompakt halmaz és K; D K, D --- nemiires
csokkend zart részhalmazainak sorozata. Ekkor N;K; # ().
(v) R? a Zariski-topoldgidval kompakt.
(vi) Kompakt halmaz zéart részhalmaza kompakt.
(vii) Egy kompakt metrikus térben minden végtelen sorozatnak
van konvergens részsorozata.

ALLiTAS 1.100. Legyen X Hausdorff-tér és K egy kompakt részhalmaza.
Ekkor K zart.

BizONYITAS. Legyen x € X \ K tetsz6leges. Be kell ldtnunk, hogy
ekkor x egy nyilt kornyezete is része X \ K-nak. Legyenek minden
k € K-ra Uy és V), olyan diszjunkt nyilt halmazok, amelyekre x € Uy és
k € V. llyen halmazok léteznek, mert X Hausdorff. Vegyiik K-nak azt
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a fedését, amelyet a Vj, halmazok alkotnak minden k € K-ra. Mivel K
kompakt, ennek a fedésnek létezik véges alfedése, azaz 1éteznek olyan
ki,...,kny € K, amelyckre K C Vi, U--- U Vg,. Mivel V, és Uy,
diszjunktak minden 1 < i < N-re, ezért V = UY | V. és U = N, U,
is diszjunktak. Tovabba x € U, s ez utébbi nyilt halmaz, 1évén véges
sok nyilt halmaz metszete. Ezért U egy keresett kornyezete x-nek. [J

MEGJEGYZES 1.101. A bizonyités sordn egyittal belattuk a kovetkezd
allitast is: egy Hausdorff-térben barmely kompakt halmaz és rajta kiviil
esO pont szétvalaszthaté nyilt kornyezetekkel. Mivel minden pont kom-
pakt, ezért ez dltalanosabb allitas a Hausdorff-tér definiciéjandl; mégis
latjuk, hogy tulajdonképpen ekvivalensek.

FELADAT 1.102. Bizonyitsuk be, hogy egy Hausdorff-térben barmely
két diszjunkt kompakt halmaz szétvalaszthato nyilt kornyezetekkel!

Végiil lassuk a kompakt halmazok viselkedését kiilonféle miiveletekre.
TETEL 1.103. Véges sok kompakt topologikus tér szorzata kompakt.
B1zoNYITAS. Haszndlni fogjuk a kovetkezd fogalmakat.

DEFINICIO 1.104. Legyenek X és Y topologikus terek. Ekkor az
X XY egy szelete egy {xo} xY (vagy X x {yo}) alaki halmaz valamely
xo € X-re (vagy yo € Y-ra). Legyen zy € X, ekkor egy csd xo kdriil
X xXY-ban egy U x Y alakt részhalmaza X x Y-nak, ahol U egy nyilt
kornyezete xg-nak X-ben.

Ezek utan, a tételt két kompakt topologikus tér szorzatara latjuk
be; a bizonyitas véges szorzatra ebbdl teljes indukcioval konnyen kovetkezik.
Legyenek tehat X és Y topologikus terek. Lassuk be el6szor a kovetkezo
segédallitast:

LEMMA 1.105. Ha X és 'Y topologikus terek és'Y kompakt, akkor
tetszdleges xg € X-re az {xo} X Y szelet tetszdleges N nyilt kérnyezete
X x Y-ban tartalmaz egqy csovet xqy korul.

Bi1zZONYITAS. A szorzat-topoldgia definicidja alapjan N felirhatd
U; x V; alakt halmazok egyesitéseként, ahol U; és V; nyiltak sorrendben
X-ben és Y-ban. Mivel {zo} x Y C N, ezért az U; x V;-k egyesitése
fedése tobbek kozt az {xo} x Y szeletnek is. Mivel ez a szelet home-
omorf Y-nal, és Y kompakt, ezért ennek a fedésnek létezik egy véges
Uy x Vi, ..., Un x Vy alfedése. Ekkor Vi, ..., Vy nyilvan fedése Y -nak.
Legyen U az U; N --- N Uy nyilt halmaza X-nek. Ekkor,

UXY§U1><V1U~~~UUN><VN§N.
Il

Legyenek most X és Y kompakt topologikus terek, és {W, }ics egy
tetszOleges fedése X x Y-nak. Ez tébbek kozott minden {z} x Y
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szeletnek is fedése. Mivel ez a szelet kompakt, ezért 1étezik egy véges
Wi ..., WE= alfedése. Legyen

N, =Wlu---uwke,

ez egy nyilt kornyezete a szeletnek X x Y-ban. A lemma miatt minden
x € X-nek létezik olyan U, nyilt kornyezete, amelyre U, x Y C N,.
Igy kapunk X-nek egy {U, }ocx fedését. Minthogy X kompakt, ennek
létezik egy véges alfedése: {Uy, ..., Uy}, amelyre minden 1 < j < M-
re U; x Y-nak létezik egy {W}, ... WjKj } véges alfedése. Tehat, a

Wl owl Wi, WEMY
egy véges alfedése X x Y-nak. O

DEFINICIO 1.106. Legyenek (X,Ux) és (Y,Uy) topologikus terek,
és f: X = Y egy leképezés. Azt mondjuk, hogy f zdrt, ha minden
zart halmaz képe zart. Azt mondjuk, hogy f perfekt, ha minden y € Y
Osképe kompakt.

ALLITAS 1.107. Legyen (X,Ux) egy Hausdorff-tér, Y tetszéleges
halmaz, és f : X — Y szirjektiv leképezés. Tegyik fel, hogy [ zart és
perfekt az Y -on értelmezett hdnyados-topolégidra. FEkkor Y is Haus-
dorff.

B1zONYITAS. Legyen a és b két kiillonbozd pontja Y-nak. Szerkesztentiink
kell Y-nak olyan A és B nyilt részhalmazait a hanyados-topolégiaban,
amelyek szétvalasztjak a-t és b-t. Feltétel szerint f~1(a) és f~1(b) kom-
paktak X-ben. Az Feladat alapjan tehét e halmazok szétvalaszthatdok
X-ben: legyen U és V rendre az f~'(a) és f(b) diszjunkt nyilt
kornyezetei. Mivel f zart, ezért az X \ U képe zart halmaz Y-ban,
ami nyilvan nem tartalmazza a-t, mert f~'(a) C U. Ennek a zért
halmaznak a komplementere tehat egy A nyilt halmaz Y-ban, amely
tartalmazza a-t. Hasonl6képpen, az f(X \ V') halmaz B komplementere
nyilt Y-ban, és tartalmazza b-t. Végiil, AN B az olyan y € Y-ok hal-
maza, amelyek sem X \ U sem X \ V' képében nincsenek benne. Mivel
f sziirjektiv, egy ilyen y egy olyan x € X-nek lenne a képe, amely
egyszerre eleme U-nak és V-nek is, ami lehetetlen U és V valasztésa
folytéan. O

1.5.1. A Heine-Borel tétel. Az euklideszi terek korében létezik
egy egyszerl kritérium annak eldontésére, hogy egy adott halmaz kompakt-
e.

TETEL 1.108 (Heine-Borel). Bdrmely n € N-re, eqy A részhalmaz
R™-ben akkor és csak akkor kompakt, ha zdrt és korldtos a dy (vagy
ekvivalens mddon, a dy ) metrikdra nézve.

MEGJEGYZES 1.109. Ugyanez az &llitds tetszOleges metrikus tér
esetében méar nem igaz. Példaul, legyen X = R és definidljuk a d
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metrikat a kovetkezOképpen: d(x,y) = |arctan(z) — arctan(y)|. Ekkor
X a d altal indukélt topoldgiaval homeomorf az euklideszi egyenessel,
tehat nem kompakt, viszont zart és d-re nézve korlatos.

Bi1zZONYITAS. Elészor is, ldssuk miért ekvivalens a két mondott
metrikara beldtni az allitast: minden z,y € R"-re

dl(xvy) < dg(ﬂ?,y) < \/ﬁd1<x7y)7
tehat a korlatossag fogalma e két metrikdban megegyezik.

Tegyiik fel, hogy A kompakt. Ekkor az Allitasbol kovetkezik,
hogy A zart. Tekintsiik nyilt halmazoknak a {B,.(0)},cr csaladjat.
Ezek egyesitése a teljes R", ezért ez egy fedése A-nak. Ebbol kovetkezik,
hogy A benne van véges sok B,.(0) egyesitésében, tehat valamely Bg(0)-
ban is. fgy A korlatos dy-ra nézve.

Forditva, tegyiik fel, hogy A zart és korlatos d;-ra nézve. Legyen
R egy fels6 korlat A pontjainak tavolsdgara. Legyen A egy tetszoleges
pontja a = (ay,...,a,). Ekkor

(1.1) ACag —R,ay + R] x -+ X [a, — R,a, + R].
Lassuk be el6szor az egydimenzids esetet:

LEMMA 1.110. Bdrmely a < b valds szamokra az [a,b] zdrt inter-
vallum R-ben kompakt.

BizONYITAS. Legyen {U; }c; tetsz6leges fedése [a, b-nek, és jeloljiik
C-vel azon y €la,b] pontok halmazét, amelyekre az [a, y|-nak 1étezik
véges alfedése. Mivel a € U; valamely ¢ € I-re, és U; nyilt, ezért 1étezik
olyan € > 0, amelyre [a,a + ¢[C U;; igy C # 0. Legyen ¢ > a a C
halmaz legkisebb felsd korlétja.

Lassuk be, hogy ¢ € C! Legyen U egy eleme a fedésnek, amely
tartalmazza c-t. Mivel U nyilt, ezért létezik olyan ¢ > 0, amelyre
Je —e,¢) € U. Ha ¢ nem lenne benne C-ben, akkor létezne olyan
d €]c — €, c[ amely eleme C-nek, hiszen kiilonben ¢ — ¢ is felsé korlatja
lenne C-nek, ellentmondva annak, hogy ¢ a legkisebb fels6 korlatja C-
nek. Ekkor tehat az [a, d] intervallumnak létezik véges fedése. Ehhez
hozzavéve még az U halmazt, kapunk egy véges fedését [a, c]-nek, ami
ellentmondés. Tehat ¢ € C.

Végiil, mutassuk meg, hogy ¢ = b! Tegyiik fel, hogy ¢ < b. Legyen
U egy olyan eleme a fedésnek, amelyre ¢ € U. Ekkor létezik olyan
e > 0, amelyre [c,c + e[€ U. Mivel ¢ € C, ezért az [a, c]-nek 1étezik
véges alfedése. Legyen d €]c, ¢+ ¢ tetszOleges; ekkor az [a, c| egy véges
alfedéséhez hozzdvéve U-t, kapunk egy véges alfedését [a, d]-nek; tehét
d € C. Ez ellentmondana annak, hogy c felsé korlatja C-nek. Tehat
¢ =0b, és a lemma be van latva. O

Térjiink vissza az altaldnos eset bizonyitasara: a lemma és az[1.103
Allitas miatt a 1' jobb oldalan szerepld téglatest kompakt. Mivel A

zart, az Feladat alapjan kompakt. O
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FELADAT 1.111. Lassuk be, hogy a|l.87|Feladatban definialt Cantor-
halmaz kompakt!

FELADAT 1.112. Legyen K C R"™ egy kompakt halmaz és ¢ > 0
tetszoleges. Lassuk be, hogy ekkor a
B.(K) = Urex B:(k)

halmaz is kompakt! Mutassuk meg, hogy ugyanez az allitas tetszoleges
metrikus térben hamis!

FELADAT 1.113. Legyenek Ky, Ky C (X, p) diszjunkt kompakt hal-
mazok. Lassuk be, hogy ekkor létezik olyan ¢ > 0, amelyre B.(K;) N

B.(K3) = 0.
FELADAT 1.114. Legyenek K, Ky C (X, p) diszjunkt kompakt hal-
mazok. Lassuk be, hogy ekkor a Minkowski-0sszegiik
K+ Ky ={ki+ko| ki€K}
is kompakt!

FELADAT 1.115. Legyen n > 2 és X C R" ! egy kompakt hal-
maz. Bizonyitsuk be, hogy ekkor X konvex burka Conv(X) is kom-
pakt! (Otlet: hasznédljuk Carathéodory tételét, amely szerint Conv(X)

eloall, mint az 6sszes X-beli x1,...,x, pont-n-es altal kifeszitett zart
szimplex egyesitése.)
FELADAT 1.116. (i) Lassuk be, hogy a Feladatban

definidlt O(n) és U(n) terek kompaktak!
(ii) Felhasznalva a valés métrixok QR-felbontasat, bizonyitsuk
be, hogy O(n) maximalis kompakt részcsoport Gl(n, R)-ben!



2. FEJEZET
Alapvet6 algebrai topolégia

Ebben a fejezetben — amennyiben az ellenkez6jét nem allitjuk —
X, Y, Z, s.it. tetsz6leges topologikus tereket jelolnek, I pedig a [0, 1]
egységintervallumot.

2.1. Homotopia és fundamentalis csoport

2.1.1. Homotépia, ut-homotdépia. Legyenek f és f’ folytonos
leképezések Y-bdl X-be.

DEFIN{CIO 2.1. Azt mondjuk, hogy f és f' homotdpok, ha létezik
olyan folytonos F' : Y x I — X leképezés, amelyre minden y € Y-ra

F(y,0) = f(y) é F(y,1)=f'(y)

Ekkor F-et egy f és [’ kozotti homotdpidnak nevezzik, és F' megszoritasat
az s € I-re fysel jeloljik. Amennyiben f’ valamely azonosan
leképezés, akkor f-et null-homotdopnak mondjuk. Végil, ha Id : X —
X null-homotép egy olyan F' homotépian keresztill amely xp-t rogziti
(azaz minden s € I-re F(xg,s) = ), akkor azt mondjuk, hogy X az
o pontra hizhato.

Legyenek most f, f" utak X-ben: f, f': I — X. Nevezziik f(0)-t f
kezddépontjdnak, és f(1)-et f végpontjdnak (és hasonléan f’-re).

DEFINicIO 2.2. Azt mondjuk, hogy f és f’ 1it-homotdpok, ha 1étezik
kozottiik olyan F homotépia, amelyre minden s € I-re f, kezd6-, illetve
végpontja megegyezik f kezdd-, illetve végpontjaval. Ekkor F-et f és
1! kozotti dt-homotdpidnak nevezzik.

MEGJEGYZES 2.3. Tobbek kozott tehdt azt is megkoveteljiik, hogy
1’ kezdo-, illetve végpontja megegyezzék f kezdo-, illetve végpontjaval.
Néha az ut-homotopiat rogzitett végpontokkal valo homotopianak is
szokas hivni; vigyazni kell, hogy ez voltaképpen rogzitett kezdo- és
végpontokkal valé homotdpiat jelent.

ALLITAS 2.4. A folytonos Y — X leképezések kirében a homotdpia
ekvivalencia-reldacio. Az X -beli utak kérében az ut-homotopia ekvivalencia-
reldcio.

B1zONYITAS. Elészor azt kell belatnunk, hogy barmely f homotép
sajat magdval. Az dllandd F'(., s) = f(.) leképezés nyilvan homotépia f

35
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és f kozott; tovabba, ha f egy 1t, akkor ez az F' rogzitett végpontokkal
val6 homotdpia.

Legyen F' egy homotépia f és f’ kozott. Ekkor G(.,s) = F(.,1—s)
nyilvan homotdpia f’ és f kozott; tovabba, ha F rogzitett végpontokkal
valo, akkor G is.

Legyen F' egy homotépia f és f' kozott, és F egy homotopia [ és
f" kozott. Definidljuk a G : Y x I — X leképezést a kovetkezoképpen:

- F(y,2s) ha s €0, %]
Gy, s) = {F’(y,ZS —1) ha se€ [%7 1]

Ez jol értelmezett, hiszen s = 1/2-re F(y,1) = f'(y) = F'(y,0).
Az [1.68 Allitasbol kovetkezik, hogy G folytonos, és G(.,0) = f(.),
G(.,1) = f”, tehat G homotépia f és f” kozott. Tovabbd, ha F' és F’
ut-homotopidk, akkor G is az. O

DEFINICIO 2.5. Egy f : Y — X leképezés osztdlydt a “homotépia”
ekvivalencia-relaciéra vonatkozoan f homotopia-osztilyanak nevezziik.
Ha f egy it X-ben, akkor az osztalyat az “tt-homotoépia” ekvivalencia-
reldciéra vonatkozéan f dt-homotopia-osztdlydnak nevezzik és [ f]-fel
jeloljiik.

PELDA 2.6. (i) Legyen A C R" egy konvex halmaz, és f, ' :

Y — A tetszéleges leképezések. Ekkor f és f” homotépok A-
ban: legyen F(y,s) = (1—3s)f(y)+sf'(y), ekkor a konvexités
miatt minden (y,s) € Y x I-re F(y,s) € A. E homotopiat
egyenes-vonali homotdpidnak nevezzik. Amennyiben f és f/
utak, tovabba f(0) = f’(0) és f(1) = f’(1), akkor az egyenes-
vonali homotoépia egy tut-homotopia.

(ii) Legyen X = R?*\ {0}, és tekintsiik az f(t) = (cos7t, sin 7t)
és f'(t) = (cosmt, —sinmt) utakat X-ben. Ekkor az egyenes-
vonalii homotépiat nem alkalmazhatjuk, mert F' képe a t =
1/2,s = 1/2 pontban éppen a 0 pont lenne. Latni fogjuk,
hogy ez nem véletlen, mert f és f’ nem ut-homotépok.

Most értelmeziink egy kétvaltozos miiveletet X-beli utakra.

DEFINICIO 2.7. Legyen f egy it X-ben zo-bdl z1-be és g egy 1t z;-
b6l xo-be. Ekkor f és g konkatendcidja (vagy osszefizése) az.ah = fxg
Ut xo-bdl xo-be, amelyre

) r@ ha ¢ € [0, 1]
i) = {g(Zt —1) ha te[i 1]’

Konnyen lathato, hogy h folytonos I-bol X-be, xqy és xo kezd6- és
végpontokkal. Ez a miivelet nagyon természetesnek tinik, de ninc-
senek meg azon tulajdonsagai, amik egy csoportmiiveletre jellemzok
(pl. asszociativitas). Ezen segit a kovetkez6 eredmény.
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ALLITAS 2.8. Az utak konkatendcioja indukdl eqy részlegesen értelmezett
kétvaltozos miwveletet az ut-homotopia-osztdalyokon.

Bi1zONYITAS. Azt kell beldtnunk, hogy ha f ut-homotép f’-vel és
g ut-homotép ¢'-vel, akkor h = f x g és h' = f' * ¢’ is it-homotdpok.
Legyen tehat F' egy ut-homotépia f és f' kozott és G egy tit-homotdpia
g és ¢' kozott. Definidljuk H : I x I — X-et a kovetkezé képletekkel:

[ F@2t,s) ha ¢ € [0, 3]
H(t73)_{G<2t_1’3) ha tE[%,l]

Mivel minden s € I-re F(l,s) = 1 = G(0,s), ezért H folytonos.
Konnyen lathatéan H egy ut-homotdpia h és h' kozott. U

Jeloljiik a konkatenacio altal az at-homotopia-osztalyokon indukalt
miiveletet a kovetkezéképpen:

Lf]-[g] = [f * g].

Erre a miveletre mar teljesiilnek a megszokott csoport-tulajdonsagokhoz
hasonlok. Ehhez sziikséglink lesz két jelolésre: minden x € X-re
jeloljik eg-szel az allandé leképezést I-bol X-be, amely egész I-t x-
be képzi; tetszbleges f titra X-ben legyen f(t) = f(1—t) az f inverze.

ALLfTAs 2.9. (i) Ha [f]-([g]-[h]) értelmezve van, akkor ([f]-
[g]) - [h] is, és e két osztdly megegyezik.
(ii) Ha f(0) =z és f(1) = xy, akkor

] lex] = [f] €5 lex] - [f] = [£]-
(iii) Ha f(0) =z és f(1) = xq, akkor

1 1f] =lewo] €5 [f]- [f] = [ea]-

BI1ZONYITAS. (i) Legyenek f, g, h reprezentdnsai sorban az
[f], 9], [h] osztalyoknak. [f]- ([g] - [h]) pontosan akkor van
értelmezve, ha g(1) = h(0) és f(1) = g(0). Am ([f] - [g]) - []
is pontosan akkor van értelmezve, ha ugyanezen feltételek tel-
jesiilnek. Az el6zo6 allitas értelmében elegendo6 belatni, hogy
f*(gxh) és (f*g)*h at-homotépok. Ezt a t “Ut-koordinata”
szakaszonként linedaris atparaméterezésével lathatjuk be. Konkrétan,
legyen F': I x I — X a kovetkezé modon megadva: egyrészt,
F(.,0) = f % (g % h); mésrészt,

F(%,O) ha t € [0,}1(2—5)]
F(t,s)=q F(t+3,0) ha te [i(Q—s),i(ZS—s)]

P(£20)  ha te[f3-s),1]

Leellenérizhetd, hogy ez egy tdt-homotoépia f * (g h) és (f *
g) * h kozott.
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(ii) Lassuk be, hogy e, * f dt-homotdép f-fel; a masik allitas
hasonlé. Ehhez legyen F': [ x I — X olyan, hogy F(.,0) =
€xy * f, €S

Zo ha t e [O,E]
F(t,s) = 2.
(t,5) {F(H—S 0) ha te [ 1]

s+17 20

(iii) Itt is elegendd belatni, hogy f * f it-homotép e,,-val. Ehhez
legyen

Pt s) = {f((Q — 29)t) ha € [0, i]

g

MEGJEGYZES 2.10. A bizonyitds elsé két pontjaban azt a tényt
hasznaltuk, hogy a t paraméter szakaszonként linearis atparaméterezése
ut-homotopia erejéig nem valtoztat az iton. Valéban, példaul a —héz
az alabbi fliggvénnyel paramétereztiink at:

0 ha t € [0, 2]
t/: 2
2t—1 ha te[i 1]

Altalénosabban, ez igaz tetszoleges monoton névekvd folytonos atparaméterezésre.
Ez kovetkezik abbdl, hogy I konvex halmaz R-ben, tehdt a

Példa miatt barmely ut 0-bél 1-be ut-homotép a ¢ +— ¢ identikus

uttal, tovdbba hogy ha g : Z — Y és ¢ : Z — Y (iit-)homotdpok,

és f:Y — X folytonos, akkor f o g is (it-)homotép f o g'-vel.

FELADAT 2.11. Tetszbleges X, Y topologikus terekre jeldljiik [V, X]-
szel az f 'Y — X leképezések ekvivalencia-osztalyainak halmazat a
homotépia relaciéra nézve. Bizonyitsuk be a kovetkezo6 éllitasokat!

(i) Ha X pontra hizhatd, akkor [Y, X] egyelemii.
(ii) Ha Y pontra huzhatd, akkor [V, X| megegyezik X fvszeriien
osszefliggd komponenseinek halmazaval.

2.1.2. Fundamentalis csoport. Emlitettiik, hogy a Allités
egy csoporthoz hasonlé tulajdonsdgokkal ruhazza fel az utak homotopia-
osztalyainak halmazat. Mi az a csoport-tulajdonsagok koziil, ami nem
teljesiil? Egyediil az, hogy barmely két elem konkatenacidja értelmezve
legyen. Ezen segit a kovetkezo fogalom.

DEFINicIO 2.12. Egy hurok X-ben egy olyan 1it, amelynek kezdépontja
megegyezik végpontjaval.

Rogzitsiink egy zo € X pontot. Ekkor a Allitas H pontja
alapjan az xy kezdépontu hurkok ut-homotdpia osztalyai korében a
konkatenacié mindig értelmezett, és ugyanezen allitas — pontja
alapjan csoportot alkot.
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DEFIN{CIO 2.13. Az X tér zq alappontt fundamentdlis csoportja az
a csoport, amelynek alaphalmaza az zy kezdépontu hurkok ut-homotépia
osztalyai, és miveletét a konkatenacio indukalja. A fundamentélis cso-
port jelolése: m (X, zg). A m (X, zo) egységelemét (amely [e,,]) 1-gyel
jeloljik. Ha «, 8 € m(X,xg), akkor szorzatukat af-val jeldljik, «
inverzét pedig (amely f osztalya, ahol f tetszéleges hurok a-ban) o~ !-

zel.

MEGJEGYZES 2.14. Ezt a csoportot szokds még elsé homotdpia-
csoportnak is hivni. A “homotdépia-csoport” elnevezés magatdl értetddo,
az “els0” sz6 pedig arra utal, hogy az [ egy-dimenzids szimplex X-
beli képeinek homotépia-osztalyai értelmezik. Léteznek magasabb ho-
motopia-csoportok is, ezek definiciéjaba most nem megyiink bele.

ALLiTAS 2.15. Legyen Xy az X -nek az xy pontot tartalmazo ivszerien
dsszefiiggé komponense. Ekkor m(Xo, xo) = m (X, xo).

B1zONYITAS. Legyen f egy o kezd6ponti hurok X-ben, ekkor f
képe definicié szerint Xg-ban van. Ha f és f' xg kezdépontu hurkok
X-ben, és F' ut-homotopia kozottiik, akkor minden s € I-re f, képe is
Xo-ban van, tehat F' képe szintén. U

Ezért tehdt a tovabbiakban feltehetjitk (és az ellenkezdje kiilon
hangsulyozasa nélkiil mindig fel is tessziik), hogy X ivszeri{ien Gsszefiiggo.

ALLITAS 2.16. Ha x és x; tetsz6leges X -beli elemek, akkor mi (X, zq)
és m (X, x1) izomorfak.

B1zONYITAS. Legyen f : I — X egy it zo-bdl z;-be. Ekkor
rendeljiik minden x;-beli alappontti g hurokhoz az xy-beli alapponti
f % g * f hurkot. Konnyen lithato, hogy ez a leképezés tit-homotép
hurkokat tt-homotép hurkokba visz, tehat indukal egy

of:m (X, x1) = m (X, z0)

leképezést. Lassuk be, hogy ¢, miivelettarté! Ehhez legyenek g, ¢
hurkok x; alapponttal. Ekkor, a Allitas miatt

os(lg] - [9])

=[f*xgxg =[]
=[frgxfxfxg [
= [fxgxf]-[f+g =]
= o5([9) - o5 ([9'])-

Egyszertien kovetkezik tovabba a Allitasbél az is, hogy ¢ inverze
az a

¢f : 7T1(X, i['o) — 7T1(X, 513'1)

leképezés, amely egy xo-beli alappontu & hurok osztalydhoz az x;-beli
alappontd f * h * f hurok osztalyat rendeli. U
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MEGJEGYZES 2.17. A bizonyitasbeli izomorfizmus fiigg az f ttdl.
Valéban, ha f’ egy mésik Ut xq-bdl z1-be, akkor mivel f*f 6sszehuzhatd,
ezért

(f' 5 [)x frgxfxf*f]
= [f" = flos(a)lf = /17,

tehdt a ¢p a ¢p-nek az [f' * f] € m (X, z0) elemmel vett konjugaltja.
Ebbdl kovetkezik, hogy a ¢; pontosan akkor fiiggetlen az f uttdl, ha
1 (X, z9) Abel-csoport.

DEFINicIO 2.18. Egy olyan X teret, amelyre valamely (és ekkor
barmely) xy € X-re m (X, z0) a trividlis (egyelemi) csoport, egyszere-
sen osszefliggének neveziink. Jelolése: m (X, o) = 1.

ALLITAS 2.19. Minden pontra hizhato tér eqyszeresen 6sszefliggo.

B1zoNYITAS. Tegyiik fel, hogy létezik egy F' : X x I — X ho-
motdpia az identikus leképezés és az allandd x leképezés kozott: fo =
Id, fi = xg, amelyre F(xg,s) = zo minden s € [-re. Legyen h egy
hurok zo-ban. Ekkor az

Fo(hdd;): I xI—X
(t,s) — F(h(t),s)

ut-homotoépia h és az xq allando hurok kozott. Tehat minden zg-beli A
hurok sszehizhaté, és igy m (X, xo) = 1. Az el6z6 allitas értelmében
ez ekkor minden z; € X-re is kovetkezik. O

PELDA 2.20. (i) Az eléz6 allitas értelmében minden A kon-
vex halmaz R"-ben egyszeresen osszefliggd. Valdban, legyen
ap € A tetszoleges; ekkor az egyenes-vonali homotépia pon-
tra huzasa A-nak.

(ii) Az el6bbi példa némileg dltalanosithaté: egy A C R™ részhalmazt
csillag-szerinek hivunk, ha létezik olyan ag € A, amelyre
minden a € A-ra az aga szakasz része A-nak. Ha A csillag-
szerl, akkor egyszeresen oOsszefiiggo.

(iii) Legyen G = (C, E) egy véges graf C' csicshalmazzal és E
élhalmazzal. Graf-elméletbdl ismert, hogy G bedgyazhatd
R3-ba véges szimplicidlis komplexusként. A csicsok helyét
altalanos helyzetben vélasztva feltessziik, hogy az élek egyenes
szakaszok. Ezért, G képe ellathaté az R3-16l orokolt altér-
topoldgidval (ahol R3-on az euklideszi topoldgidt vessziik).
Konnyen belathatd, hogy az igy kapott topologikus tér nem
fiige G-nek az R3-ba torténd bedgyazasatél. Ezért, minden
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véges grafra gondolhatunk gy is, mint egy specidlis topologikus
térre. Ha specidlisan G egy fa, akkor azt allitjuk, hogy az
igy nyert topologikus tér pontra hiizhaté, ezért az Allitds mi-
att minden véges fa egyszeresen Osszefiiggd topologikus teret
hataroz meg. A fak pontra-huzhatésdganak bizonyitasa: legyen
xg € C tetszoleges, és tekintsiik zop-t G gyokerének. Ekkor
G mélységére vonatkozo teljes indukciét alkalmazunk: ha a
mélység 0, akkor a topologikus térnek egyetlen pontja xg, és
készen vagyunk. Ha a mélység n, akkor az m-edik szinti
levelek mindegyike pontosan egy (n — 1)-edik szintii 6shoz
csatlakozik egy éllel, amely feltevés szerint egy egyenes sza-
kasz. Minden ilyen élen alkalmazzunk egy egyenes vonali
homotépidt, amely az adott élt egyetlen pontjara (az (n —1)-
edik szinti végpontjdra) huzza rd. A graf tobbi részét a ho-
motopia hagyja rogzitve. fgy a szintet 1-gyel csokkentettiik,
és alkalmazhaté az indukciés feltevés.

ALLITAS 2.21. Legyen X eqy egyszeresen Gsszefiiggd tér, xo, x4 € X
tetszdlegesek, és f, f' tetszbleges utak xg-bol xi-be. Ekkor f és [ it-
homotopok.

BIZONYITAS. Az f' f egy xo-beli hurok, tehét mivel X egy egysz-
eresen Osszefiiggd, ut-homotop az azonosan xy hurokkal. Legyen F' egy
ilyen it-homotépia: F(.,0) = f'*f, F(.,1) = zg. Legyen G : IxI — X
olyan folytonos leképezés, amelyre s = 0-ra g; = G(., s) azonosan meg-
egyezik x1-gyel és minden s € I-re a g5 megszoritva t € [0, %]-re egy ut
fs(3) = F(3,5) és 1 kozott, majd t € [3,1]-re ugyanezen 1t ellentétes
iranyban bejarva. Ilyen leképezés létezik, példdul lehet az

~ _JF(,s—1t) ha tel0,s]
Gt,s) _{ml ha t € [s,1]

konkatendcidja sajat maga inverzével t-ben. Legyen H : [ X [ — X az
a leképezés, amelyre

F(2t,5) ha t € [0, 1]
H(t,s) =< G2t — 5,s) ha te[3,3]
F(2t—1,s) ha te[31]

Konnyen leellenérizhetd, hogy H tit-homotdpia f/*e,, * f és a g kdzott.
Am g1 = g * g valamely ¢ ttra xy-bdl xi-be, és minden s € I-re
H(3,s) = x; valamint H(0,s) = zo. Ebbél kovetkezik, hogy mind
f mind f’ tt-homotdépok g-vel, és mivel az tit-homotdpia tranzitiv, igy
egymassal is.

Adunk egy egyszeriibb, a Allitéson alapulé pusztan algebrai

bizonyitast is: jeloljik ~-mal az ut-homotdpia relaciot. Ekkor azt
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talaljuk, hogy
[l frxes
~ [ x(f = f)
~(fxf)*f
~ gy * |

~ [,

ahol a harmadik sorrél a negyedikre valé dttérésnél azt hasznaltuk,
hogy f'* f egy xy alapponti hurok, és mint ilyen, ut-homotdp az e,,
hurokkal, hiszen X egyszeresen Osszefliggo. g

A kovetkezo eredmény, amit be szeretnénk latni, hogy a funda-
mentalis csoport homeomorf terekre megegyezik. Ehhez az els6 1épés
egy folytonos leképezés altal a fundamentalis csoporton indukdlt homo-
morfizmus bevezetése. Legyen f : X — Y folytonos leképezés az X és
Y topologikus terek koézott, o € X, és yo = f(xo). Legyen

f* . 7T1(X,I0) — 7T1(Y,y0)

az a leképezés, amely egy xo-beli h hurok osztdlyahoz az yo-beli f o h
hurok osztalyat rendeli.

ALLiTAS 2.22. Az f« leképezés jol-definidlt, és eqy csoport-homomorfizmus.

Bi1zONYITAS. Ahhoz, hogy beldssuk hogy f. jél-definidlt, azt kell
megmutatni, hogy ha az xg-beli h és h' hurkok tut-homotépok, akkor a
képeik is tut-homotépok. Legyen H egy ut-homotdpia h és h' kozott.
Ekkor konnyen lathaté, hogy fo H ut-homotdpia f.(h) és f.(h') kdzott.

A csoport-homomorfizmushoz azt kell belatnunk, hogy f. a m (X, xo)
egységelemét a (Y, yo) egységelemébe viszi, tovabba felcserélhetd a
két csoport szorzasaval. Az elsé tulajdonsdg kovetkezik abbdl, hogy
a m (X, zo) egységelemének egy reprezentansa az azonosan xy hurok,
amelynek az f, altali képe nyilvanvaléan az azonosan 1, hurok, tehat
osztalya a w1 (Y, yo) egységeleme. Ha pedig h; és hy tetszéleges xo-beli
hurkok, akkor

Ul
DEFINicIO 2.23. f,-ot az f dltal indukdlt homomorfizmusnak nevezzik.

Sziikségiink lesz az indukalt homomorfizmus funktorialitaséara:



2.1. HOMOTOPIA ES FUNDAMENTALIS CSOPORT 43

ALLITAS 2.24. Ha f: X =Y ésg:Y — Z folytonos leképezések
topologikus terek kozétt. Ekkor (g o f)« = g« o fo. Tovdbbd, az Idx :
X — X identikus leképezés dltal indukdlt homomorfizmus a m (X, o)
csoport Id identikus automorfizmusa.

BI1zONYITAS. Az elsd 4llitas kovetkezik a (go f)oh = go (foh)
azonossagbol, a méasodik nyilvanvalo. U

Az eddigiekbol egyszertien kovetkezik, hogy a fundamentélis cso-
port topologikus invarians.

ALLITAS 2.25. Az elébbi jelolésekkel, ha f eqy homeomorfizmus X
és 'Y kozott, akkor f. izomorfizmus m (X, xg) és m (Y, yo) kozott.

Bi1zONYITAS. Valéban, alkalmazva az el6zd allitist 7 = X, g =
f~1-re kapjuk, hogy (f~'). o f. = Id, = Id, tehdt (f~1), bal-inverze

finak, s igy f. izomorfizmus. O

A pontra hizhatésagnal és a homeomorfizmusnal 1étezik két valame-
lyest altalanosabb fogalom, amelyek segitenek a fundamentalis csoport
kiszamitasaban.

DEFINICIO 2.26. Legyen X topologikus tér és Y C X tetszéleges.
Azt mondjuk, hogy Y deformdcios retraktuma X-nek, ha létezik olyan

F:XxI—=X

folytonos leképezés, amelyre fy = Idy, fi képe Y-ban fekszik, és min-
den s € I-re fs]y = Idy. Egy ilyen F leképezést deformdcids re-
trakcionak neveziink.

Amennyiben létezik olyan f;: X — Y amelyre fi|y = Idy, akkor
fi-et X-nek egy Y-ra valé retrakciojanak mondjuk.

MEGJEGYZES 2.27. Minden F' deformdcids retrakcid esetén f; egy
retrakcié. Ha specidlisan Y = {z¢}, akkor definicié szerint Y akkor és
csak akkor deformacids retraktuma X-nek ha X pontra hizhato.

ALLITAS 2.28. Ha Y retraktuma X -nek, akkor tetszéleges yo € Y -ra
az indukdlt homomorfizmus

(f1)«: (X, 90) = T (Y, 90)

szirjektiv. Amennyiben Y deformdcids retraktuma X -nek, akkor (f1)«
1zomorfizmus.

B1ZONYITAS. A sziirjektivitds trividlis: mivel f; az identitds Y-on
és Y C X, azért minden g, alapponti g hurok Y-ban eloall mint sajat
maga f; altali képe.

Lassuk be, hogy amennyiben F' egy deformacios retrakciéja X-nek
Y-ra, akkor a neki megfelelé f; retrakcidra (f;). injektiv. Legyen [g] €
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ker((f1)«), azas létezzék Y-ban egy G ut-homotdpia f;0g és e, kozott.
Konnyen lathato, hogy ekkor a

H(t,s) = {F(g(t),zs) ha s € [0, ?

ut-homotdpia X-ben g és e, kozott. O

FELADAT 2.29. Legyen X topologikus tér, xg,x1, 20 € X, f: [ —
X egy ut xg-bol x1-be és g : [ — X egy ut x1-bdl zo-be. Bizonyitsuk
be, hogy ¢y = ¢4 0 ¢!

FELADAT 2.30. Legyen A C R", ay € A egy tetszileges pontja
és h : A = Y egy folytonos leképezés valamely Y topologikus térbe,
yo = h(ag). Bizonyitsuk be, hogy ha h a megszoritasa valamely H :
R" — Y folytonos leképezésnek, akkor h, : m (A, ap) — m(Y,50) a
trividlis homomorfizmus!

FELADAT 2.31. Legyen X ivszerlien osszefliggd tér, xg,xy € X,
f I — X egy 0t 2¢-bdl x1-be, h : X — Y egy folytonos leképezés
valamely Y topologikus térbe, h(x;) =y; és f'=ho f: 1 =Y az f h
altali képe. Bizonyitsuk be, hogy

h*o¢f:¢f’oh*

mint m (X, z1) = m (Y, yo) homomorfizmusok!

2.2. Fedoleképezések

2.2.1. A kor fundamentalis csoportja. Lassunk most példat
egy nem-trividlis fundamentélis csoportu térre!

Lattuk, hogy az S korvonalat megkaphatjuk tigy, hogy az R valds
egyenest leosztjuk azzal az ekvivalencia-relaciéval, hogy x ~ y akkor és
csak akkor, ha x —y € Z. Legyen

(2.1) ¢:R— 5!
x +— exp(2imz) = (cos(2mz), sin(27x))

a hanyados-leképezés. Emlékezziink, hogy a hdnyados-topologia értelmezése
alapjan ¢ folytonos. El6szor belatjuk g egy fontos tulajdonsagéat.

DEFINICIO 2.32. Legyen p: E — B egy folytonos leképezés és U C
B nyilt. Azt mondjuk, hogy p egyenletesen fedi U-t, ha p~1(U) el6all
mint E-beli diszjunkt nyilt {V, }sca halmazok egyesitése, valamely A
indexhalmazra gy, hogy minden rogzitett o € A-re ply, homeomorfiz-
mus V, és U kozott. Egy ilyen V-t ekkor p egy szeletének hivunk.

ALLITAS 2.33. Minden z € S'-nek létezik olyan nyilt kirnyezete,
amelyet leképezés egyenletesen fed.
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BizoNYITAS. Be fogjuk 14tni, hogy ¢ az
U ={zeS': R >0}
Uy={ze85": R
Us={z€8S":
U={ze5": () <0}

nyilt halmazok mindegyikét egyenletesen fedi. Ez maéar elegend6 az
allitdshoz, hiszen minden z = exp(27z) € S'-nek valamelyik U; nyilt
kornyezete. Ezt elég U;-re beldtni, a tobbi eset teljesen hasonlé. Az
Ui-nek a g altali ¢~ *(U;) 6sképe megegyezik a V,, = (n — %, n+ %) nyilt
intervallumok egyesitésével. Ezen intervallumok kiilénb6z6 n-ekre ny-
ilvan diszjunktak. Tovabba, mivel V, kompakt és ¢ injektiv V,-en,
ezért ¢! folytonos az U; = q(V,) halmazon (konkrétan, egy alland6
erejéig a komplex logaritmus-fiiggvény megfelel6 aganak megszoritdsa
az egységkorvonalra). Tobbek kozott, (qly, )~ folytonos Uy-en is. Mésrészt,
a kozbensd érték-tétel miatt q|y;, raképezés Uj-re, és igy ¢ homeomor-
fizmus V,, és U; kozott. O

DEFIN{CIO 2.34. Ha f : X — S' folytonos valamely X topologikus
térbél S'-be, akkor f egy felemelésének neveziink egy olyan f: X — R
folytonos leképezést, amelyre f = qo f.

TETEL 2.35. Legyen f : I — S' tetszbleges folytonos leképezés,
legyen by = f(0), és eg € R tetszdleges felemglése bo-nak, azaz q(ey) =
bo. Ekkor f-nek létezik eqy és csak egy olyan f felemelése R-re, amelyre
f(O) = €9.

BIZONYITAS. A Allitas alapjan minden z € S'-nek létezik
olyan nyilt kornyezete S'-ben, amelyet ¢ egyenletesen fed. Tovabba, f
folytonossdga miatt minden t € I-nek létezik olyan nyilt kornyezete I-
ben, amelyet f egy olyan halmazba képez, amelyet ¢ egyenletesen fed.
Nevezziik az ilyen nyilt halmazokat I-ben jo-nak. A j6 nyilt halmazok
tehat fedik 7-t. Mivel I kompakt, kivalaszthatunk egy véges alfedést
jo nyilt halmazokkal:

(2.2) I=LULU---Uly.
Hasznaljuk fel a kovetkezo eredményt!

LEMMA 2.36 (Lebesgue-lemma). Ha Uy U---UUy egy (X, p) kom-
pakt metrikus tér véges fedése, akkor létezik olyan 6 > 0, amelyre min-
den x € X-re Bs(x) C U; teljesil legaldbb egy j € {1,..., N}-re.

BizoNYITAS. Feltehetd, hogy X oOsszefligegd (kiilonben a lemma al-
kalmazhaté Osszefliggé komponensenként). Ha létezik olyan g € X,
amelyre minden R € N-re Bgr(zg) C U; valamely j € {1,...,N}-
re, akkor létezik olyan j, index amely végtelen sokszor szerepel, amibdl
konnyen latszik hogy ekkor X = Uj,, igy ebben az esetben kész vagyunk.
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Kiilonben, értelmezhetjiik azt a d : X — R fiiggvényt, amely minden
x € X-hez hozzarendeli a kovetkezo értéket:

d(z) =sup(r € R: B.(x) CU; valamely je {1,...,N}-re).
Mivel d(z) felfoghatd, mint véges sok nem-negativ szam
dj(x) =sup(r € R: B,(z) C Uj)

maximuma (hiszen U; nyilt), amelyek koziil legaldbb egy pozitiv (hiszen
X =U,U---UUy) ezért d(z) > 0. Tovabba, d folytonos: tegyiik fel
ugyanis, hogy p(z,y) < e valamely € > 0-ra. A haromszog-egyenl6tlenség
miatt ebbdl minden z € X-re kovetkezik

0(2,y) = p(z,2) < p(z,y) <&
ezért ha By (x) C Uj, valamely jo € {1,..., N}-re, akkor

Ba@)-py)(¥) € Uj,

is all, tehat d(y) > d(x) — €, és z,y szerepét megceserélve hasonléan
d(y) < d(z) + ¢ is all. Ebbél a Feladat és a Heine-Borel tétel
1.108| segitségével nyerjiik a keresett

d= gél)l(l(d(l’)) >0
értéket. O

Alkalmazzuk a lemmat a (2.2)) fedésre: kapunk egy 6 > 0 értéket,
amelyet (2.2) Lebesque-szdamdnak neveziink. Legyen ekkor

So=0<s1< -~ <sy_1<sy=1

egy olyan felosztdsa [-nek, amelyben minden j € {1,..., N}-re s;41 —

5; < 0, ahol & Lebesgue-szama (és esetleg N értékét megfeleléen

megvaltoztattuk). Erre a felosztasra teljesiil az, hogy minden [s;, ;1] C
I; valamely i-re, tébbek kozt minden f([s;, s;4+1])-et ¢ egyenletesen fed.

Ertelmezziik ezutdn f-ot rekurzivan. Mivel [0, s1] része I;-nek, aminek

f altali képét q egyenletesen fedi:

() =[]V
nez
valamely V,, nyilt halmazokra R-ben, ezért ¢~ (f([0,s1])) is felbomlik
diszjunkt egyesitésként:

¢ (F([0,51)) = [TVa ng  (£([0, 1))

neZ

Mivel f(0) = by és q(eg) = by, ezért ey ezen diszjunkt halmazok koziil
benne van pontosan egyben. Jeloljiik Vj-val azt a komponenst, amelyre
ep € Vi (ezt megtehetjiik a V,-ek esetleges atindexezése aran). Mivel ¢
homeomorfizmus Vy-r6l q(Vp)-ra és f([0, s1]) C q(Vo), ezért az f(]0, s1])
halmaznak létezik egy és csak egy felemelése Vy-ra: legyen f a [0, s1]-en
ez a felemelés.
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Ezutén értelmezziik f-ot az [s1, $2]-n hasonldan, de e helyett f(s1)-
et véve (amely mar értelmezve lett az eléz6 1épésben), s. 1. t. egészen
az utolsé [sy_1, 1] intervallumig. Léssuk be, hogy az {gy értelmezett
f folytonos: valamely t €]s;, s;+1[ pontban ez vildgos, hiszen itt tgy
értelmeztiik, mint f és q\‘_,nl kompozicidja valamely n € N-re, és mindkét
leképezés konstrukcié alapjan folytonos. Mésrészt, valamely s;-ben
mindkét oldali hatdrértéke konstrukcié alapjén ugyanaz a felemeltje
f(sj)-nek, tehét itt is folytonos. Az, hogy f felemelése f-nek, szintén
nyilvanvalé a konstrukciobdl. }

Lassuk be végiil, hogy az igy kapott f az egyetlen, a kivant tulaj-
donsdgokkal rendelkezd felemelés. Tegytik fel, hogy f egy mésik eg-ban
kezd6dé felemelése f-nek, tehét f(0) = eq = f(0). Mivel £([0, s1])-et g
egyenletesen fedi és f és f folytonosak, ezért minden s € [0, s1]-re f(s)
és f(s) ugyanabban a V' szeletében vannak g-nak (hiszen [, ., V;, min-
den Osszefiiggé komponensét tartalmazza valamely V,,). Mivel g o f=
qo f és q bijektiv V és q(V) kozott, ezért szitkségszertien f(s) = f(s)
minden s € [0, s;]-re. T6bbek kozott, ez teljesiil s = s3-re is. Ekkor
azonban, hasonléan az el6z6 gondolatmenethez, mivel f([sq,s2])-t ¢

egyenletesen fedi és f(s1) = f(s1), ezért minden s € [sy,s9]-re is
f(s) = f(s). Teljes indukciéval ezutén rogtén adédik, hogy minden
0 <j <N —1lvreés minden s € [s;,s;11]-re is f(s) = f(s). Mivel
I:[O,SI]U---U[SN_l,sN],ezért;:f. O

Hasonlé felemelési tulajdonsag teljesiil it-homotdpidkra is.

TETEL 2.37. Legyen F : I x I — S* tetsz6leges folytonos leképezés,
legyen by = F(0,0), és eg € R tetszdleges felemelése by-nak. Ekkor F -
nek létezik eqy és csak egy olyan F felemelése R-re, amelyre PN’(O) = €.
Tovabbd, ha F' ut-homotopia, akkor F is az.

B1zONY{TAS. Hasonléan az utak esetéhez, az F felemelést is lépésenként
szerkesztjik meg. El6szor az elozo allitast hasznélva felemeljilkk F
megszoritdsat a “bal oldali” {0} x I és az “alsé” I x{0} intervallumokra,
eo kezdéponttal. Mivel I x I kompakt és F' folytonos, ezért csakugy
mint a [2.35) Tétel bizonyitdsdban, a Lebesgue-lemma [2.36| értelmében
az I-nek léteznek olyan

O=sg<s51< - <sy_1<sy=1
O=to<ti1 < - <ty 1 <ty=1

felosztasai, amelyre az

Jj < i = [t tjm] X [8i, sita]
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téglalapok mindegyikének F' altali képe része egy olyan halmaznak,
amelyet g egyenletesen fed. Ezutan a kovetkezoképpen jarunk el. Ren-
dezziik ezen téglalapokat sorba lexikografikusan (j, ) szerint, azaz ugy,
hogy a j = 0 “als6 sor” téglalapjai ¢ szerint novekedve legyenek elol,
azutan kovetkezzenek a j = 1 “masodik sor” téglalapjai ¢ szerint
novekedve, s. 1. t. egészen a j = M — 1 “utolsd sor”-ig, melynek
legutolsé téglalapja tehdt I x Jy_q. Tegyiik fel, hogy F-et mér
megszerkesztettitk minden J; x I; el6tt szerepld téglalapra, és terjessziik
ki J;x I;-re. Az, hogy F mér értelmezett az elStte szerepld téglalapokra,
azt jelenti tobbek kozott, hogy értelmezve van a J; x I; “bal oldali”
{t;} x I; és “als¢” J; x {s;} oldalaira. E két oldal O = ({¢;} x ;) U
(J; x {s:}) egyesitése Osszefiiggd I x I-ben, ezért F folytonossdga miatt
szitkségszertien F(O) is Osszefiiggd R-ben. Mésrészt, mivel a J; x I;
téglalap F' altali képét tartalmazza egy olyan U nyilt halmaz, amelyet
q egyenletesen fed:

¢ '(U) =] Vo

nez

ezért F (O)-t tartalmazza valamelyik V;,. Az éltalanossag megszoritasa
nélkiil feltehetjiik, hogy F(O) C Vj. Mivel gy, homeomorfizmus V;-rél
U-ra és F(J; x I;) C U, ezért a q|‘_/o1 o F' folytonos felemelése F-nek
J; x I;, amely kiterjeszti az F felemelést O-n.

Ezt az eljérdst folytatva rekurzivan, F-et megszerkeszthetjitk min-
den J; x I; téglalapra, és igy véges sok lépés utan a teljes I x I-re
kiterjeszthetjiik a felemelést. Az igy kapott felemelés folytonossaga és
egyértelmiisége hasonléan kovetkezik, mint az utak esetében.

Mutassuk meg végiil, hogy ha minden s € I-re f; = F(., s) végpontja
valamely 4llandé b, € S', akkor f, = F(.,s) is valamely &llandé e,
felemelése b;-nek. Mivel bi-nek létezik olyan kornyezete, amit g egyen-
letesen fed, ezért ¢~ (by) diszkrét halmaz R-ben; valéban, by kiilonbozd
Osképei egész szamokkal térnek el egymastol. Masrészt, minden s € I-
re F(1,s) eleme ¢~'(by)-nek. Mivel ez egy diszkrét halmaz és F(1,.)
folytonos az osszefiiggd I halmazbdl ¢~1(b;)-be, ezért F (1,.) valamely
dllandé ey € ¢71(by). O

Ezen elokésziiletek utan belathatjuk a szakasz f6 eredményét.

TETEL 2.38. Az St kérvonal 1 alapponti fundamentdlis csoportja
izomorf az egész szamok 2 csoportjdval.

MEGJEGYZES 2.39. Mivel Z Abel-csoport, ezért a Megjegyzés
miatt ekkor minden z € S'-re a 7;(S?, 2) “kanonikusan” izomorf Z-vel.

BIZONYITAS. Az 1 € S! pont ¢ 4ltali 6sképe a Z halmaz. Legyen
f 1 — S"egy 1kezd6ponti hurok S'-ben. A Allit4s miatt 1étezik
pontosan egy olyan f felemelése R-re, amelyre f(0) = 0 € Z. Tovabba
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ekkor f(1) € Z. Legyen
(2.3) ¢:m (SN 1) = Z

az a leképezés, amely [f]-et f(l)—be viszi. Ez jdl értelmezett a m
Allités miatt.

Léssuk be, hogy ¢ bijektiv. A sziirjektivitas vilagos: legyen n € Z
tetszoleges, és f egy it R-ben 0-bol n-be. Ekkor az f = go f egy 1-beli
hurok S Lben, amelynek a megfelel§ felemelése R-re éppen f. Mivel
f(1) = n, ezért definicié alapjan ¢([f]) = n. Az injektivitashoz tegyiik
fel, hogy [f] és [g] olyan osztdlyok m;(S', 1)-ben valamely 1-beli f és g
hurkokra, amelyekre ¢([f]) = ¢(|g]). Legyen f és g a 0-beli kezd6ponti
felemelése f-nek és g-nek; ekkor ¢ definiciéja szerint f(1) = §(1). Mivel
R egyszeresen Osszefiiggd, ezért a Allitas értelmében f és g ut-
homotépok: legyen F' egy tt-homotépia kozottikk. Ekkor az F = go F
nyilvan ut-homotdpia f és g kozott.

Lassuk be végiil, hogy ¢ csoport-homomorfizmus. Legyenek [f]
és [g] tetszbleges osztalyok m(S!,1)-ben, és legyen f és G a 0-beli
kezd6pont felemelése f-nek és g-nek. Ekkor o([f]) = f(l) és o(lg]) =
§(1). Legyen most §(t) = ¢([f]) + (). Ekkor g az a felemelése g-nek,
amely ¢([f])-ben kezdédik: valéban, ¢([f]) € Z miatt

qa(o([f]) +9(t)) = a(g(t)) = g(t),
masrészt pedig 3
9(0) = o([f]) + 9(0) = &([f]).

Tehét az f*g az a folytonos felemelése f*g-nek, amely 0-ban kezd8dik.
Ekkor azonban

¢([flg]) = o(1f * g1)

FELADAT 2.40. Legyen minden n € {1,...,100} esetén

po_ (11 11
" \n nn+1)n nn+1)

1 1
Uo = (—m 1_oo> :

[0,1]CU0UU1U"'UU100

fedés Lebesgue-szamat!

és

Hatarozzuk meg az
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FELADAT 2.41. Hatarozzuk meg az M Mobius-szalag fundamentélis
csoportjat!

FELADAT 2.42. Hatdrozzuk meg az C* = C \ {0} fundamentdlis
csoportjat!

FELADAT 2.43. Egy koralaki varfalon van (egyméstol nem feltétlentil
ugyanakkora tdvolsagra) 12 bastya, minden béstydban all egy ér. Pont-
ban éjfélkor minden 6r elindul a bastyajabdl a falon valamelyik iranyba,
egyenletesen olyan sebességgel, amellyel egy éra alatt korbe tudnd
jarni a teljes falat. Amikor két or talalkozik egymaédssal a sétaja soran,
mindeketten sarkon fordulnak, és ugyanolyan sebességgel mint elGtte
mentek, elindulnak az ellenkez6 iranyba.

(i) Bizonyitsuk be, hogy pontban délben minden 6r ismét a sajat
bastyajaban lesz!

(ii) Minden 6r kapjon 1 pontot valahdnyszor keresztiilhalad sajat
béastyajan az éramutatéval ellenkezo irdanyban, és —1 pontot
valahanyszor kersztiilhalad sajat bastydjan az oramutatoval
megegyezo iranyban. Ne kapjon pontot indulaskor valamint
ha éppen a bastydjan fordul meg, viszont kapja meg a neki
jaré pontot délben, amikor djra visszaérkezik az eredeti 6rhelyére,
annak megfeleléen, hogy ezt milyen iranybdl teszi. Mutassuk
meg, hogy délben minden 6rnek ugyanannyi pontja lesz! Mi-
lyen értékeket vehet fel ez a kozos pontszam?

(iii) Bizonyitsuk be, hogy méar reggel hat 6rakor is minden 6r a
sajat bastydjaban lesz!

2.2.2. Alkalmazasok. Ebben a részben attekintjiik az eddigi eredményeink
néhany érdekes kovetkezményét. Kezdjiik a matematika-torténetileg
legfontosabbal.

TETEL 2.44 (Az algebra alaptétele). Legyen z € C egy hatdrozatlan,
n > 0 természetes szdm €s aq, ..., a, € C rogzitett értékek. FEkkor a

P=:"4a2" '+ - +a,

polinomnak létezik multiplicitassal szamolva n komplex gyoke.

BizoNYiTAs. Teljes indukciét alkalmazunk n (P foka) szerint: az
n = 1 esetben z = —a; az egyetlen gyok.

Altaldban, legyen f(z) a P-b6l nyert komplex-értéki fliggvény és
s € [0,1]-re

F(z,8) = 2"+ sa,2" ' 4 --- + s"a,.

Ekkor minden s € [0, 1]-re

[F(z,8)] = 2" = laall2]""" =+ — Jaal,

igy elegendéen nagy R > 0 esetén amennyiben [z| = R,0 < s < 1
akkor F'(z,s) # 0. Ha rogzitiink egy ilyen nagy R értéket, akkor tehat
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értelmezhetjiik a kovetkezd ut-homotdpiat:
[0,1] x [0,1] = {|w| =1} = S*
) F(R€2i7r9, S)
|F'(Re* ™, s)|

af — exp(2imnd) és az a(1) 7' f(Rexp(2imnd))/| f (R exp(2imnf))| leképezések
kozott, ahol az

0,s) — a(s)”

ofs) = F(R,s)
|F(R, s)]
valasztassal biztositjuk, hogy ez a leképezés valéban tut-homotopia.
Mivel elébbi leképezés osztalya n € Z = m(S'), ezért utébbié is
ugyanez az osztaly. Ha f(z)-nek nem lenne zérushelye {|z| < R}-en,
akkor viszont tekinthetnénk a

[0,1] x [0,1] = {|w] =1} = S*
—1 f(SRezmg)
| f (sRem0)]

ut-homotépidt f-nek a |z| = R korvonalra vett megszoritdsa és a
trividlis hurok kozott, ahol

(0,5) — b(s)

o) - LR

[f(sR)|’
ekkor [f] = 0 € Z = m(S') lenne, ami ellentmond n > 0-nak. Tehdt
f(2)-nek létezik legaldbb egy z; gyoke {|z| < R}-en; ekkor P/(z — z1)
olyan polinom, amelynek foka n — 1, tehat az indukcios feltétel szerint
van n — 1 gyoke. Ezzel a tételt belattuk. O

Hasonl6 gondolatmenettel belathatunk tovabbi eredményeket is.
Legyen B
B*={zeC| |z|<1}

a két-dimenzios zart egységkorlap.

~ TETEL 2.45 (Brouwer-féle fixponttétel). Minden folytonos h : B? -
B? leképezésnek létezik legaldbb eqy fixpontja (azaz olyan z € B?, ame-
lyre h(z) = z).

B1zoNYiTAS. Tegyiik fel, hogy minden z € B%re h(z) # z, és

legyen
f:B*—= St

az a leképezés, amely egy 2z € B? ponthoz hozzarendeli a h(z) alap-
pontbdl a z ponton keresztiil fektetett félegyenes S1-gyel valé metszéspontjét.
Mivel h(z) # z, ez j6l értelmezett. Belatjuk, hogy ekkor f folytonos.
Ehhez rogzitsiink tetszélegesen egy 2, € B? pontot és egy € > 0 értéket.
Mutatnunk kell zg-nak egy olyan V' kornyezetét, amely teljesiti, hogy
minden z € V esetén f(z) az S' korvonalnak az f(z) kozéppontt, e
nyilasszogii U. korivén helyezkedik el. Legyen y tetszoleges pontja a
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2oh(zo) intervallumnak, és kossiik Ossze y-t U. mindkét végpontjaval.
Ezek az egyenesek meghataroznak két y csicsponti nyilt szogtartomanyt:
azt a V| szogtartomanyt, amelyikben U, és z, taldlhato, és a vele
szemkozti V] szogtartomanyt, amelyikben h(zg) talalhat6. A h leképezés
folytonossaga miatt létezik zp-nak egy olyan V5 nyilt kornyezete, ame-
lyre

h(Va) C Vi,

Ekkor, minden =z € Vi N V5 esetén konnyen latszik, hogy az xh(x)
egyenes az S* korvonalat U.-ban metszi. Ezzel beldttuk f folytonossagat.

Tovabb4, nyilvdn minden 2 € S'-re f(2) = 2 (azaz f egy retrakcidja
B2-nek S'-re). Megmutatjuk, hogy ez lehetetlen: valdban, tekintsiink
egy tetszéleges [g] € 71 (S, 1) & Z nemtrividlis elemet, ekkor (mivel B2
konvex, tobbek kozt egyszeresen Osszefliggd, azért) g a trividlis hurokkal
tt-homotép B2-ben valamely

G:IxI— B?

tit-homotépia segitségével; ekkor azonban f oG ut-homotépia lenne S*-
ben f o g = g és a trivialis hurok kozott, ami ellentmond annak, hogy
[g] # 0 € Z. Ezért az alapfeltevésiink — miszerint minden z € B2-re
h(z) # z — nem teljesiilhet. O

TETEL 2.46 (Borsuk-Ulam). Minden f : S? — R? folytonos leképezésre
létezik olyan x € S?, amelyre f(—x) = f(x).

Bi1zONYITAS. Tegyiik fel, hogy nem létezik egyetlen ilyen pont sem,
és értelmezzik a

G:S*>— gt
f(@) — f(~a)
T @) - fa)]

folytonos leképezést. Szokas szerint, paraméterrezziik z € C-vel az
r3 = 0 sfkot (és azon beliil Sl-et), és |z] = 1 esetén legyen z = €™,
Ekkor —z = exp(2im(0 + 3)). Jeloljiik g-vel G megszoritdsat S?-nek az
x3 = 0 egyenlit6jére:

g: I — St
0 — G(e*™ 0).

Az éltaldnossdg megszoritasa nélkiil feltessziik, hogy ¢(0) = 1. Kénnyen
lathaté G definiciéjabol, hogy ekkor

g 9+1 =—g(0).
(0+3)

Ebb6l 8 =0 és 6 = % helyettesitésekkel az kovetkezik, hogy

o) = =9 (3) = 900)
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azaz g hurok. Legyen most g a g hurok felemeltje R-re 0 kezd6ponttal,
tehat ¢([g]) = g(1) € Z. A fenti képlet miatt

1 n
glO0+=) =30+ =
g ( + 2) 9(0) + 5
valamely n € Z pératlan szamra. Mivel g folytonos és I 6sszefiiggo,
azért n értéke fiiggetlen 6-tél. Igy tehat

1 n

g(l):§(§>+§=§i(0)+n=n;

tobbek kozt ¢([g]) # 0 € Z, mivel n paratlan.
Masrészt viszont, legyen

52 ={xeS? x>0},
amely homeomorf B2-vel, igy egyszeresen osszefiiggd, és legyen
i St — 5_21_
a természetes beagyazas. Ekkor
g=Gls2 01,
tehat a g altal meghatérozott hurok benne van a
(Gls2)s : m(S%,1) = m (S 1)

leképezés képében, amely trivialis. Ez ellentmond az el6z6 bekezdés
végkovetkeztetésének. O

FELADAT 2.47. Legyenek A, B C R? korldtos, Lebesgue-mérhetd
halmazok. Bizonyitsuk be, hogy létezik legaldbb egy olyan e C R?
egyenes, amely A-t és B-t is két egyenlo tertiletli részre osztja!

2.2.3. Fedoterek. Az el6z6 szakaszban megadtunk néhany olyan
fogalmat és eredményt, amelyek altalanosabban is érdekesek és a tovabbiakban
hasznosak lesznek. Ezeket foglaljuk 0ssze ebben a szakaszban.

DEFINICIO 2.48. Legyen p : E — B egy folytonos sziirjektiv leképezés.
Azt mondjuk, hogy p B egy feddleképezése, ha minden b € B-nek
létezik olyan kornyezete, amelyet p egyenletesen fed. Ekkor F-t B egy
fedoterének hivjuk.

Konnyen lathatd, hogy ekkor a p altal értelmezett hanyados-topolédgia
B-n megegyezik B eredeti topologidjaval.

PELDA 2.49. (i) Az Id : X — X identikus leképezés minden
X térnek fedoleképezése.

(ii) Ha Y egy diszkrét tér, akkor a v; : X xY — X els6 ko-
ordinatara valo vetités minden X térnek fedoleképezése. Ekkor
az X X Y nem 0Osszefiiggd, hanem minden 6sszefiiggé kompo-
nense homeomorf X-szel. A tovabbiakban legtobbszor 0sszefliggd
fedéseket fogunk tekinteni.
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(i) A Allités értelmében (2.1) fedéleképezése S'-nek.
(iv) Hasonléan az el6bbihez, a
qg:C—C*
z > exp(2imz)
fed6leképezése C* = C \ {0}-nak. Minden w € C*-nek
végtelen sok Osképe van, amelyek egy egész szammal valo el-
tolasban kiilonboznek egymastol. Ez a fedoleképezés a kom-
plex analizisben a logaritmus figguény Riemann-felileteként
ismert.
(v) Minden n € Z\ {0}-ra a
¢ : St — S*
z 2"

fed6leképezése S'-nek. Valéban, ha z = exp(2rx) € St és
e < 1/2, akkor az |z — ¢,z + ¢ 6sképe felbomlik a

) — €  + &
V= x4+ x+1+

Y

] [n]

nyilt intervallumok diszjunkt egyesitésére, aholi € {0, ..., |n|—
1}.
(vi) Hasonléan az el6bbihez, minden n € N-re a
gn: C"— C*
Z> 2"

fedoleképezése C*-nak. Ez a fedoleképezés a komplex analizisben
az n-edik gyok figguény Riemann-felileteként ismert.
(vii) Minden n > 1-re S™ — RP" 2-rétii fedés.

FELADAT 2.50. Hatarozzuk meg a Példabeli ¢, altal 7;(S*, 1)-
en indukalt homomorfizmust!

FELADAT 2.51. Bizonyitsuk be, hogy ha B 0sszefiiggé ésp: E — B
egy fedoleképezése amelyre valamely by € B-nek n 6sképe van p-re
vonatkozoan, akkor ez minden b € B-re teljesiill. Ekkor p-t n-rétd
fedoleképezésnek nevezziik.

A feladatbdl tobbek kozott kovetkezik, hogy ha valamely by-nak
végtelen sok 6sképe van, akkor ez minden b € B-re is teljesiil.

ALLITAS 2.52. Ha py : By — By és py : Ey — By feddleképezések,
akkor (p1,p2) : E1 X Ey — By X By is az.

BiZONYITAS. Legyen (b1, bs) € By X By tetszdleges. Ekkor léteznek
olyan U; nyilt kornyezetei bj-nek Bj-ben j = 1,2-re, amelyeket p;
egyenletesen fed. Ekkor az U; x Us-t (p1, p2) egyenletesen fedi. O
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PELDA 2.53. A (2.1]) kétszeres sajat magaval vett szorzata

(2.4) (q1,q2) : R? = T?
(21, 22) — (exp(2imxy), exp(2imxs))

feddleképezése a T? = S1x St két-dimenzids térusznak. Ezt a feddleképezést
mar lattuk, amikor 72-t mint R2-nek hanyadosat frtuk le. Hasonléképpen

(2.5) (q1,---,qn) : R"—=1T"
(1, ..., 2y) — (exp(2imxy), ..., exp(2irx,))

fedéleképezése a T" = S x - -+ x S n-dimenziés térusznak.

A kovetkezd dllitdsok bizonyitdsa szordl széra atvihetd az [2.35 és
Allftasokébdl, ha St-et B-vel, R-et E-vel és g-t p-vel helyettesitjiik.

TETEL 2.54. Legyen p : E — B eqy fedbleképezés, f : I — B
tetszdleges folytonos leképezés, by = f(0), éseq € E tetszdleges felemelése
bo-nak, azaz p(eg) = by. FEkkor f-nek létezik eqy és csak egy olyan f
felemelése E-re, amelyre f(0) = eg.

TETEL 2.55. Legyen p : E — B eqy fedbleképezés, F : [ x I — B
tetszdleges folytonos leképezés, by = F(0,0), és eg € E tetszdleges
felemelése bo-nak. Ekkor F-nek létezik eqy és csak egy olyan F felemelése
E-re, amelyre F(0) = ey. Tovdbbd, ha F dt-homotdpia, akkor F is az.

Ezek segitségével a|2.38 Tételnek megadhatjuk egy altalanositasat.
Legyen p : E — B egy fedSleképezés és by € B tovabba ey € p~*(by)
tetszélegesek. Minden B-beli by-kezdéponti f hurok [f] € m(B,bo)
osztélyahoz tekintsiik azt a e € p~t(by) elemet, amely az f-nek az ep-
ban kezd6dé f felemelésének a végpontja. Hasonléan a kor esetéhez, a
Allit4s miatt ez az eljards meghataroz egy jol értelmezett

(2.6) oo 2 T1(B,bo) = p~ ' (bo)

leképezést, amely [f]-hez e = f(1)-et rendeli.

Innentdl kezdve feltessziik, hogy a B alaptér és F (és késébb az E')
fedotér ivszertien Osszefiiggd Hausdorff-terek, sét azt is hogy lokalisan
{vszerlien 6sszefiiggdk (1d. Definici6). Hasznaljuk még a kovetkezd
elnevezést.

DEFINiCIO 2.56. Egy olyan p : E — B fed6leképezést, amelyre F
egyszeresen Osszefiiggd, B univerzalis feddleképezésének neveziink. Azt
is mondjuk, hogy F univerzdlis fedétere B-nek.

TETEL 2.57. A fenti jelolésekkel a
ey : T1(B,bo) = p~ ' (bo)

sziurjektiv leképezés, amelyre ¢e,(1) = eo. Ha E univerzdlis feddtere
B-nek, akkor ¢., bijektiv.
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BIZONYITAS. Legyen e € p~1(by) tetszbleges. Mivel E {vszeriien
osszefiiggd, ezért létezik egy f Ut E-ben eg-bél e-be. Ennek p altali
po f képe egy by-beli hurok B-ben. Nyilvdnvals, hogy f-nek az eg
kezdépontu felemelése E-re éppen f , aminek vépontja pedig e. Ezért
beo ([f]) = e, tehdt ¢ sziirjektiv. Ha e = e, akkor f-nek valaszthatjuk
az azonosan e leképezést, amelynek p-vel vett vetitése az e, azonosan
bo hurok lesz, ami nyilvan 1 € 7 (B, by) egy reprezentansa.

Lassuk be, hogy ha E egyszeresen oOsszefiiggd, akkor ¢ injektiv
is. Ez ismét hasonlé a kor esetéhez. Tegyiik fel, hogy [f] és [g]
olyan osztalyok m (B, by)-ban valamely by-kezdSpontu f és g hurkokra,
amelyekre ¢, ([f]) = e ([g]). Legyen f és § az eg-beli kezdSponti
felemelése f-nek és g-nek; ekkor ¢, deﬁmcloja szerint f(1) = 9(1).
Mivel E egyszeresen Osszefiiggd, ezért a 1] Allft4s értelmében f és
§ tt-homotdépok: legyen F egy tt- homotopla kozottik. Ekkor az
F = po F nyilvan dt-homotépia f és g kozott. O

Az eddigiekbdl levonhatjuk a szakasz utolsé fundamentalis csopor-
tra vonatkozé eredményét.

KOVETKEZMENY 2.58. A T™ n-dimenzids torusz fundamentdlis cso-
portja izomorf Z"-nel.

MEGJEGYZES 2.59. Mivel Z" Abel-csoport, ezért a Megjegyzés
miatt az allitas tetszdleges alappontra igaz.

B1zONY{TAs. Léttuk a[2.53| Példaban, hogy T"-nek R™ univerzalis
fedStere. Legyen 0 = (0,...,0) € T". Ekkor (qi,...,q,) 1(0) = Z", az
egész koordinatdju pontok halmaza R™-ben. A Tétel miatt ¢ egy
bijekcié m (17, 0) és Z™ kozott. Annak a bizonyitdsa, hogy ¢ csoport-
homomorfizmus, analég a kor esetével, 1d. a [2.38] Tétel bizonyitasat.

]

A Tétel alkalmazhatésagat korlatozza, hogy nem minden térnek
van univerzalis fedétere. Amennyiben van, akkor viszont egyértelmiien
meghatarozott:

ALLITAS 2.60. Legyen B egy tér, (E,p) egy univerzdlis fedétere,
és (E',p') egy tetszdleges feddtere. Feltesszik, hogy E,E' ivszerien
osszefiiggok. Legyen tovabbd by € B tetszdleges, és ey € E, e, € £’
tetszoleges felemelései. Ekkor létezik pontosan eqy olyan

h:E— FE
folytonos leképezés, amelyre h(eg) = e és p = p' o h. Tobbek kozdtt, ha
E' is univerzalis feddtér, akkor E és E' homeomorfak.

B1zONYITAS. Legyen e € E tetszdleges. Mivel E {vszertien osszefiiggd,
létezik egy f Ut E-ben ey-bdl e-be. Tekintsiik a po f utat B-ben by-bdl
p(e)-be. A Allitast alkalmazva az (E’',p’) fedétérre, kapunk p(f)-
nek egy (és csak egy) olyan f’ felemelését E'-re, amelyre f'(0) = ej,.
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Ekkor az f'(1) € E' pont fiiggetlen az f ut valasztdsatdl: valéban, ha g
egy masik ut E-ben eg-bol e-be, akkor mivel E egyszeresen Osszefiiggd,
a Allft4s miatt f és g ut-homotopok E-ben, tehat nyilvan a po f és
pog utak is ut-homotépok B-ben, és ekkor a Allft4s értelmében az
f' és ¢’ utak is ut-homotopok E’-ben, tobbek kozott végpontjaik meg-
egyeznek. Ertelmezhetjiik tehdt h(e)-t f'(1)-nek; ekkor a h fiiggvény
jol értelemezett.

Ha e = ey, akkor valaszthatjuk f-et az azonosan ey utnak, tehat
p(f) is az azonosan by 1t, és nyilvan f’ az azonosan e 1t lesz; tehat
h(eg) = ej. Az, hogy p = p’ o h teljesiil, szintén nyilvanvalé h kon-
strukeciéjabol:

p(e) = p(f(1)) =p'(f'(1)) = P'(h(e)),
mivel [/ a po [ egy felemeltje.

Lassuk most be, hogy h folytonos: ehhez elég belatni, hogy tetszoleges
e € E pontban folytonos. Legyen V' C E’ egy nyilt kornyezete ¢ =
h(e)-nek. Mivel B lokalisan {vszeriien 6sszefliggd, ezért az altalanossag
megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy V' ivszertien 6sszefiiggd, tovabba
hogy p és p’ egyenletesen fedi p'(V’)-t. (Miért?) T6bbek kozott, p' (V)
nyilt B-ben és

p (V) =] U
iel

valamely I indexhalmazra, ahol ply, : U; — p/(V') homeomorfizmus.
Legyen iy € [ az az index amelyre e € U,,. Ekkor U, is ivszeriien
Osszefiiggd, tehat minden e’ € U;, pontot Osszekothetiink e-vel egy U, -
beli g uttal. Ekkor az f % g it 6sszekoti E-ben eg-t e’-vel, valamint
po(f*g)=po fxpog-bdlapog teljesen p'(V')-ben fekszik. Mivel p’
egyenletesen fedi p'(V')-t ezért a po fxpog ef,-kezd6ponti felemeltjének
pog része is teljesen V'-ben fekszik. Latjuk tehat, hogy ha U;, egy olyan
komponens, amelynek valamely pontjat h V'-be képezi, akkor h a teljes
komponenst V'-be képezi. Tehdt 1étezik olyan J C I, amelyre

v =11us

jedJ

ami pedig nyilt.

Ezutan lassuk be azt, hogy az igy szerkesztett h az egyetlen, a
feltételeknek eleget tevé leképezés. Tegyiik fel, hogy h is kielégiti a
feltételeket. Legyen e € E tetszéleges és f egy ut E-ben ey-bdl e-be.
Ekkor A(f) egy olyan it E'-ben, amelynek kezdépontja €}, és amelyre

minden ¢ € [0, 1]-ve p/(h(f(t))) = p(f(t)). Tehét, h(f) felemelése a po f
utnak ej kezdéponttal. Mivel a [2.54] Allitas alapjan az ilyen felemelés
egyértelmil, ezért ez megegyezik f’-vel. Tobbek kozott,

hie) = h(f(1)) = f'(1) = he).

Mivel ez minden e € E-re teljesiil, ezért h = h.
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Tegyiik fel végiil, hogy (E’,p’) is univerzalis fedétér. Alkalmazva a
tételt E és E' szerepét megcserélve, 1étezik egy h' : E' — FE leképezés
is, amelyre p' = poh/ és h'(e})) = ep. Ekkor a b/ o h : E — E leképezés
eo-t eg-ba viszi, és teljesiil rd hogy poh’oh = p. Am ugyanez teljesiil az
Idg : F — E identikus leképezésre is. Az unicitds miatt ' o h = Idg,
vagyis h bijektiv és h=1 = h’. Mivel I/ az eddigiek alapjan folytonos,
ebbol kovetkezik, hogy A homeomorfizmus. O

Vizsgéljuk most meg, hogy egy adott térnek milyen tulajdonsagu
fedéterei lehetnek.

DEFINICIO 2.61. Legyen p' : E/ — B egy fedés. Ekkor egy olyan
f : E' — E’' homeomorfizmust, amelyre p’' o f = p/, E' egy fedd-
transzformdcidjanak nevezzik. Rogzitett £ — B fedés fedo-transzformécioi
a kompoziciéra nézve csoportot alkotnak, melyet B fedd-csoportjinak
hivunk, és F(E’, B)-vel jelolink. Végil, egy p' : E' — B fedést
requldrisnak mondunk, ha valamely by € B-re F(E', B) tautologikus
hatdsa (p')~!(bg)-on tranzitiv.

ALLITAS 2.62. Ha F(E', B) tranzitivan hat (p') = (bo)-on (vagy valamely
részhalmazdn), akkor egyszeresen tranzitivan hat rajta.

BizoNY{TAs. Tegyiik fel, hogy az f € F(FE', B) fed6-transzforméciora
teljestil, hogy f(ep) = e valamely e € E’-re. Legyen ekkor

Z={z€ekFE: f[f(z)=2z2},
ami nyildn egy nemiires halmaz, amely a kovetkezé lemma miatt zart.

LEMMA 2.63. Legyen Y eqy Hausdorff-tér, X topologikus tér, f,q :
X =Y folytonos leképezések. Ekkor a Z = {z € X :  f(z) = g(2)}
halmaz zart.

BizONYITAS. Legyen z € X \ Z, azaz f(z) # g(z). Mivel Y Haus-
dorff, ezért léteznek U, V nyilt kérnyezetei rendre f(2), g(2)-nek, ame-
lyekre U NV = (. Mivel f,g folytonosak, azért f~1(U) és g~ (V)
nyiltak, és nyilvan tartalmazzak z-t. Igy a metszetiik f~(U)Ng='(V)
is nyilt X-ben, és beléle minden = pontra f(z) € U és g(x) € V All
Tobbek kozott, f(z) # g(x), s igy f~H(U)Ng (V) C X\ Z. O

Elegendé tehdt megmutatnunk, hogy Z nyilt is, mert ekkor E’
Osszefliggdsége miatt Z = E', és igy f az E' identitasa. Legyen tehdt
z € Z tetszOleges és U C B olyan nyilt halmaz, amely tartalmazza
P'(2)-t és amelyet p’ egyenletesen fed:

©)'0) =11v
icl
ahol p'|y; homeomorfizmus minden ¢ € I-re. Ekkor z € Z miatt f(z) =

z € V,, pontosan egy ig € I-re teljesiil. Mivel f folytonos, ezért létezik
olyan W C V,, nyilt halmaz, amelyre teljestil hogy minden x € W-re
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f(z) € V;,. Ekkor azonban, mivel p'|y bijektiv, ezért minden = € W-re
is teljestl f(z) = z, vagyis Z nyilt. O

FELADAT 2.64. Mutassunk példét olyan p’ : E/ — B feddleképezésre,
amelyre B 0Osszefliggé de E' nem, és amelyre F'(E’, B) tranzitivan de
nem egyszeresen tranzitivan hat (p’)~!(bg)-on!

ALLITAS 2.65. Ha p : E — B univerzdlis feddleképezés, akkor p
requldris.

B1zoNYITAS. Legyenek eg,e; € p~t(by) tetszéleges pontok. Ekkor
a Allités alapjan (E' = E vélasztassal) létezik pontosan egy olyan
h leképezés, amelyre p = po h és h(eg) = e;. Ez a h a keresett fedo-
transzformacio. U

A kovetkez6 eredmény kimondasahoz bevezetiink néhany jelolést.
Legyen p' : E' — B egy tetszbleges fedéleképezés és rogzitsiink egy
ey € (p')~(by) pontot. Ekkor értelmezhetd egy

(2.7) tey : f € F(E',B) — f(eg) € (9) " (bo)

leképezés, amely a Allftasbol kivetkezben injektiv. Amennyiben
p': E' — B reguldris, akkor definici6 alapjn ., sziirjektiv is. Jelolje
tovabba R, (illetve L,) a g elemmel vett jobbrdl (illetve balrdl) vald
szorzast F'(E', B)-ben; ekkor tobbek kézétt Ryo Ly-1 = Ly-10 Ry, a g
elemmel val6é konjugalas.

ALLITAS 2.66. Bdrmely ¢, € (p')*(by)-ra és ¢ € F(E', B)-re
legyen ey = p(e)). Egy bo-alappoti f hurok esetén jeldlje f az e-
kezdoponti felemeltjét. Végiil, legyen

Lo ={[fl € m(B,bo) : f(1) € Im(eey)}-
Ekkor teljestilnek a kovetkezok.

(1) Az leképezés ekvivaridns az F(E', B) hatdsdra sajdt magdn
az L balrél vald eltoldssal és (p') ™ (by)-n a tautologikus hatdsdval:
minden fo € F(E', B)-re

tey © Ly = f20Lg.

(i)

Le’l(f) = Lef) © R@(f)v
tobbek kozott

1 -1
Lot = R, 0 Lo

(iii) A —ban értelmezett ¢ leképezésre
L%l o ¢e6 : Fef) — F(E/, B)
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szurjektiv csoport-homomorfizmus. Tobbek kézott, ha p' requldris,
akkor

L%l 0 ¢y (B, bo) = F(E',B)
szurjektiv csoport-homomorfizmus.
(iv) A pont homomorfizmusa konjugdlds erejéig jol meghatdrozott:
Le_/ll © Qbe’l = QD(LQ_{)I © qbe{,)(p_l'
BizoNYiTAs. (i) Barmely f; € F(FE’, B) esetén

tey © L, (f1) = ey (f20 f1) = fa 0 filey) = falte, (f1))-
Definicié szerint barmely f € F(E', B)-re

tey (f) = f(€)
= f(p(en))
= fop(e)
= Lef, (fow),
ami bizonyitja az elsé azonossagot. A masodik azonossdgot ebbdl in-

vertalassal kapjuk.
A leképezés ', értelmezési tartomanya nyilvan a lehetd legb6vebb.

LEMMA 2.67. Ha p' regularis fedéleképezés, akkor
Fe’o = 7T1(B, bo)
B1zoNYITAS. A definiciékbdl azonnal kovetkezik. O

Az aldbbiakban feltessziik, hogy [g], [h],... € T'e;. Az egységelem-
tartas azonnal kovetkezik a konstrukciébdl: az e, dllandé by hurok e
kezd8ponti felemeltje az e, dllandé ej hurok, amelynek végpontja e,
tehdt (az egyszeres tranzitivitds miatt) ¢, az identikus fedé-transzformdaciénak
felelteti meg.

A szorzat-tartas analég a [2.38) Tétel homomorfizmus-részével. Le-
gyenek [g], [h] € m(B,by) és g,h a g,h : I — B leképezések azon
felemeltjei E'-re, amelyre §(0) = e[, = h(0). Ekkor Per, definiciéja miatt
e ([9]) = 9(1) € ()7 (bo) és &y ([h]) = h(1) € (p') "} (bo); egyszeriiség
kedvéért jeloljiikk ezen pontokat rendre e, e5-vel. Legyenek tovabba
v, € F(FE', B) azok a fed6-transzforméaciok, amelyekre p(ef)) = €}, ¥(e)) =
e, Ekkor definicié szerint Le_él 0 ¢ ([g]) = ¢ és Le_'ol 0 ¢¢ ([h]) = 1 llnak.

Azt kell tehat beldtnunk, hogy

23) o by (i) = w0
Legyen ehhez }:1 a h: 1 — B leképezés azon felemeltje E'-re, amelyre
h(0) = ¢,. Ekkor §# h a g * h leképezés azon felemeltje F'-re, amelyre

G * h(0) = €. Masrészt, mivel ¢ fedStranszformécié azért ¢ o h is
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olyan felemeltje h-nak, amely kezdépontja €|. Az adott kezd6ponti
ut-felemelés egyértelmiisége miatt ezért

h=poh.
Tehat,

azaz po1) az a fedé-transzformdacio, amely e-t ¢ ([g][h])-ba viszi, ami
éppen (|2.8)).

A sziirjektivitashoz legyen i € F(E', B). Legyen f egy ej-t 1h(e})-
vel sszekotd Gt E'-ben, f = p' o f. Ekkor L;él o ¢ ([f]) = ¥

(iv) Barmely ¢} € (p')~'(by) esetén jeldljiik g-vel g felemeltjét E'-re
e} kezd6ponttal. Lattuk, hogy

g=¢og,

tobbek kozt,
(2.9) e ([9]) = (e (9]))-
Ebbél és a (i) pontbdl kovetkezik, hogy minden [g] € 71 (B, by)-ra

t 0 9t ([9]) = Rypm1 015" 0 0 0 dey ([9]).
Mivel ¢, ekvivaridns az L-hatdsra (Id. pont), ezért e képletben
felcserélhetjiik L;E)l—t és -t

Lt 0 0e,([9]) = Rp10 Ly 01" 0 9 ([9]),

és a bizonyitas kész. O

A [2.66 Allités pontja miatt értelmes tehat Le_é)l 0 (e magjarol
beszélni a I'yy részcsoportban. Tovabbd, a [2.66 Allités pontja
értelmében ez ef, valasztasatol fliggetlen.

ALLITAS 2.68. Ha p' : E' — B eqy tetszbleges fedbleképezés, akkor
létezik eqy természetes

Ker(ae’é1 0 pe) = mi(E' ep)
1zomorfizmus, amely definidl eqy

-1
Le, O¢E/

(2.10) 1= m (B, eh) 25 Ty % F(E', B) — 1
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csoport-bovitést. Tobbek kozott,
(i) m(E', e5) normdloszto Ty -ban;
(i) ha p’ reguldris, akkor a fenti bévités:

L_,loqbﬁl

1 — m(E e)) & m (B, b)) — F(E',B) — 1.
(i) ha p: E — B egy univerzdlis fedbdleképezés, akkor
Lo 0 Gey (B, by) — F(E, B)
bijektiv.

BizONYITAS. Egy [g] € m(B,by) osztalyra Le_é)l o ¢ definicidja
alapjén [g] € Ker(Le_{)1 o ¢¢;) akkor és csak akkor 4ll, ha g : [ — B-
nek egyetlen ej, kezdépontu g : I — E’ felemeltjére g(1) = €. Azaz,
minden [g] € Ker(L;)1 o ¢ ) esetén g megad egy e kezddponti hurkot

E'-ben. Ha h egy g-vel 1it-homotép hurok B-ben, akkor a [2.55] Tétel
miatt A is at-homotop §-vel E’-ben; tehat kapunk egy jol-értelmezett

Ker(ae_,o1 0 ¢er) = m(E, €p)

leképezést. Ez nyilvan egy csoport-homomorfizmus, mert mindkét cso-
portban a hurkok Osszefizése a miivelet. Tetszéleges ef, kezdOpontu
~ : I — E' hurokra nyilvan p’ oy egy by kezdéponti hurok B-ben, ame-
lynek ej kezdéponti felemelése 7, gy o ([ 07]) = ¢y € () (bo),
azaz, Le_él 0¢([p'oq]) =1 € F(E', B), tehat a fenti leképezés sziirjektiv
([p ov] — [v]). Az injektivitds trividlis: ha adott egy g : I — B
hurok amelynek ej, kezd6ponti g felemeltje it-homotép az allandé e
leképezéssel E’-ben valamely F' ut-homotdpia éltal, akkor nyilvan p’o F'
ut-homotopia g és az allandé e, hurok kozott.

Az el6z6 bekezdés szerint w1 (B, by) tehét el6all, mint F(E’, B) b6vitése
am (E', ef) csoporttal. Mivel a fenti gondolatmenetben a [y] € w1 (E’, ef)
hurok képe 71 (B, bp)-ben a [p’ o] volt, kivetkezik hogy a egzakt
sorozatban az elsé leképezés p!.

Ha E’ regularis, akkor az allitas kovetkezik a Lemmabdl, ha
pedig E univerzilis, akkor a reguldris esetbél, mivel m(E,ep) = 1. O

Ezzel elérkeztiink a fedés-elmélet Galois-tételéhez:

TETEL 2.69. Legyen B eqy fvszeriien osszefiiggd és lokdlisan fvszeriien
osszefiiggd Hausdorff topologikus tér és E eqy ugyanilyen tulajdonsdgu
univerzalis fedotere, valamint by € B tetszéleges. FEkkor létezik eqy
kolcsondsen egyértelmii megfeleltetés a kovetkezd halmazok kézott:

(i) p' : E' — B fedések izomorfizmus-osztalyai;

(il) H C m(B,by) részcsoportok.
Tovabbd, ennél a bijekciondl a requldris fedések az N <imi(B, by) normdlosztoknak
felelnek meg.
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MEGJEGYZES 2.70. Nem adtunk feltételt arra, hogy mikor 1étezik
univerzalis fedotér.

BizoNY{TAS. Tetszbleges p’ : E' — B fedésre és e, € (p')~(bo)

elemre a
p.:m(E' ey) — m(B,by)

homomorfizmus injektiv: valéban, ha valamely v : [ — E’ hurokra p’o~y
ut-homotdp az azonosan by hurokkal, akkor a Allités értelmében
7 is tt-homotdp az azonosan ef, hurokkal, tehat [y] = 1 € m (F', ¢}).
Ezért m (', e],) tekinthet ugy, mint m (B, by) egy részcsoportja. Tovabba,
ha p’ regularis fedéleképezés, akkor a Allitas (i) része megad egy
(2.10) csoportbévitést, tehat mi(E', e})) normdaloszté (B, by)-ban. A
2.66| Allitas része miatt raadasul rogzitett by € B esetén Ker(Le_61 o

be;) < m1(B, bo) fliggetlen e vélasztdsdtol, mert a Le_{)l o ¢ leképezés

egy konjugalas erejéig fligg e(-tél. Amennyiben p” : E” — B izomorf
fed6tér E'-vel (azaz létezik egy h : E' — E” homeomorfizmus, amelyre
p' =p" o h), akkor
p, = pioh,
és mivel
hy : m(E' ey) = m(E", ep)

izomorfizmus, azért pl, és p! képe megegyeznek m (B, by)-ban.

Be kell latnunk az ellenkez6 iranyt is: tegyiik fel, hogy adott egy
H C (B, by) részcsoport, és szerkessziink hozzé egy p¥ : E¥ — B
fedést!Ehhez vegyiik észre, hogy a Allitas része valamint a
Allitds miatt 7 (B, by) tranzitivan hat E-n, B hanyadossal. Tehét
H definial egy ~py relaciot E-n a kovetkezoképpen:

e~ge e =h-e valamely h € H-ra.
Ez egy ekvivalencia-relacié, mivel H csoport. Legyen most
E" =E/ ~y,

és jeloljiik egy e € F elem Ef-beli osztalyat [e]~#-val. Ekkor léteznek
tautologikus

¢ -E—-E"  p".E" 5B
leképezések. Konnyen latszik, hogy ¢, p fedSleképezések: ha p egyen-
letesen fed valamely U C B nyilt halmazt, akkor p” is egyenletesen fedi
U-t, és q" egyenletesen fedi (pf)~1(U)-t.

Lassuk most be, hogy ha H = N < m(B, by) normdloszt6, akkor a
fent megadott p" reguldris fedSleképezés: legyenek e, = [eo]™™, ¢} =
[e1]™V tetszOleges olyan pontok E’-ben, amelyekre p™(ef) = p™(e}),
azaz p(eg) = p(er). Mivel p reguldris, azért létezik egyetlen olyan
¢ € F(E, B), amelyre ¢(ey) = e;. Legyen ekkor minden e € E-re

¢ ([e]™) = [p(e)]™ € E".
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Ez jol értelmezett, mert mivel N normaloszto, azért minden n € N-re
létezik olyan n’ € N, amellyel

p(ne) = (pon)(e) = (n o p)(e) = n'(e(e)),
és igy
p(ne) ~x p(e).
Nyilvan ekkor ¢’ egy fedé-transzformdcidja p™-nek, amelyre tovdbbd

¢'(ep) = ¢ (lea]™) = [p(e)]™ = [ea]™ = €.

Lassuk be végiil, hogy a két konstrukcié egymas inverze. Elsoként
lassuk be, hogy E*-hoz a megfeleltetés a H C (B, by) részcsoportot
rendeli. A Allités miatt g regularis fedSleképezés, ezért a
Allités része szerint

m(E' e,) = F(E,E)

teljesiil. Tovadbba, egy ell = [eg]~# € Ef pont ¢ 4ltali 8sképe
nyilvanval6an bijekciéban &ll az N alaphalmazaval, hiszen (B, by)
hatasa B-n a Allités értelmében egyszeresen tranzitiv, tobbek kozt
semelyik n € N\ {1} sem rogzit egyetlen e € E elemet sem. Alkalmaz-
zuk a Tételt a ¢/ univerzalis fedéleképezésre: azt kapjuk, hogy

m(BY ety =H
mint halmazok. Az eddigiekbdl kapjuk, hogy
F(E,E")=H

mint halmazok. Az Allités részének bizonyitasdhoz hasonléan
adddik, hogy ez a bijekcio tulajdonképpen egy

F(E,E")~H
csoport-izomorfizmus, azaz
m(BEY ey = H

is csoport-izomorfizmus, tehat ez a konstrukcié az ellenkez6 iranyu kon-
strukcié inverze.

Végezetiil lassuk be, hogy amennyiben B valamely p’ : £/ — B
fed6terére és valamely p/(ef,) = by pontokra m (E', ej) = H C m (B, by),
akkor az (E',p') és a fent megszerkesztett (EH, pH) fedéterek izomor-
fak. Ehhez legyen eq € E tetszoleges felemeltje by-nak és tekintsiik az
edl = [eo]™# alappontjat E¥-nak. Ekkor az Allités miatt létezik
egy és csak egy olyan

h:E— FE
folytonos leképezés, amelyre p'oh = p. Legyenek z, y tetszéleges pontok
E-ben, amelyekre p(z) = p(y). Vegyiik észre, hogy ekkor h(z) = h(y)
akkor és csak akkor teljesiil, ha © ~p y. Masképpen kifejezve, h

keresztiil-vezetheto egy
h BT — E
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homeomorfizmuson. Konnyen latszik, hogy p’ o hfl = p# 4ll. Ezzel a
tétel bizonyitasat befejeztiik
U

FELADAT 2.71. Legyenek q : X — Y ésr: Y — Z fedbleképezések,
és tegyiik fel hogy r véges. Bizonyitsuk be, hogy ekkor p =roq: X —
Z is fedoOleképezés!

FELADAT 2.72. Legyen p : EE — B egy véges fed6tere egy kompakt
B térnek. Mutassuk meg, hogy ekkor F is kompakt!

FELADAT 2.73. Legyen p : G — H egy feddleképezés, ahol H
topologikus csoport. Legyen e € H az egységelem és e* € pl(e)
tetszoleges. Mutassuk meg, hogy ekkor létezik pontosan egy csoport-
struktira G-n, amelynek e* az egységeleme és amelyre p csoport-homomorfizmus!

FELADAT 2.74. Legyenek Xi,..., X, topologikus terek és z; € X;
minden 1 < j < n-re.

(i) Bizonyitsuk be, hogy az X = Xy x---xX,, tér xg = (z1,...,2,)
alapponti fundamentalis csoportja
7T1(X1,33’1) X+ X 7T1(Xn,$n)!
(ii) Legyen f; : X; — T™ egy folytonos leképezés minden 1 <
j < n-re, és definidljuk az
f:X-=T"
(W1, yn) = frlyn) + -+ Fulyn)

leképezést, ahol a jobb oldalon +-on T™ = (S')™ természetes
csoportmiveletét értjiik. Bizonyitsuk be, hogy ekkor

fo i m (X, x0) = m (T™,0)
az a homomorfizmus, amely tetszéleges
(a1, ) € m(Xy, o) X - X (X, )
elemet a

(fl)*al + (fn)*an ez
pontba képez!

2.2.4. A gombok, a projektiv terek és a Klein-kancsé fun-
damentalis csoportjai. Eloszor szamoljuk ki a gombok fundamentalis
csoportjait! Az 1-dimenziés S' gombre mar lattuk, hogy m (S, 1) = Z.

LEMMA 2.75 (Seifert—van Kampen). Legyen X egy topologikus tér,
U és V nyilt részhalmazai X -nek, amelyekre X = U UV és U N
V' ivszerien osszefiiggd. Jeloljik i-vel és j-vel az U és V' halmazok
bedgyazdsat X -be. Ekkor tetszéleges xg € UNV -re w1 (X, x0)-t generdlja
1. (U, xo) €s jum1(V, x0).
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B1ZONYITAS. Azt kell beldtnunk, hogy minden x-beli f hurok X-
ben 1it-homotép valamely gy *go*- - - * g,-nel, ahol minden g; egy x¢-beli
hurok U-ban vagy V-ben.

Mivel U és V nyiltak X-ben és f folytonos leképezés I-bol X-be,
FHU) és f~YV) nyilt fedését adjak I-nek. Megmutatjuk, hogy létezik
olyan

O=c<a<---<c,=1
beosztas, amelyre minden 0 < j < n esetén
e [cj,cip1] C f7HU) és [¢j,¢j41] C f7HV) koziil legaldbb az
egyik teljestil;
o ¢ € fTHU)NFTHV).
Valéban, legyen ¢ > 0 a fedés Lebesgue-szama; ekkor minden e-nal
finomabb
O=agp<a1 <---<ay=1
fedésre az elsé feltétel definicié szerint teljesiil. Az dltalanossag megszoritdsa
nélkiil feltehetjiik, hogy [ag,ai] € f~'(U). Legyen Jy a legkisebb
olyan J index (amennyiben ilyen létezik), amelyre [as, a;41] € f~1(U)
nem teljesiil; amennyiben nincs ilyen J érték, akkor legyen Jy = N.
Tegyiink ekkor ¢; = ay,-t: mivel [ay,,az,11] C f71(U) nem teljesiil,
azért az elsd tulajdonsdg értelmében [ay,,az,11] € f~1(V)-nek tel-
jesiilnie kell, tobbek kozt ay, € f~H(U) N f~1(V). Tovabba, [0,¢] C
f~YU) is igaz, mert

[07 Cl] = [07 al] U---u [aJofla a]o]>

ahol a jobb oldalon szereplo intervallumok mindegyike részhalmaza
f~YU)-nak. Legyen most J; a legkisebb olyan J > J; index (amenny-
iben ilyen 1étezik), amelyre [as,a;41] € f1(V) nem teljesiil; amenny-
iben nincs ilyen J érték, akkor legyen J; = N. Tegyiink ekkor co = ay,-
et; és igy tovabb. Hasonléan a fenti érveléshez konnyen lathato, hogy
ezekkel a valasztasokkal a c; sorozat mindekét feltételt is teljesiti.
Legyen most f; az az it X-ben, amelyik az f megszoritdsa a [c;_1, ¢;]
szakaszra (a t id6koordindta megfeleld (c;—c;—1)~-szeres felgyorsitasdval).
Ekkor minden f; képe vagy U-ban vagy V-ben fekszik. Minden j &
{1,...,n—1}-re vélasszunk egy o; utat UNnV-ben f(c;)-b6l zo-ba. Ilyen
ut 1étezik, mert UNV fvszertien Osszefliggd. Legyen g; = (oj_1* f)*ay;
ekkor g; egy wo-beli hurok U-ban vagy V-ben. Konnyen ldtszik, hogy

1= lg] -+ gnl-
O
TETEL 2.76. Bdrmely n > 2-re az S™ gomb eqyszeresen 6sszeftiggd.
BizoNYITAS. Legyenek e = (0,...,0,1) d = (0,...,0,—1) az S™
“bszaki” és “déli polusa”, U = S" \ e és V = S™\ d. Mivel S™\ (eUd)
ivszeriien Osszefliggd, alkalmazhatjuk a Lemmat. Azt kapjuk, hogy
tetszbleges xg ¢ {e,d}-re m(S™, xo)-t generdlja m (U, o) és m(V, o)
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képe. Mivel R" egyszeresen 0Osszefiiggd, elég belatnunk a kovetkezd
lemmat.

LEMMA 2.77. Tetszdleges p € S™-re az S™\ {p} homeomorf R"-nel.
B1zONYITAS. Az altaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy
p = e, az északi pélus. Legyen 7 : S"\{e} — R" az a leképezés, amelyre
1
1 — Y1
Ennek neve a sztereografikus vetités, és 7 a gdbmbot az északi sarkpontbol
a Ynt+1 = 0 egyenliton atmeno hipersikba vivo linearis vetités. Konnyen

belathaté, hogy 7 homeomorfizmus, és inverze p : R" — S™\ {e} az a
leképezés, amelyre t(zq,...,x,) = ﬁ—tel

plxy, ... zn) = (t(@)2y, ... tH(z)T,, 1 — t(2)).

T Yna) = (1s -5 Yn)-

U
g

A tételbol konnyen meghatarozhatjuk a projektiv terek fundamentalis
csoportjat.

KOVETKEZMENY 2.78. Minden n > 2-re az RP"™ n-dimenzids pro-

jektiv tér fundamentdlis csoportja (tetszéleges alappontra) a kételemi
Z/(2) csoport.

B1zONYITAS. Az S™ — RP" kanonikus leképezés egy kétrétii fedése
RP"-nek; valéban, minden p € RP" pont 6sképe két atellenes () és —Q)
pont S™-n, és az ezen két pont altal meghatdrozott egyenesre meroleges
S hipersik két olyan részre osztja S"-et, amelyek egyenletesen fedik a
képliket. Tovabbé, az eléz6 tétel szerint ez a fedés univerzélis. A
Tétel alapjan m (RP", p) kételemii halmaz. Mivel az egyetlen kételemi
csoport a Z/(2), ezért az allitds kovetkezik. d

FELADAT 2.79. Mutassunk egy nemtrividlis elemet m; (RP?, p)-ben!

TETEL 2.80. A K Klein-kancsd fundamentdlis csoportja az a cso-
port, amit az A és B elemek generdlnak az eqyetlen ABA™'B = 1
relacioval.

BizONYITAS. Definicid szerint K a [0,1] x [0, 1] egységnégyzet egy
hényadosa. Minden (n,m) € Z?-re helyezziik [0, 1]x [0, 1] egy példdny&t
az R2-re gy, hogy a (0,0) pont az (n,m) pontba keriiljon. Igy “ki-
tapétaztuk” R2-t, azaz minden pontjit lefedtiik [0,1] x [0,1] eltolt-
jaival. Azon pontok, amelyeknek legalabb egy koordinatdjuk egész,
tobbszordsen vannak fedve, a tobbi pont azonban egyszeresen. A téruszhoz
hasonléan K is megkaphaté mint R? egy hdnyadosa: pontosan azon
(x1,11) és (22, y2) pontokat azonositva, amelyekre vagy y; — yo € Z és
egyuttal r1 —xo € 2Z, vagy pedig y1 +y2 € Z ¢és egyuttal x1 —1z2+1 €
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27. Hasonléan a térusz esetéhez belathaté, hogy az R? — K leképezés,
amely (z,y)-hoz az ekvivalencia-osztélyét rendeli, ismét fedéleképezés.
Tehét a Tétel miatt létezik egy bijekcié a (K, (0,0)) és Z>
halmazok kozott, amely azonban mar nem csoport-homomorfizmus.
Legyen ugyanis A € m(K,(0,0)) a (0,0)-bdl (1,0)-ba vezets szakasz
altal generalt hurok osztélya, és B € m(K,(0,0)) az (0,1)-bdl (0,0)-
ba vezeté szakasz altal generalt hurok osztalya. Ekkor nyilvanvaléan
minden (n,m) € Z? elérhetd (0, 0)-bdl véges sokszor egymds utan alka-
Imazva A, B, A~', B~! egyikét; tehdt A és B generdlja m (K, (0,0))-t.
Am, mivel (0,1) ~ (1,0) és (0,0) ~ (1,1), ezért az (1,0)-t (1,1)-gyel
Osszekoto szakasz altal generalt hurok osztdlya B. Ebbol kovetkezik,
hogy a (0,0), (1,0),(1,1),(1,0), (0,0) pontokat egymés utén bejaré sza-
kaszonként linedris hurok osztélya ABA™'B. M4srészt ez a hurok 1t-
homotép az azonosan (0, 0) hurokkal, tehat osztélya az 1. Ebbél kapjuk
az ABA™'B = 1 reldciét.

Hétravan annak bizonyitdsa, hogy ez a relacié general minden mas
relaciot m (K, (0,0))-ban. Legyen

H=A"B"... AN Biv

valamely kq,lq,...,kn, Iy € Z-re az egységelem w1 (K, (0,0))-ban. Az
ABA™'B = 1relacié segitségével a H szorzatban AN B'V_t lehet helyettesiteni
BEWN AkN_nel. Ezzel H-t AFBh ... Biv-1 AN alakra hoztuk valamely
Iy € Z-re. Ebbdl teljes indukcidval lathaté, hogy H-t B"A™ alakra
hozhatjuk valamely m,n € Z-re. Egy ilyen hurok osztdlya akkor és
csak akkor trividlis 71 (K, (0, 0))-ban, ha (0,0)-bdl indulva ugyanide tér
vissza. Mivel az B"A™ 1t (0,0)-bdl (m, —n)-be vezet, ezért H = 1-bol
kovetkezik hogy m = n = 0. Tehdt H-t az ABA™'B = 1 reldciét
hasznalva trivialis alakra hoztuk, tehat H benne van az ABA™!' B 4ltal
generalt normalosztoban, amit be akartunk latni. U

TETEL 2.81. Minden g > 2-re a ¥, g nemi felilet fundamentdlis
csoportja az a csoport, amelyet az Ay, By, ..., Ay, By elemek generdlnak,
az egyetlen

[A1, Byl -+ [Agv Bg] =1
definidlé reldcidval, ahol [A, Bl = ABA™'B1.

Bi1zoNyITAs. Tekintsiik X -t mint egy P zart szabélyos 4g-szoget,
amelynek oldalait a Példa alapjan azonositjuk. Konnyen
leellendrizhetd, hogy P minden cstcsa azonositva van Xg-ben; jeloljik
Y ,-nek ezt a pontjat po-val. Tehét az Ay, By, A7', Byt, ..., Ay, By, A7, B!
oldalak mindegyikének képe egy py alappontt hurok lesz ¥,-ben. A
Allitasban be fogjuk latni, hogy Y, univerzalis fedétere a H hiperbo-
likus sik. Tobbek kozt a [4.6] Kévetkezményben be fogjuk latni, hogy
a fenti hurkok mindegyike nem-trividlis elemet hataroz meg m (24, po)-
ban. Jeloljik ezen hurkok homotopia-osztalyait szintén az

Ay, By, AT By Ay, By ALY B
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szimbdélumokkal. Azt is latni fogjuk tovabba, hogy ezen elemek generaljak
(24, po)-t. Léssuk most be, hogy ekkor teljesiil [Ay, By] - - - [4,, B,] =
1. Ehhez vegyiik észre el6szor, hogy P-ben az Aj-val jelolt oldalt
végigjarni pozitiv irdnyban (ami m(X,, po)-ban az Aj hurkot jelenti)

> 4-ben ugyanazt jelenti, mint az A,:l—zel jelolt oldalt végigjarni negativ
iranyban; és hasonléképpen Bj-ra és B, Lre. Ha tehét elindulunk A4,
kezdépontjabol és sorra végigjarjuk P oldalait pozitiv iranyban, akkor

> 4-ben az

A1*Bl*Al_l*Bl_l*---*Ag*Bg*Agl>|<Bg_1

utat tessziik meg. Ennek az osztdlya definicio szerint [Ay, By] - - - [A,, Byl
Mésrészt, ez a hurok trividlis ¥,-ben, mert P-ben is hurok, és P kon-
vex 1évén minden hurok null-homotép benne, és egy null-homotépia ~
altali képe is null-homotodpia.

Végiil, azt hogy (A1, By] - - - [A,, B,] = 1 minden mads relaciét generdl
m1(2y, Po)-ban, az univerzélis fed6tér ismeretében a Klein-kancsé esetéhez
hasonléan (de anndl bonyolultabban) lathatjuk be. Konkrétan, azt
kell belatnunk, hogy barmely olyan, az A; illetve B; betiikbol &llé
sz6, amely p-beli felemeltje p-ben végzodik, a fenti egyetlen relécio
segitségével az iires szova redukalhaté. Nevezziink egy H-beli, A; il-
letve B; élek felemeléseibdl all6 hurkot egyszertinek, ha (a kezdépontjat
kivéve) egyetlen csiicsot sem érint t6bbszor a képe. Konnyen lathato,
hogy minden egyszeri hurok két részre osztja H-t, és az egyik a par-
kettazas véges sok 4¢-szogét tartalmazza. Ekkor, az [A;, By - - [Ay, By| =
1 relacié véges sokszori alkalmazasaval egyenként levédlaszthaté minden
4g-s70g a sokszog belsejébol, azaz az eredeti egyszerii hurkot leird szo
a fenti relacié segitségével az tlires széba modosithaté. Amennyiben az
eredeti szavunk tehat egyszert hurkot ir le, akkor ezzel készen vagyunk.
Kiilonben, kezdjiik el bejarni a hurkot, és tekintsiik azt a C' csicsot,
amelyiket leghamarabb érintiink mésodszor. Ekkor, a huroknak a C'
két érintése kozti része egyszerli hurok. Erre alkalmazva az el6z6 gon-
dolatmenetet, az eredeti szét tudjuk redukélni a relécié segitségével egy
rovidebb szova. Az eredeti szd hossza szerinti teljes indukcioval most
mar az allitas konnyen igazolhaté. O

KOVETKEZMENY 2.82. Az S?, RP?, T?, %, (ahol g > 2) és K
terek paronként nem homeomorfak.

B1zoNYITAS. Ezen terek koziil S? az egyetlen egyszeresen osszefiiggd,
tehat a Allités miatt nem homeomorf egyetlen masikkal sem a
felsoroltak kozil. RP? az egyetlen nem-egyszeresen osszefiiggd tér a
listabol, amelynek nem-trivialis véges a fundamentélis csoportja, tehat
ez sem homeomorf egyetlen méasikkal sem a felsoroltak koziil. T2 és K
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fundamentélis csoportjai ugyan mindketten végtelenek, de T2-¢é Abel-

féle, mig K-é nem (A és B nem kommutalnak), tehat ezek sem homeo-
morfak. Hasonléan ¥, fundamentélis csoportja is végtelen nem-kommutativ,
tehdt ez sem homeomorf S2-vel, RP?-vel és T%-vel sem.

Lassuk be, hogy a X, terek fundamentalis csoportjai nem izomorfak
egymassal kiilonbozé g értékekre és K fundamentalis csoportjaval sem.
Tetszbleges G csoportra legyen G* az a csoport, amelynek ugyanazok
a definidlé elemei, mint G-nek, de G relaciéihoz még hozzavesziink
minden olyan relaciét, ami azt fejezi ki, hogy G generatorai kom-
mutdlnak. Ekkor G* egy Abel-csoport, amit G Abel-féle részének
neveziink. Nyilvanvald, hogy G Abel-féle része az a csoport, amiben
minden szorzast ugyanugy végziink mint G-ben, de barmely két eleme
kommutdl. Konkrétan, jeloljiik |G, G]-vel G kommutator-részcsoportjat,
azaz az 0sszes g1gag; g, - alaki elem altal alkotott részhalmazt, ahol
91,92 € G. Ismert, hogy [G,G] normalosztéja G-nek, és konnyen
lathaté, hogy

G = G/[G, .

Tobbek kozott, izomorf csoportoknak izomorfak az Abel-féle részeik
is. Tekintsiik most 7 (K)*-t: a Tétel miatt ez tehdt az a cso-
port, amelyet A és B generdl, amelyek felcserélhetok és teljesitik az
ABA™'B = 1 reldciét. Mivel A és B felcserélhetd, ez a relacié az
AATIB? = 1l-re, vagyis B%? = l-re redukalédik, azaz B masodrendfi
elem. Azt kapjuk tehdt, hogy

m(K)™ =7 % (2/(2)),

tobbek kozott (K ) rangja 1. Masrészt, m (3, po)™ az a csoport,
amelyet az Ay, B, A]', By, ... Ay, By, A;l, Bg_1 elemek generdlnak,
amelyek mindegyike kommutal egymassal, és teljesitik tovabba az

[Ala Bl] T [Aga Bg] =1

egyenletet. Ez utobbi azonban, generatorok kommutatorainak szorzata
lévén, mar kovetkezik abbdl, hogy barmely két generator kommutal.
Ezért m1(X,,p0)™ az az Abel-csoport, amit 2g elem generdl, minden
tovébbi reldcié nélkiil; tehat w1 (X, po)*® = Z%9, amelynek rangja 2g.
A végesen generalt Abel-csoportok alaptétele miatt ezek a csoportok
kiilonbozo g értékekre nem izomorfak, tovabba nem izomorfak az 1
rangt 7 (K)® csoporttal sem. Ezért a 3, terek paronként nem home-
omorfak, és egyikiik sem homeomorf K-val. O

FELADAT 2.83. (i) Bizonyitsuk be, hogy a 3-dimenziés euk-
lideszi tér 0-t rogzitve hagyé SO(3) mozgascsoportja homeo-
morf RP3-mal!

(ii) Mutassuk meg, hogy SU(2) Osszefliggd univerzalis kétrétii
fedése SO(3)-nak!
(iii) Kovetkeztessiink arra, hogy SU(2) homeomorf az S® gombbel!
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FELADAT 2.84. (i) Legyen f : M — RP? az egységnégyzet
identitasa altal meghatarozott folytonos leképezés, és my €
M,po € RP? a (0,0) pont ekvivalencia-osztalyai. Allapitsuk
meg az f, : m (M, mg) — 7 (RP? py) indukalt homomorfiz-
must! Fedoleképezés-e ez?

(i) Legyen g : M — K az egységnégyzet identitasa dltal meghatarozott
folytonos leképezés, ésmg € M, ky € K a (0,0) pont ekvivalencia-
osztélyai. Allapitsuk meg a g, : w1 (M, mg) — m (K, ko) in-
dukalt homomorfizmust!

FELADAT 2.85. (i) Minden n > 2-re hatérozzuk meg az R\
{0} fundamentdlis csoportjat!
(ii) Minden n > 2-re legyen A C R" egy (n — 2)-dimenzids altér.
Allapitsuk meg R™ \ A fundamentélis csoportjat!

FELADAT 2.86. Léteznek-e a kovetkezo terek kozott fedoleképezések?
e RP" > 1"
o C* = 77
e C* — M, ahol M a Mobius-szalag
e RP? — K, ahol K a Klein-kancsé.

FELADAT 2.87. A Lemma segitségével ldssuk be, hogy minden
n > 3-ram (SO(n),1d) legfeljebb kételemii! (Megjegyzés: a lemma egy
altalanosabb valtozatabdl az is bebizonyithatd, hogy pontosan kételemii.)
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3. FEJEZET

A Riemann-feliilettel kapcsolatos definiciok

Az el6z6 részben targyalt topologikus terek legnagyobb részének
gazdagabb struktirdja is van az eddig hasznaltaknal: sok koziiliik dif-
ferencidlhato feliilet, némelyikiik pedig Riemann-feliilet is. FEzeket a
fogalmakat vezetjiik be ebben a fejezetben.

3.1. Sokasagok, differencialhatoé strukturak
Legyen X egy Osszefliggd, megszamlalhato bazisu Hausdorff-tér.

DEFINiCIO 3.1. Azt mondjuk, hogy X egy (topologikus) sokasdyg,
amennyiben minden x € X-nek létezik egy U, nyilt kornyezete X-ben
és egy

Yp Uy =V,
homeomorfizmus valamely V,, C R" nyilt halmazzal az n-dimenzids eu-
klideszi térben. Egy ilyen (U,, y,) part X egy térképének nevezziik.
Térképeknek egy egész X-et fedd {(U;, ¢;)}ica csalddjat X egy at-
laszdnak nevezziik. Legyen {(Uj, i) }ica és {(Uj,gbj)}jeg két atlasza
X-nek. Ekkor a két atlaszt ekvivalensnek nevezzik, ha minden ¢ €
A, j € B-re amelyre U; N U; # 0, a

(3.1) Gjoprt 1 o(U;NT;) — ¢;(U;NT;)

leképezés homeomorfizmus. Végiil, két ekvivalens atlasz altal megadott
sokasag-strukturat szintén ekvivalensnek neveziink.

MEGJEGYZES 3.2. Kicserélve U,-et egy V,-beli ¢(x)-et tartalmazo
nyilt gomb ¢ altali 6sképére felteheté ebben a definicioban, hogy V
homeomorf egy nyilt gombbel; tobbek kozott, pontra hizhato. Ezt a
tovabbiakban gyakran kiilon emlités nélkiil meg is tessziik.

A kovetkez6 (szemléletesen nyilvanvalénak ting, Am matematikailag
nem-trivialis) tételt bizonyitas nélkiil elfogadjuk.

TETEL 3.3. Legyenek n és m kiilonbozd természetes szdmok, Vi C
R" és Vo C R™ nemiires nyilt halmazok. FEkkor nem létezik homeo-
morfizmus Vy és Vo kozott.

MEGJEGYZES 3.4. A tételnek az a specidlis esete, hogy R! nem
homeomorf R™nel n > 1-re, kovetkezik abbél, hogy ha R!-bél elvesziink
egy tetszoleges pontjat, akkor az eredmény egy nem-osszefiiggs tér,
mig ha R"-bol vessziik el egy pontjat n > 1-re, akkor — amint az

75
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konnyen lathaté — az eredmény {vszertien Osszefiiggd, tobbek kozott
Osszefiiggd lesz. Az pedig, hogy R? nem homeomorf R™-nel n > 2-re, a
fundamentalis csoport segitségével 1lathaté be: egy R2-beli pont kom-
plementerének deformdciés retraktuma S!, tobbek kozott nem-trividlis
fundamentalis csoportd, mig magasabb n-re egy R™-beli pont kom-
plementerének deformdciés retraktuma S™!, amely pedig egyszeresen
Osszefliggd. A tétel altalanos esetének belatasahoz hasznalni kell a fun-
damentalis csoporthoz hasonléan értelmezett tigynevezett magasabb
homotdépia-csoportokat (vagy homoldgia-csoportokat).

Legyen X egy sokasag, és tegyiik fel, hogy valamely x1, 1z, € X-re
Ugyy NU,, # 0, és

oy 2 Uzy = Vi
Py 2 Uzy = Vi,

homeomorfizmusok valamely V,, C R" és V,, C R™ nyilt halmazokkal.
Ekkor U,, N U,, egy olyan nyilt halmaz X-ben, amelyen mind ¢,,,
mind ¢,, értelmezve van. Mivel ¢,, és ¢,, homeomorfizmus, ezért a
Oy (Ug, NU,,) képhalmaz nyilt részhalmaza V,, -nek és ., (U,, N U,,)
nyilt részhalmaza V,,-nek. Mivel homeomorfizmusok kompozicidja is
homeomorfizmus, ekkor tehat a

(3'2) P12 = Py © 90:;11 F Py (le N U~T2) — QDM(ULU N U$2)

leképezés is homeomorfizmus ¢, (U,, N U,,)-b6l ¢,,(U,, NU,,)-be. Itt
Ouy (Ug, NU,, ) nemiires nyilt halmaz R"™-ben és ¢, (U, NU,,) nemiires
nyilt halmaz R™-ben. A Tételbol kovetkezik, hogy sziikségszertien

n = m. Azt kaptuk tehat, hogy a definicioban szerepl6 n érték lokalisan
egyértelmiien meghatarozott. Mivel X osszefiiggo, ezért n értéke globalisan
(egész X-en) is egyértelmiien meghatédrozott.

DEFINICIO 3.5. Az (eddigiek értelmében egyértelmiien meghatarozott)
n értéket X dimenzidjinak nevezzik. A —ben szerepld 19 leképezést
attérési fiigguénynek hivjuk. Egy 1-dimenzids sokasagot gorbének, egy
2-dimenzids sokasagot pedig feliiletnek hivunk.

PELDA 3.6. (i) Az z — |z| fiiggvény A képe R2-ben egy
gorbe; valéban, az abszcisszara valé (x, |x|) — x vetités home-
omorfizmus A és R kozott. Ez tehat megadja A-nak egy
egyetlen térképbol all6 atlaszat.

(ii) A-nak egy masik egy térképbdl &ll6 atlaszat kapjuk, ha A-
b6l R-be az (z,|r|) = sgn(x)/|z] leképezést tekintjik. Ez
ekvivalens az el6z6 pont atlaszaval: a leképezés ebben

az esetben a
z = sgn(z)/|zl,
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amely konnyen ellenorizhetéen homeomorfizmus R-bol R-be.
Ez a két atlasz tehat ekvivalens sokasag-strukturakat hataroz
meg A-n.

(iii) Az 22 +y? = z egyenletli F félkiip R3-ban felillet: itt az (x,y)
sikra valé vetités homeomorfizmus F és R? kozott.

(iv) Az 2?+y?* = |z| egyenlet(i K kiip R*-ban nem feliilet. Val6ban,
a 0 pontot eltavolitva K-bol nem o0sszefiiggd teret kapunk
(amelynek két Osszefiiggé komponense K N {z > 0} és K N
{2z < 0}), tehat 0-nak nem lehet egy R*-beli nyilt halmazzal
homeomorf kornyezete.

(v) A (0,1) nyilt egységszakasz R-ben gorbe: mivel nyilt, ezért
minden pontjanak létezik egy nyilt intervallum kornyezete.

(vi) Hasonléan adédik, hogy minden V' C R™ nyilt halmaz n-
dimenzids sokasag.

(vil) Az I zart egységszakasz nem gorbe: valéban, a 0 pontjanak
barmely Osszefliggd nyilt kérnyezete valamely [0, €) félig nyilt
szakasz, amely azonban nem homeomorf egy nyilt szakasszal
R-ben, hiszen a 0 pont komplementere Osszefiiggo.

(viii) Hasonléan igaz (de mélyebb algebrai topoldgiai médszerek
nélkiil csak koriilményeses igazolhatd), hogy az I"™ C R™ zart
n-dimenziés kocka sem sokasag.

(ix) Szintén az el6z6hoz hasonléan kévetkezik, hogy az M Mobius-
szalag nem feliilet. Ha azonban M-bél elvessziik az (z,0) és
(x,1) alaku pontok osztdlyainak OM halmazat, az igy nyert
M \ OM tér mér sokasag lesz.

(x) Az S? gémb, az RP? projektiv sik, a T2 térusz feliiletek,
és hasonléan a g nemi feliiletek is. Fzeket az allitasokat a
kés6bbiekben bizonyitjuk.

Topologikus sokasdgok kozotti leképezések folytonossagara létezik

egy egyszeru kritérium.

ALLITAS 3.7. Legyenek X ésY topologikus sokasdgok, {(U, i) }ica

és {(W;, ;) }jep X €sY atlaszai, és f : X — 'Y eqy leképezés. Ekkor
f akkor és csak akkor folytonos, ha minden i € A,j € B-re a

Vo fop ' iU f7H (W) = v(U; N W)

leképezés folytonos.

B1zoNYITAS. Mivel ¢; és 1); homeomorfizmusok, ezért tobbek kozott

@it és 1; folytonosak. Ebbdl kovetkezik, hogy ha f folytonos, akkor
Yo fo ¢: ! is az. Megforditva, ha Yo fo ¢; ! folytonos, akkor mivel
wj_l és p; folytonosak, ebbdl kovetkezik, hogy f is az. O

Emlékeztessiink most egy analizisbeli fogalomra.
DEFINiCIO 3.8. Legyenek Vi, V, C R™ nyilt halmazok, és
p:Vi= Vs
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egy leképezés kozottiikk. Azt mondjuk, hogy ¢ egy C*™-diffeomorfizmus,
vagy roviden diffeomorfizmus, ha homeomorfizmus, és inverzével egytitt
végtelen sokszor differencidlhato.

Ezek segitségével mar értelmezhetjiik a kovetkezo fogalmunkat.

DEFINICIO 3.9. Legyen X egy topologikus sokasag és {(U;, ;) bica
egy atlasza. Azt mondjuk, hogy ez az atlasz értelmez X-en egy sima
sokasdg-struktirdt, ha minden (U;,, @i, ), (Ui, pi,) térképeire (iy, iy €
A) a attérési fuggvény diffeomorfizmus. Ekkor {(U;, ¢;)}ica-t
sima atlasznak nevezzik. Ha adott X-en két sima atlasz: {(U;, ;i) }ica
és {(U i, ?)}ien, akkor azt mondjuk hogy ez a két struktira ekvivalens,
amennyiben minden ¢ € A, j € B-re a ¢; o ©; ! leképezés diffeomorfiz-
mus. Végiil, két ekvivalens sima atlasz altal megadott sima sokasag-
strukturat szintén ekvivalensnek neveziink.

MEGJEGYZES 3.10. (i) Vigyazat: egy topologikus sokasdg-
struktira nem feltétleniil hatdroz meg egy sima sokaség-struktuirat
X-en, és még ha meg is hataroz, akkor sem feltétleniil csak
egyet (1d. a kovetkez6 példat)! Ellenben, egy sima sokasédg-
struktira X-en mindig meghataroz egy topologikus sokasag-
struktirat, mert minden diffeomorfizmus egyben homeomor-
fizmus is.

(ii) Kénnyen lathatd, hogy két sima atlasz akkor és csak akkor
ekvivalens, ha az egyesitésiik is sima atlasz.

PELDA 3.11. A [3.6| Példa (fl) pontjdnak egy térképbél 4ll6 atlasza
meghataroz egy sima sokasag-struktirat A-n. Ugyanez igaz a pont-
ban szereplo atlaszara. Ez a két sima sokasag-struktira nem ekvivalens
A-n, mert az 2 + sgn(z)\/|z| az x = 0 pontban nem differencialhato.

A Allités mintajara most értelmezhetjiik a sima leképezés fo-
galmat két sima sokasag kozott.

DEFINICIO 3.12. Legyenek X és Y topologikus sokasdgok, { (U, pi) }iea
és {(W;,¢;)}jep X és Y sima atlaszai, és f : X — Y egy folytonos
leképezés. Azt mondjuk, hogy f sima leképezés X-bol Y-ba, ha minden
1€ A,j € Brea

bjo foprpiUi) = (W)
leképezés végtelen sokszor differencialhaté valamely R”-beli nyilt hal-
mazbol R™-be.

Lassuk be, hogy ez a definicié ekvivalens atlaszokra megegyezd
fiiggvényosztalyt ad, azaz két sima sokasdg kozotti sima leképezés fo-
galma fiiggetlen a koordinatdk (ekvivalens) valasztasatoll A
Megjegyzés értelmében ez a kovetkezore vezetheto vissza.

ALLITAS 3.13. Legyenek X és'Y sima sokasigok {(U;,¢;)}iea €s
{(W;,¢;)}je sima atlaszokkal, f : X — Y egy folytonos leképezés,
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v e U nNUy,és f(x) € Wi N Wa. Ekkor by o f o[ akkor és csak
akkor sima, ha 1y o f o, sima. Tovdbbd, vy o f oy’ akkor és csak
akkor immerzid illetve szubmerzid, ha 0 f oy teljesiti ugyanezeket
a feltételeket.

BizonyITAs. Mivel {(U;, ¢i)}iea és {(W;,4;)}jep sima atlaszok,
ezért a
P12 = P20 07"
és
g = g 01!
attérési fliggvények simak. Vegyiik észre hogy

a0 fopy =0 (throfop)opr,.
Az elso allitds tehdt a lancszabdalybdl azonnal kovetkezik. A masik
két allitashoz vegyiik észre, hogy mivel 15 inverzével egytitt differ-
encidlhatd, azért ¢;(x)-beli differencidlja invertdlhaté (és az inverze
megegyezik ¢, differencidljaval o (2)-ben); hasonld természetesen igaz
y9-Te is. fgy a fenti képlet és a lancszabaly miatt

Doy)(¥20 f093") = Dy (#(2))¥12 © Dipy (o) (W1 © f 097 ) © Do) 12 »

ahol a jobb oldali hdrmas kompoziciéban a két széls6 linearis leképezés
invertalhato. Elemi linearis algebra alapjan tehat a bal oldalon irt
linedris transzformacié akkor és csak akkor injektiv (illetve sziirjektiv),
ha a jobb oldalon levé kozépsé linedris transzformacié az. O

DEFINICIO 3.14. Legyenek X és Y sima sokasigok és f : X —
Y egy sima leképezés. Azt mondjuk, hogy f diffeomorfizmus X és
Y kozott, ha homeomorfizmus és inverze is sima. X-et és Y-t dif-
feomorf sima sokasdgoknak nevezziik, ha létezik kozottiik diffeomor-
fizmus. Azt mondjuk, hogy f immerzié (illetve szubmerzid) X-bol
Y-ba, ha barmely (U, ) és (W) térképén X-nek illetve Y-nak a
Dy @Yo fo ©1 ") linedris leképezés injektiv (illetve sziirjektiv). Egy
injektiv immerziét bedgyazdsnak neveziink.

PELDA 3.15. Az A halmaz a Példa ({i)) és pontjdnak differ-
encialhaté strukturaival diffeomorfak. Valéban, az

x — sgn(x)/ |z
leképezés diffeomorfizmus.

FELADAT 3.16. Legyen X egy ivszeriien 6sszefliggd kompakt gorbe.
Bizonyitsuk be, hogy X homeomorf az S! kérvonallal!

FELADAT 3.17. Igazoljuk, hogy az Sl(n,R) csoport egy (n* — 1)-
dimenzidés sima sokasag!

FELADAT 3.18. Igazoljuk, hogy az SO(n) csoport egy n(n —1)/2-
dimenzids sima sokasag!
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3.2. Peremes sokasagok és sokasagok Osszefiiggd Osszege

Ebben a részben a sima sokasag fogalmanak egy geometriailag természetes
altalanositasat adjuk meg.
Vezessiik be az

RZLFZRTL_IXRZOZ{f:(xl,...,flfn)tERni l‘nZO}

jelolést, és lassuk el a R halmazt az R"-bdl ororkolt topoldgidval!
Ekkor tehat R topoldgiajanak egy bazisit alkotjdk a kovetkezd hal-
mazok:

(3.3) B.(¥) c R", ahol z,, > ¢ > 0,
(3.4) B.(Z) NRY, ahol z,, = 0 és € > 0 tetszGleges,

ahol B.(Z) az Z koriili € sugard nyilt gdmb az eukildeszi metrikara
nézve.

DEFINICIO 3.19. X egy peremes topologikus sokasdg, ha minden
r € X pontjanak létezik olyan U, kornyezete, amely homeomorf R’}
egy nyilt halmazéaval.

Algebrai topolégiai médszerekkel belathatd, hogy nem létezik home-
omorfizmus egy alaku és egy alakd halmaz kozott. (Példaul
azn = 2 esetben B.(0)NR2 \0 egyszeresen 6sszefiiggs, mig B.(0)\0 fun-
damentélis csoportja Z.) Tehat, az attérési fliggvények alaku

halmazokkal homeomorf kérnyezetekbdl ugyanilyenekbe képeznek.

DEFINIcIO 3.20. X egy peremes sima sokasdg, ha peremes topologikus
sokasdag és 1étezik egy olyan atlasza, amelyre a attérési fliggvények
diffeomorfizmusok az (3.3)) esetben, illetve kiterjednek egy B.(Z)-en
értelmezett diffeomorfizmussa a esetben. Egy ilyen atlaszt ekvi-
valencia erejéig X-en egy sima peremes sokasdag-struktirdnak neveziink.
X pereme ekkor az 0sszes olyan x € X pontbdl 4ll, amelynek kizarolag
(3.4) alaktd halmazzal homeomorf krnyezete 1étezik; X peremét a 0.X
jellel jeloljiik.

MEGJEGYZES 3.21. (i) A perem ekvivalens definicidja: azon
pontok halmaza, amelyek egy (vagy akar minden) térképen
R x {0}-ba képzd&dnek.

(i) Vegylik észre, hogy a peremes (sima) sokasdg 0X = () speciélis
esete a (sima) sokasag. Ezért a sima sokasdgokat nevezhetjiik
perem nélkiili sima sokasdgoknak is.

(iii) Ha X peremes sima sokasag, akkor 0.X sima sokasdg: val6ban,
ha kiterjed egy sima leképezésre B.(¥)-en, akkor ny-
ilvan e kiterjesztés megszoritdsa a B.(Z) N (R™! x {0}) (n —
1)-dimenziés gombre (R™™! x {0})-be képez, bijektiv és in-
verzével egyiitt sima.
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(iv) Ha X peremes (sima) sokasag és Y C X egy nyilt részhalmaza,
akkor Y is peremes (sima) sokasdg és

Y =Y NoX.

Legyen most X egy (perem nélkiili) sima vagy topologikus sokasag,
x € X egy pontja és U, egy olyan térkép, amelyre ¢, (U,) C R™ homeo-
morf egy B:(0) alaki halmazzal. Legyen tovabbd 0 < § < ¢ tetszOleges
és

U: = ¢, " (B5(0)).
ALLiTAS 3.22. Ekkor X\Uw sima vagy topologikus peremes sokasdg,
90;1(5(?71(5)) peremmel.

BIZONYITAS. Legyen y € X \ U,. Amennyiben y-et nem tartal-
mazza U, lezértja sem, akkor (mivel X Hausdorff és lokdlisan homeo-
morf egy reguldris térrel) y elvalaszthaté egy nyilt U, kornyezettel U,
lezartjatol. Elmetszve X egy (Us, ps3) térképének Us értelmezési tar-
toményat Us-vel, kapunk tehat egy (Us N Us, ¢3|usnu,) térképét X\(L-
nek y kortl.

Amennyiben y-et tartalmazza U, lezartja, akkor ¢(y) € Sr=1(0),
igy a p(y) korili e — § > 0 sugard B._s(p(y)) gdmbot tartalmazza
B.(0). Legyen ekkor Uy = ¢ (B._s(¢(y))) C U,. Ekkor ¢|(Us \ U,)
képe a

B.5((y)) \ Bs(0)

halmaz. Konnyen lathatd, hogy ez a halmaz peremes sokasag, ezért ez

egy megfelel6 térképét ad meg y koriil. Végiil, egy adott sima atlaszbdl

két ilymdédon valasztott o, ¢ térkép attérési fliggvényei definicié szerint

kiterjednek egy Us-t tartalmazé nyilt halmazon értelmezett attérési

fiiggvénnyé, ezért a peremes sokasdgon meghataroznak egy sima struktuirat.
O

Legyenek most X7, X5 n-dimenzids sima vagy topologikus sokasagok,
x; € X, egy-egy pontjuk és U; C X olyan térképek, amelyre @, (Uy), pu,(Us) C
R” homeomorfak egy B.(0) alakii halmazzal. Ezeknek a homeomorfiz-
musoknak a OUj-re vett megszoritasuk meghataroz egy

f=¢5 0@s  0(X1\Up) = 0(Xs \ Us)
homeomorfizmust.

DEFINICIO 3.23. Az X, sokasdg osszefiiggd osszege Xo-vel Uy, Us
mentén az

(X1 \ U1, 0(X1\ 1)), (X2 \ Uz, 0(X2 \ Us))

parok f altali Osszeragasztasabdl nyert topologikus tér, amelyet az
X1# X5 jellel jeloliink.
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TETEL 3.24. Ekkor X # X, topologikus sokasdgok, tovdbbd amen-
nyiben Xq, Xo sima sokasdgok és f diffeomorfizmus, akkor Xi1#X,
orokol eqy természetes sima sokasdg-struktiurdt Xi-rol és Xo-rol, ami
X; \ Uj-n megegyezik az X;-rél oroklt sima sokasdg-struktirdval. (Itt
U-val eqy U C X halmaz lezdrtjdt jeloljik.)

Bi1zoNYITAS. Csak a topologikus esetet targyaljuk itt. Ekkor min-
den y € X, \ U} pont osztalydnak létezik egy olyan kérnyezete, amelyet
teljesen tartalmaz X\ U;; ekkor egy ilyen kérnyezetet elmetszve X, egy
térképének értelmezési tartomanyaval nyeriink egy térképét X4 Xo-
nek y koriil. Hasonlé persze igaz X5 \ U, pontjaira is.

Egy y € U, pont osztilyanak egy kirnyezete pedig két topologikus
félgomb ragasztasdval kaphato egy homeomorfizmus mentén, ami az
ﬂ Allft4s miatt egy nyilt topologikus gomb. U

FELADAT 3.25. Léassuk be, hogy barmely n-dimenziés X topologikus
sokasagra X #S™ homeomorf X-szel!

FELADAT 3.26. Mutassuk meg, hogy a BJ(0) zért n-dimenziés
egységgomb peremes sokasag.

3.3. Sima részsokasagok
Legyen M C R™*k,

DEFINICIO 3.27. M-et R™** egy m-dimenzids sima részsokasdgdnak
nevezzik, ha barmely x € M pontnak létezik olyan V' C R™* nyilt
kornyezete és egy olyan f : V — R szubmerzi6, amelyre

(3.5) Y0y =vnM.

Legyen most X egy sima m + k-dimenzios sokasag és M C X egy
részhalmaza.

DEFINICIO 3.28. M-et X egy m-dimenzids sima részsokasdgdanak
nevezziik, ha X atlaszdnak barmely (U, @) térképére o(UNM) az R™+*
tér egy m-dimenzios sima részsokasaga.

Konnyen lathato, hogy ezzel ekvivalens ugyanezt megkovetelni min-
den z € X pont koriil legalabb egy térképen.

ALLITAS 3.29. A kivethezd feltételek ekvivalensek:
(i) M egy m-dimenzids sima részsokasdg R™-ban,
(ii) Minden x € M pontnak létezik egy olyan V nyilt kérnyezete
R™*_ban és eqy g - V — W diffeomorfizmus eqy W C R™F

nyilt részhalmazzal, amelyre

MOV =g ((R"x{0})nW),
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(iii) Minden x € M ponthoz létezik egy olyan V nyilt kornyezete
R™ % ban, egy W C R™ nyilt részhalmaz és eqy ¢ : W — V
injektiv immerzio, amelyre

MOV =y(W),
tovabbd két ilyen (Wy,1)1), (Wa, o) esetén amennyiben 11 (W1)N
Yo(Wo) # 0, akkor a

vyt o Wi N (e (Wa)) — Wa Ny (11 (W)
leképezés diffeomorfizmus.
BizoNviTAs. El6szor bebizonyitjuk hogy (i) < (ii). = Legyen f =
(fi,..., fe)t : V= RF egy olyan szubmerzi6, amelyre (3.5)) teljesiil. Az

altalanossag megszoritasa nélkiil felteheto, hogy az xy, ..., X1k olyan
sorrendben allnak, hogy a

(3.6) Jg::( Of: )k

Lt ij=1

Jacobi-matrix nemelfajuld. Definidljuk g-t a kdvetkezéképpen:

x xq
Tm Tm

g T = f
m+1 1
Tm+k fk

Ekkor g Jacobi-matrixa tomb-alakba irhaté:

I, O
saeito) = (7).

ahol I, az m méretli egységmatrix, Ji-t —ban értelmeztik, J,,
az f Jacobi-matrixa az xi,...,x,, valtozok szerint, 0 pedig a k x m
méretli azonosan (0 martixot jeloli. Feltételiink alapjan J; nemelfajuld,
ezért a tomb-hdromszog matrixok determinans-képlete miatt Jac(g) is
nemelfajulé. Az inverz-fliggvény tétel miatt ekkor g diffeomorfizmus
V egy olyan V nyilt részhalmazéra megszoritva, amely tartalmazza z-
et. (A jelolés egyszeriisége érdekében V-t tovadbbra is V-vel jeloljiik,
észben tartva hogy esetleg sziikebb az —b(')'l szdrmaz6 halmaznél.)
Legyen tovabba W = ¢(V), ekkor tovébbra is az inverz-fiiggvény tétel
értelmében W nyilt R™*-ban. Végiil, f(x1,...,Zmex) = 0 ekvivalens
g(x1, ... Toik) € R™ x {0}-val, ezért ha f~1(0) = V N M igaz, akkor
egyenlosége is.

< Ha g egy feltételeit kielégitd diffeomorfizmus, akkor legyen
f = m0g, ahol my : R™* — R* az utolsé k koordinatéra valé vetités.
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Ekkor (mivel 7, linedris, ezért) minden x € V-re
Jac,(f) =m0 Jac,(g);

mivel azonban Jac,(g) feltétel szerint teljes rangu (tobbek kozott sziirjektiv)
és my szirjektiv, ebbdl kovetkezik, hogy Jac,(f) is sziirjektiv min-
den x-re, vagyis szubmerzi6. Masrészt, azonnal kovetkezik
egyenloségébol.

A (i) = irdny trivilis: legyen W = (R™x{0})NW ésp = g1
két ilyen kozotti attérés azért diffeomorfizmus, mert diffeomorfizmusok
k-kodimenzios alterekre valdo megszoritasabol kapjuk.

Végiil, tegyiik fel, hogy teljestl, és legyen x € M és W, mint
(iii)-ban. Legyen tovavbba y = ¢~'(z). Ekkor D, (1) rangja feltevés
szerint m, tehét 1étezik k linedrisan fiiggetlen vektor 7, . . ., v, € R™*F,
amelyekre

R =Im(D,(v)) ® Rth @ - - - © Ry
mint vektorterek. Az dltaldnossidg megszoritdsa nélkiil (egy forgatds
alkalmazdsa segitségével) feltehetjiik, hogy 0; = €,,1; az (m + i)-edik
standard generatora R™**-nak. Definidljuk a kovetkezd

h:W x RF — R™*
leképezést: minden 3’ € W és (cy, ..., cr) € R¥ esetén legyen
hy'ser, o) =0Y) + clnir + o+ g

Ekkor h differencialhaté és y-beli Jacobi-matrixa tomb alakban:

(Jacy(¥))m 0O
Jac,(h) = ((Jacy(w))k ['f) ’

ahol (Jacy(1))m és (Jacy(¢)) a 1 fliggvény Jacobi-matrixat jeloli az
els6 m, illetve az utolsé k koordinata szerint. A tomb-determinans
szamitds miatt tehat Jac,(h) invertdlhat6. Ekkor az inverz-fliggvény
tétel miatt minden y-nak létezik olyan W' kornyezete W-ben és olyan
e > 0, amelyre a h megszoritdsa W = W’ x (—¢, ¢)*-ra diffeomorfizmus,
és h képe egy V nyilt halmaz R™*-ban. Mivel

h(y',0,...,0) =4(y)
azért 5
Im(h|rmxqoy) =M NV,
ami bizonyftja (ii)-t ¢ = h~! vélasztdssal. O

KOVETKEZMENY 3.30. Minden R™*-beli M sima m-dimenzids
részsokasdgon természetesen adott eqy m-dimenzios sima sokasdg-struktira.

Bi1zONYITAS. Az (i) = alapjan kapunk M-nek minden z pon-
tja korill egy M NV kornyezetét M-ben és egy rajta értelmezett 11
homeomorfizmust R™ egy W nyilt halmazaba, amelyekre az attérési

fliggvények simak — ez éppen az m-dimenzids sima atlasz definicidja.
O
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3.4. Differencialhaté sokasag eukildeszi térbe val6
beagyazhatosaga

A Kovetkezmény ismeretében természetes kérdés, hogy min-
den M sima m-dimenzids sokasag eloall-e diffeomorfizmus erejéig mint
valamely R¥-beli sima részsokasdg. Egy ilyen eredmény ugyanis részleges
megforditottja lenne a Kovetkezménynek. Ebben a szakaszban erre a
kérdésre adunk egy eredményt.

Sziikségiink lesz a kovetkezo fogalmakra.

DEFINICIO 3.31. Legyen X egy topologikus tér és f : X — R
folytonos fliggvény. Ekkor f tartdja a

Supp(f) ={z € X : f(z) #0} C X

halmaz, ahol A az A halmaz lezarasat jeloli. Legyen {Z4}aca az X tér
részhalmazainak egy csalddja. Azt mondjuk, hogy a {Z,}a.ca csaldd
lokalisan véges, ha barmely z € X elemnek 1étezik olyan U kornyezete,
amelyre teljestil U N Z, = () véges sok o € A indextdl eltekintve.

DEFINICIO 3.32. Legyen M egy sima m-dimenzids sokasag, {U; }ies
valamely nyilt fedése, és { f, }aca sima fiiggvények M-en. Azt mondjuk,
hogy az {fa}aca fiiggvénycsalad egy {U;}icr ald rendelt egységosztds,
ha kielégiilnek a koévetkezo feltételek:

(i) minden o € A esetén létezik olyan i(a) € I, amelyre Supp(f,) C
Ui(a)>
(ii) a {Supp(fa)}aca halmazrendszer lokdlisan véges,
(iii) és minden x € M pontra

Zfa(x) =1,

a€cA

(ahol az Osszeg az el6z6 pont értelmében minden rogzitett
esetén csak véges sok 0-to6l kiilonbozd tagot tartalmaz, tehat
jol értelmezett).

TETEL 3.33. Legyen M eqy tetszbleges sima m-dimenzids sokasdg,
és {U; }icr valamely nyilt fedése. Ekkor létezik {U;}icr ald rendelt egységosztds.

BizONYITAs. Lasd [?]. O

TETEL 3.34. Ha M kompakt sima m-dimenzids sokasdg, akkor létezik
olyan N € N amelyre létezik F': M — RN bedgyazds.

B1zONYITAS. Legyen Uy, ..., U, tetsz6leges, koordindta-kornyezetekbdl
allo véges fedése M-nek (egy ilyen kivélaszthaté barmely {U;};er ko-
ordindta-kornyezetekkel val6 fedésbol a kompkatsag miatt), és legyen
{fataca egy ald rendelt egységosztds. Feltehetd, hogy utébbi szintén
véges. Valéban, a

Woy={zeX: folr) #0} C M
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nyilt halmazok fedik M-et, tehat kivalaszthato véges sok fi,..., fx,
amelyekre a megfelel6 Wy, ..., W} halmazok mar fedik M-et. Ekkor a

() — fi(x)
M) = s 1 )

fliggvények egy véges, Uy, ..., U, ala rendelt egységosztast adnak. A
jelolés egyszertisitése kedvéért tehat legyen fi,..., fi egy Uy, ..., U,
ala rendelt egységosztas: minden 1 < [ < k esetén létezik olyan 1 <
i(l) < n, amelyre

1<i<k)

Supp(fi) C Uiy
Legyenek a koordinata-leképezések
;U — V; CR™,
koordinatakban
vi
vi=| :
e
Végiil, legyen N = (m + 1)k és

F:M — R Dxh = RN

fi(z) e fr()
f@)einy (@) - fr(@)pig (@)
T +— . )
fl(@%o%)(x) T fk(x)éoz%) (x)

amely formula értelmezett mivel f; tartdja része ;) értelmezési tar-
tomanyanak (és igy fipiq) kiterjeszthet6 az M\ Usq) komplementerre az
azonosan 0 fiiggvényként). Ekkor F' a keresett bedgyazds. Lassuk be
elészor, hogy F injektiv. Tegyiik fel, hogy valamely x, 2’ € M esetén
F(z) = F(2'). Ekkor a két métrix elsé sordt Gsszehasonlitva kapjuk,
hogy minden 1 < I < k esetén fi(z) = fi(z'). Valasszunk most egy
olyan [ értéket, amelyikre fij(x) # 0, ekkor F(z) és F(2') [-edik os-
zlopat Osszevetve kapjuk, hogy ;) (z) = @) («’). EbbSl viszont ;)
injektivitdsa miatt z = .

Lassuk be most, hogy minden = € M esetén d, F injektiv. Ehhez
minden z-re valasszunk egy olyan 1 < [ < k értéket, amelyre f;(x) # 0.
Hatarozzuk meg F o go;(ll) teljes derivéltjat v = ;) (z)-ben. Jeldljitk
minden 1 < g < m-re és minden g : M — R fiiggvényre 9,g-vel a

—1
a(g;Tw:(”) parcidlis derivaltat. Vegyiik észre, hogy definicié alapjan a
Viey € R™ nyilt halmazon

Fo ()



3.5. DIFFERENCIALHATO CSOPORTHATASOK 87

[-edik oszlopa

)

filesn W)y'

filein )y™
Ennek a vektornak a teljes derivaltja

ofi o Ouh
1 Ouf)y' +fi o (Omfi)y™
1= :
Ouf)y™ - (Onf)y™ + fi

Kivonva A; els6 soranak @}(Z)—szeresét a masodik sordbdl, s. 1. t. az elso
soranak go%-szeresét az utolso sorabdl, latjuk hogy A; sor-ekvivalens

az
Oufy o Omfl
0
p-| ,
0 - fi

(m + 1) x m dimenzi6éji matrix-szal, amelynek az utols6 m X m-es
aldeterminansa

Ezzel belattuk, hogy F o gpi_(ll) teljes derivaltja teljes rangu. O

Bizonyitas nélkil kimondjuk a kovetkezo tételt, amely mar éles
becslést ad N-re.

TETEL 3.35 (H. Whitney). Minden m-dimenzids M sima sokasdghoz
létezik eqy i : M — R*™ bedgyazds.

MEGJEGYZES 3.36. A 2m optimalis, példdul a valds projektiv terek
nem 4gyazhaték be 2m — 1 dimenziéba, amennyiben m = 2*.

3.5. Differencialhaté csoporthatasok

Legyen X egy sima sokasag és G egy csoport, amelynek e € G-vel
jeloljiik az egységelemét.

DEFINICIO 3.37. Azt mondjuk, hogy G simdn hat X-en, ha minden
g € G-re létezik egy olyan

fo: X=X

diffeomorfizmus, amelyekre teljesiil, hogy ha ¢g,h € G, akkor f,, =
fgo fnés fo =1dx. Egy p € X-re f,(p)-t néha g.p-vel vagy g(p)-vel
jeloljik. Azt mondjuk hogy a csoporthatas teljesen diszkrét, amen-
nyiben minden z € X-re létezik olyan véges GG, C G részhalmaz és
U = U, kornyezet, amelyre minden g € G \ Gyre g(U)NU = 0. Azt
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mondjuk hogy a csoporthatas szabad, ha minden x € X-re és g # e-
re g(z) # x. Egy ilyen U nyilt halmazt X-ben jénak hivunk. Ha G
siman hat X-en, akkor G pdlya-terének nevezzik és X/G-vel jeloljik
X hanyadosat arra az ekvivalencia-relaciora, amelyre minden z € X-re
és minden g € G-re z ~ g.x. Az © € X elem ekvivalencia-osztalyat a
~ relaciora [z] € X/G-vel jeloljik.

Egy egyszeri topoldgiai gondolatmenet a kovetkezét eredményezi.

ALLiTAS 3.38. Ha fo eqy teljesen diszkrét, szabad hatds egqy X
Hausdorff-téren, akkor minden x € X -nek létezik olyan U = U, kornyezete,
amelyre minden g € G \ {e}-re g(U)NU = 0.

B1zZONYITAS. Legyen

G:=1{e,91,---,9n}

Mivel a hatéds szabad, tudjuk hogy g,(z) # x. Legyenek ~U és V dis-
zjunkt kornyezetei z-nek illetve g,(x)-nek. Legyen U, = U N g, (V).
Legyen tovabba

U, =U,NU,.
Ekkor Ul-re és minden g € G\ {e, g1, .., gn—1}-re teljesiil

9(U) N U = 0.
Az allitast innen teljes indukciéval nyerjiik. U

A tovabbiakban egy szabad, teljesen diszkrét csoporthatds esetén
jo kornyezeten olyan kornyezetet fogunk érteni, amely teljesiti a [3.38
Allités tulajdonsagat.

A palya-teret ellathatjuk a hanyados-topoldgiaval, azonban ez nem
minden csoporthatdsra orokli a sokasag-strukturat. Igaz viszont ez a
teljesen diszkrét hatasokra.

ALLiTAS 3.39. Legyen X egy sima sokasdag és G eqy csoport amely
siman, szabadon és teljesen diszkréten hat X -en. Ekkor az X/G pdlya-
téren létezik eqy természetes sima sokasdg-struktira. Tovdabbd, ekkor a
p: X — X/G természetes leképezés az X/G fedése. Tibbek kizott, ha
X egyszeresen dsszefiiggd, akkor tetszbleges xo € X-re m(X/G, [x])
1zomorf G-vel.

B1zONYITAS. Legyen x € X tetszbleges és U, egy olyan j6 kornyezete,
amely egyben X egy
Pz Uy = Vi
térképének alaphalmaza is. Ilyen U, létezik: elég elmetszeni egy jo
kornyezetet és egy térkép alaphalmazat. Ekkor az [z] € X/G pont
koriil definidljunk egy térképet gy, hogy U}, alaphalmaza alljon az
U,-beli pontok pélyajabol, és legyen

O] : Upg) = Vo
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az a leképezés, amely valamely y € U,-re [y]-t ¢, (y)-ba képezi. Mivel
U, j6 kornyezete x-nek, azért benne minden ekvivalencia-osztalynak
legfeljebb egy reprezentdnsa lehet, ami miatt o, injektiv. Ez az értelmezés
figg © € p~!([x])-t6l. Lassuk be, hogy valamely masik 2/ € p~!([x])
valasztés ekvivalens térképhez vezet. Val6ban, ekkor 2’ = f,(z) valamely
g € G-re, sigy (ha sziikséges, esetleg U, -et sziikitve) U,-nek vélaszthatjuk
g(U,)-et, amin létezik egy

SOm/ : Ux/ — ‘/x/

térkép. Ekkor

Pl Uy = Vi
az a leképezés, amely y' = g.y € Uy-re [y']-t ¢y, (y')-be képezi. Mésrészt,
mivel f, diffeomorfizmus X-en, ezért

(3.7) o 0 fgopzt 1 Ve = Vs
diffeomorfizmus. Konnyen latszik azonban, hogy ez pontosan a

Pla] © Pla]

leképezéssel egyezik meg, amely definicié szerint az X /G két térképe
kozotti attérési fiiggvény. E két térkép tehat ekvivalens.

Nyilvanvald, hogy ekkor a {g(U,)}sec nyilt halmazok egyenlete-
sen fedik Up-et, hiszen paronként diszjunktak és mindegyikiik dif-
feomorf (tehat tobbek kozott homeomorf is) U,-szel. Mivel minden
[z] € X/G-nek 1étezik egy ilyen kérnyezete (konkrétan valamely = € X
reprezentansahoz tartozé j6 U, palydja G éltal), ezért p fedéleképezés.
Ha X egyszeresen 0sszefliggd, akkor p univerzélis fedleképezés, tehat
m(X/G, [zo]) bijektiv a G.xy palyaval. Mivel G teljesen diszkréten
hat, azért minden g € G\ {e}-re g.xg # xg teljesiil, tehdt G.xqy bijektiv
G-vel. Vezessiik be erre bijekciora a

t:Gxg— G

jelolést; ekkor nyilvan «(zg) = e. Legyen most gi,90 € G két cso-
portelem, és jeloljiik ;-vel gj.xo-t. Ekkor z; jelol egy elemet 1 (X/G, [x])-
ban, mégpedig egy tetszéleges x¢-bdl x;-be vezeté X-beli f; ut p(f;)
levetitettjének [p(f;)] homotdpia-osztalyat. Masrészt, a ¢ bijekciéban
zjnek g; € G felel meg. Azt kell belatnunk, hogy a m(X/G, [zo])-
beli [p(f1)][p(f2)] elemnek ¢ dltal a g1go € G elem felel meg. Konnyen
lathaté, hogy az X/G-beli [x] alappont p(f1)*p( f2) hurok zq kezd6éponti
felemeltje az fi % g1(f2) 4t X-ben. Ennek végpontja

g1-f2(1) = g1.12
= 91-(92~$0)
= (9192)-%,

ami ¢ altal a g;go elemnek felel meg. Tehat az ¢ bijekcié megtartja a
m(X/G, [xo])-beli és a G-beli szorzdsokat, azaz homomorfizmus. O
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PELDA 3.40. (i) Az RP? valés projektiv stk mint topologikus
tér az S? gomb hdnyadosa a Z/(2)-hatdssal, amelyre az egyetlen
nem egység a € Z/(2) antipodélisan hat, azaz

a.(x,y,z) = (—x,—y,—2).
Konnyen lathaté, hogy ez a hatés sima, fixpont-mentes (azaz,
szabad) és teljesen diszkrét. Tehét a Allitas alapjén ka-
punk egy természetes sima sokasag-struktirat RP?-n.

(ii) Az R? valés sikon hasson a Z? csoport (1,0)-val és (0, 1)-gyel
valo eltoldsokkal generalva. Ekkor azonositva minden palyéat
egy ponttal, a hdnyados a T2 térusz, tehat kapunk 72-n egy
természetes sima sokasag-strukturat.

(iii) Legyen X = Rx]0,1[, és hasson ezen a Z csoport azon A
cstsztatva tiikkrozés altal generdlva, amely az (1,0)-val vald
eltolas utan elvégzett y = % egyenesre vald tengelyes tiikrozés.
Ekkor kénnyen ldthatéan X /Z az M Mdébius-szalagban a [0, 1]x]0, 1]
pontok M? ekvivalencia-osztalyai. Tehat M sima sokasdg,
amelynek fundamentalis csoportja Z.

(iv) Legyen I' az R? mozgéscsoportjanak az a részcsoportja, ame-
lyet az A és B elemek generalnak, ahol B a (0, 1)-gyel valé
eltolas, és a A az el6z0 pontban szerepld csusztatva tiikrozés.
Ekkor kénnyen leellenérizheté hogy ABA™'B = 1, és R?/T' =
K a Klein-kancso.

FELADAT 3.41. Hasson a Z csoport R\ {0}-n a kovetkez6 médon:
m.(zg, ..., x,) = (220, ...,2"x,).

Lassuk be, hogy ez a hatés teljesen diszkrét, és a hédnyados-sokasig
diffeomorf S x S™-nel!

FELADAT 3.42. (i) Legyen o € R tetszOleges, és hasson a
Z csoport S' = R/Z-n az a.[r] = [a + x| szabaly szerint.
Mutassuk meg, hogy ez a hatds nem teljesen diszkrét!

(ii) Tegyiik fel, hogy o = p/q, ahol p,q € Z, ¢ # 0, és a p/q tort
nem egyszertsitheto. Bizonyitsuk be, hogy az elébbi hatés
ekkor faktorizalodik egy Z/(g)-hatdssa, amely mar teljesen
diszkrét! Mi a hanyados-sokasag és a hanyados-leképezés?

3.6. Iranyithatosag

DEFINICIO 3.43. Legyen X egy nm-dimenzids sima sokasig. Azt
mondjuk, hogy X irdnyithato, ha létezik olyan atlasza, amelyben min-
den 19 attérési fliggvényre és minden x € ¢1(U; N Usy)-re a

melg R*"— R"
linedris leképezés iranyitastartd. Egy ezzel a tulajdonsdaggal bird atlaszt

iranyitott atlasznak, és X-et egy ilyen atlaszaval irdnyitott sokasdagnak
nevezziik.
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Legyenek most {(U;, ;) }ier, {(W;, ;) }jes egy adott X irdnyithaté
sokasag iranyitott atlaszai és z € X egy tetszOleges pont.

ALLITAS 3.44. Ekkor vagy minden olyan i € I-re és j € J-re,
amelyekre x € U; "W, a ;o @' Jacobi-determindnsa pozitiv, vagy
minden ilyen © € I-re és j € J-re a 1; o gpi_l Jacobi-determinansa
negativ. Tobbek kozott, ha X dsszefiiggd, akkor vagy minden i € I-re
és j € J-re, amelyekre U; N W; # 0, a ;o @i Jacobi-determindnsa
pozitiv, vagy minden ilyen i € I-re és j € J-re a ;o oit Jacobi-
determindnsa negativ.

B1zONYITAS. Tegyiik fel, hogy valamely 7,7 € I-re és j,j' € J-re
e U,NnUyNW;NWj. Ekkor egy kelléen szlik nyilt halmazédn R™-nek
Yy oyt = (y oy t) onhiop o (piowy’).

Mivel az {(U;, ¢;) Yier, {(Wj,¢;) } jes atlaszok irdnyitottak, tudjuk hogy

a jobb oldal els6 és utolsé zardjelében levo leképezések Jacobi-determinansa
pozitiv. Ekkor a Jacobi-determindns szorzat-képlete miatt 1); o %71 és
;0 ¢; ! Jacobi-determinansénak eldjele megegyezik; ezzel igazoltuk az
elso allitast.

Vezessiik be azt az € : X — {£1} leképezést, amely valamely = €
X-hez pontosan akkor rendel +1-et, ha valamely i € I-re és j € J-re,
amelyekre x € U; N W, a 9; o ¢; 1 Jacobi-determindnsa pozitiv; az
el6z0 bekezdés miatt ez ekvivalens azzal, hogy barmely olyan ¢ € I-re
és j € J-re, amelyekre x € U; N W;, a 1; 0 ¢; ! Jacobi-determindnsa
pozitfv. Mivel ¥; o ;! folytonosan differencidlhaté és a determindns
folytonos fiiggvény a matrixokon, az el6jel-fiiggvény pedig folytonos a
R \ {0} halmazon, azért e folytonos fiiggvények kompozicija, tehat
folytonos X-en. Ha X osszefiiggd, akkor az e altali képe is Osszefliggd,
azaz vagy {+1}, vagy {—1}; ezzel igazoltuk a mésodik &llitast is. [

DEFINICIO 3.45. Egy X Osszefliggd irdnyithaté sokasag {(Us, i) bier,
{(W;,¢;)} e irdnyitott atlaszait ekvivalens irdnyitott atlaszoknak nevezziik,
ha minden i € I-te és j € J-re, amelyekre U; N W; # 0, a 1; o ;'
Jacobi-determinansa pozitiv.

Ez az ekvivalencia-fogalom nyilvan ekvivalencia-relacio.

KOVETKEZMENY 3.46. Eqgy X dsszefiiggd irdnyithaté sokasdg irdnyitott
atlaszainak létezik pontosan két ekvivalencia-osztilya.

Bi1zoONYITAS. Elészor mutassuk meg, hogy 1étezik legaldbb két ekvivalencia-
osztély: legyen {(U;, ¢;)}icr tetszbleges irdnyitott atlasza X-nek és
T : R" — R" tetszOleges irdnyitds-valtd (azaz negativ determindnsu)
linedris transzformécié (példaul, egy hipersikra vett meréleges titkrozés).
Ekkor {(U;, T o ;) }ier nem ekvivalens {(U;, ;) }ier-vel: valéban, min-
den i € I-re és x € U;-re

Topiop; ' =T;

)
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utobbi linedris leképezés, tehat differencidlja sajat maga, igy tobbek
kozt Jacobi-determindnsa megegyezik 1" determinansaval, ami feltétel
szerint negativ.

Masrészt, bizonyitsuk be, hogy legfeljebb két ekvivalencia-osztaly
van. Ehhez legyenek

{(Us, pi) Yier, {(Wj,45) Yiea, AW5, ¥5) e s
tetszéleges irdnyitott atlaszai X-nek, és tegytik fel, hogy {(Ui, i) Yier
nem ekvivalens sem {(Wj, 1) }jes-vel, sem { (W5, 1) }5c 7-vel; az dllitashoz
azt kell megmutatnunk, hogy ekkor {(Wj, ;) } ;e ekvivalens { (W3, 95) }5 5-
vel. Legyen x € W;NW5, és valasszunk egy olyan i € I indexet, amelyre

tovébba z € U; is teljestil. Ekkor a W; N W; N U; nyilt halmazon
@/;30@/)}1 = (5007 o (g0 h).

A jobb oldalon all6 mindkét zardjelben levo leképezés Jacobi-determinansa
feltétel szerint negativ, ezért szorzatuk pozitiv. Mivel ez minden z € X
pontra és 7, j indexekre teljesiil, azért a fenti két irdnyitott atlasz ek-
vivalens. O

DEFINICIO 3.47. Legyen X egy iranyithat6 sokasdg X, osszefiggd
komponensekkel. Ekkor minden X, irdanyitott atlaszai egy-egy ekvivalencia-
osztalyanak vélasztasat egy X-en adott iranyitott sokasag struktiranak
hivunk.

Specialisan, ha X osszefliggd, akkor X iranyitott atlaszai egy ekvivalencia-
osztalyanak vélasztasa megad egy irdnyitott sokasagot.

DEFINICIO 3.48. Tegyiik fel, hogy X és X, irdnyitott n-dimenzids
sima sokasagok, és rogzitsiink X;-nek (illetve Xy-nek) egy (Ui, ¢i)ica
(illetve (W, 1;)jep) irdnyitott atlaszat. Azt mondjuk, hogy egy f :
X1 — Xs folytonos leképezés iranyitdstarto, ha tetszéleges 1 € A, j €
Bere és € @;(U; Ny (W)))-re a

Dy, ($50 fo i)

linedris leképezés iranyitdastarté. Ha minden ¢ € A, j € B-re és x €

i (U; Ny~ (W;))-re a fenti linedris leképezés irdnyitasvalto, akkor f-et

wranyitdsvdltonak hivjuk.

PELDA 3.49. (i) Legyen R egyenes a kovetkez6 atlasszal: Uy =

Uy, =R, oy = Id = —py az identikus leképezés. Ekkor az
egyetlen nemtrividlis attérési fliggvény 1o = — Id, tehat erre
az atlaszra nem teljesiil a definicio. Ha azonban elhagyjuk
az atlaszbdl a térképek barmelyikét, nem marad nemtrivialis
attérési fiiggvény, tehat a kapott atlasz mar teljesiti a definiciot.
Ezért R iranyithato. Tovabba, U; és U ellentétes iranyitasokat
indukalnak R-en: azaz, Id irdnyitasvalté az {(Uj, 1)} és
{(Ua, p2)} atlaszok kozott.
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(ii) Hasonléan belathatd, hogy minden n € N-re R" irdnyithato,
az {(U; = R", o1 =1d)} és {(Uz = R"™, oy = —Id)} irdnyitott
atlaszokkal.

FELADAT 3.50. Mutassuk meg, hogy R"-en a fenti két atlasz pon-
tosan akkor értelmez kiilonboz6 iranyitast, ha n paratlan!

ALLiTAS 3.51. Legyen X eqy irdanyitott sokasdg €és tegyuk fel, hogy
eqy G csoport simdn €s teljesen diszkréten hat E-n irdnyitdstarto tran-
szformdciokkal. Ekkor X irdnyitdsa indukdl egy irdnyitist X/G-n.
Forditva: ha X tvszeriien dsszefiiggd és X /G irdanyithatd, akkor minden
fq 1 X = X transzformdcio irdnyitdstarto.

BizoNYiTAs. Tegyiik fel, hogy X irdnyitott és minden f, transz-
formécié irdnyitdstart. Legyen (U;, ¢;)ica egy irdnyitott atlasza X-
nek. Az altalanossdg megszoritasa nélkiil feltessziik, hogy az U; hal-
mazok jok a G-hatdsra nézve. Legyen [x] € X/G tetszbleges és x € X
tetszoleges reprezentansa, amelyet tartalmazzon X-nek egy U, térképe.
Ekkor az Allitas alapjén az X/G egy [z]-et tartalmazé térkép
alaphalmaza az Up,) = G.U, halmaz, és leképezése

O] * Ue) = Vo

[yl = @2 (y),

ahol y € U,. Bizonyitsuk be, hogy ez a térkép iranyitott! El6szor is,
ha ' = f,(x) € X egy masik reprezentansa [r] € X/G-nek, akkor a
O] €8 Pl kozti attérési fiiggvény

P’ © f g © 90; 17
ami f, irdnyitott volta miatt definicié alapjan irdnyitdstarté. Ha-
sonlé a bizonyitds, ha = és 2/ nem ugyanazt az X/G-beli osztalyt
reprezentaljdk, csupdn Upy N Ul # 0.

Az ellenkez6 irdnyu allitashoz, legyenek x € X tetszoleges, és o’ =
fy(z) valamely g € G-re amelyre f, iranyitasvalté. Be akarjuk latni,
hogy az (Up, ¢j2)) atlaszbdl nem valaszthaté ki irdnyitott rész-atlasz.
Az egyszertiség kedvéért tételezziik fel, hogy G = Z/(2), ekkor f, az
egyetlen nem-trivialis csoportelem-hatds. Vegyiik eloszor észre, hogy
tetszoleges y € X-re egy irdnyitott rész-atlaszban az (U, ¢p) és
(Ulga), Plg) térképek legfeljebb egyike szerepelhet. Valéban, kiilénben
e két térkép kozti attérési fiiggvény éppen

Pgy © fgo 0,
lenne, ami f, irdanyitdsvalté volta miatt irdnyitdsvalté. Legyen most
h: I — X egy ut z-bél 2'-be, és [h] a p : X — X/G vetitésre vett
képe. Mivel [h] képe kompakt, kivalaszthaté véges sok [zg],. .., [z,] €
X/G, amelyekre Im([h]) C Uy U -+ U Up,; itt xj-nek az [z;] azon
felemeltjét nevezziik, amely a h tton van. Vadlasszuk Up,-nak az
Uy, felemeltjét bele a rész-atlaszba. Ekkor Up,,-nek az U,, felemeltjét
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kell belevalasztani a rész-atlaszba: ekkor az U, és Up,,) térkép kozti
attérési fiiggvény ugyanis éppen a megfelelo U,, és U,, kozti attérési
fiiggvénnyel egyezik meg, ami X irdnyitott volta miatt iranyitastarto.
Teljes indukciéval lathatd, hogy egy irdnyitott rész-atlaszba minden
U, -nek az U, felemeltjét kell belevélasztani. Am ez j = n-re azt
jelenti, hogy Ul,,| = Uly.so-nak az Uy ,, felemeltjét bele kell valasztani,
ami az elsé észrevételink miatt nem ad irdnyitott atlaszt, mivel Uy,
mar korabban bele lett valasztva. O

FELADAT 3.52. Léssuk be, hogy az M Mdobius-szalag nem iranyithato!
FELADAT 3.53. Lassuk be, hogy a K Klein-kancsé nem irdnyithato!

FELADAT 3.54. Lassuk be, hogy RP? nem irdnyithaté! Mely n
értékekre iranyithaté RP"?

3.7. Komplex koordinatak

Az R? valés siknak 1étezik egy kanonikus azonositdsa a C komplex
egyenessel: utobbi kanonikus holomorf koordinataja z = x + 4y, ahol
(7,v) az R? kanonikus koordinatdi. Egy f : R?* — R? leképezést tehét
ugy is tekinthetiink, mint egy C — C leképezést. Ez alapjan értelmes
a kovetkezo fogalom.

DEFIN{CIO 3.55. Legyen F' egy differencialhatd felilet {(U;, ;) bica
sima atlasszal. Azt mondjuk, hogy ez az atlasz meghataroz F-en egy
Riemann-felilet strukturat, ha minden ¢;; attérési fliggvény holomorf.
Legyen Fi, F; két Riemann-feliilet, és f : F; — F, egy sima leképezés.
Azt mondjuk, hogy f holomorf, ha valamely (vagy ekvivalens médon,
barmely) térképeken holomorf. Azt mondjuk hogy Fy és Fy biholomorf
Riemann-feliiletek, ha létezik kozottiik egy diffeomorfizmus, amely in-
verzével egyiitt holomorf. Ha G egy csoport, amely siman hat F-en,
akkor azt mondjuk, hogy a hatds holomorf, ha minden g € G-re az
fq + I = F diffeomorfizmus holomorf.

ALLITAS 3.56. Legyen F eqy Riemann-felilet és G egy csoport,
amely holomorf médon és teljesen diszkréten hat F-en. Ekkor az F/G
feliileten létezik eqy természetes Riemann-felilet struktira.

B1zoNYITAS. Ha minden f, leképezés holomorf, akkor a Allitas
bizonyitasabeli
Pz 0 fgo o, !

leképezések holomorfak. Mivel ezek az F'//G sima atlaszénak &ttérési
fiiggvényei, ezért F'/G-n ez az atlasz meghatéroz egy Riemann-feliilet
strukturat. O

ALLITAS 3.57. Minden Riemann-feliilet irdnyithat.
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BiZONYITAS. Legyen F' egy Riemann-feliilet valamely {(U;, ;) }ica
atlaszra nézve. Lassuk be, hogy ez az atlasz egyben irdanyitott is. Ehhez
elegend6 belatni, hogy minden ¢ : Vi — V5 holomorf fiiggvényre V; és
V5 nyilt halmazok kozott és minden x € Vi-re

D,y : R? - R?

megtartja R? kanonikus irdnyitdsat. Legyen z = = + iy a C standard
holomorf koordinataja és jeloljik ¢ komponenseit ebben a bézisban
(1, p2)-vel. A Cauchy-Riemann egyenletek kimondjak, hogy

Op1 _ 02
or Oy
o1 Ops
oy Oz’

Masrészt, D, matrixa ebben a bazisban

9p1 Op1

or oy

¢z O |-

oz oy
Utébbi determindnsa tehat

&pl 2 &pl 2
(%) *(%) 0

ezért az 0j bazis is direkt. O
PELDA 3.58. (i) Az S? gomb szokdsos atlasza az, amely a két

(S%\ {e},pe) és (S%\ {d}, pa) térképbdl 4ll, ahol e = (0,0, 1),
d = (0,0,—1), és pe (és pa) az e-bél (illetve d-bol) a z = 0
sikra valé sztereografikus vetités. Koordinatdkkal,

1 1

1 _Z(xvy) és pd(‘rayaz) = 1_{_2(1'7?/)

pe(T,y,2) =

Az ehhez az atlaszhoz rendelt attérési fiiggvény C*-on az |z| =
1 korre vonatkozé inverzio. Valoban, mivel a

e, (%,y,2),pe(%,y, 2)
pontok egy egyenesen helyezkednek el, és hasonléan a
d? ($, Y, Z)apd(xa Y, Z)

pontok is egy egyenesen helyezkednek el, ezért nyilvanvald
hogy a

€7d7 (‘raya Z)Jpe<x7yaz)7pd(x7y7 Z)

pontok egy sikon helyezkednek el, s igy 0, p.(z, y, 2) és pa(z, y, 2)
egy egyenesen fekszenek. Mésrészt, mivel 22 + y? = 1 — 22,
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ezért pe(z,y, z) és pa(x,y, z) hosszara teljestil, hogy
ﬁ(ﬁ + yz))
(22 + y?)?
(1= 2)2(1+2)2
(1—2%)?
(1 —2)%2(14 2)?
:1’

tehat py(z,y, 2) és pe(z,y, z) egymaés képei az egységkorre vald
inverzioban. Ismert, hogy a z komplex koordinata fliggvényeként
az egységkorre vald inverzié az f(z) = I fiiggvénynek felel

meg. Ez nyilvan sima, de nem holomorf fiiggvény. fgy tehat
S? az {(S?\ {e},pe), (S? \ {d},ps)} atlaszéval sima feliilet,
de nem Riemann-feliilet. Jeloljiikk pg-vel a py leképezés kon-
jugdltjat. Ekkor viszont az {(S?\ {e},pe), (S?\ {d},p4)} at-
lasz egyetlen attérési fiiggvénye az egységkorre vald inverzid
konjugaltja, azaz a z %, ami mar holomorf C*-on. Tehat
ezzel az atlasszal az S? mar Riemann-feliilet. Az igy kapott
Riemann-feliilet neve Riemann-féle gomb, kiterjesztett kom-
plex sik vagy komplex projektiv egyenes, jelolése CP!.

Legyen 7 € C tetszdleges olyan komplex szdm, amelyre §(7) >
0. Ekkor nyilvan 1 és 7 linedarisan fiiggetlenek R felett C-ben.
Tekintsiik azt a T, topologikus téruszt, amelyet igy kapunk,
hogy a 0,1,7 + 1,7 pontok &altal hatarolt parallelogramma
szemben levo oldalait paronként azonositjuk. T.-nak vegyiik
a kovetkez6 harom nyilt halmazbol all6 fedését: U a

0,1, 7+ 1,7
pontok altal hatarolt parallelogramma belseje, Uy a

1—1—7’1+1—|—T +1+1—|—7’ +1+7‘
3 3 7 3 T3

pontok &ltal hatarolt parallelogramma belseje, és végil Uz a

2427 1+2—i—27’ +1+2+27 +2—|—27‘
3 3 3 T3

pontok altal hatarolt parallelogramma belseje. Ezen halma-

zokon értelmezzik a ¢; leképezéseket mint identitast. Ekkor

az attérési fiiggvények j:HTT—val vagy i%—v&l valo eltolasok,

tehat tobbek kozott holomorf fiiggvények. Igy tehéat definidltunk
T, Riemann-felilleteket, amelyek mint sima feliiletek min-
den 7-ra megegyeznek, mert létezik olyan sima fiiggvény (az
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1+ 1,i — 7 R-linedris kiterjesztése), amely atviszi Tj-t T,-
ba. Ugyanakkor belathatd, hogy a T Riemann-feliiletek nem
mind izomorfak.

(iii) A Példaban el6éllitottuk az M Mobius-szalagnak
az. M° nyilt részhalmazdt mint az Rx]0, 1] tér hanyadosat
egy Z-hatasra nézve. Mivel Z csusztatva tiikrozéssel hat, ami
nem holomorf leképezés (mivel a tﬁkrézés z +— Zz antiholo-
morf), ezért itt nem alkalmazhatjuk a 6 Allitést, tehat
nem kapunk M°-n egy természetes hanyados Rlemann—felulet
strukturat. Ez nem véletlen: a B.51] Allités szerint M nem
iranyithato, tehat a m Allités miatt nem létezhet rajta
egyetlen Riemann-feliilet struktira sem.

(iv) A térusz csoport-hdnyados konstrukciéjdban lattuk, hogy Z?2
a sik eltoldsaival, tehat irdnyitastarté mozgasokkal hat; a
Mobius-szalag esetén pedig egy csusztatva tiikrozéssel, ami
nem holomorf. Emlékezziink a Példabol, hogy a
K Klein-kancsé megkaphat6, mint R? hanyadosa egy olyan
csoporthatasra vonatkozdan, amelyben B egy eltolas, tehat
irdnyitastarté mozgasa R2-nek, A viszont egy Csusztatva tiikrozés,
tehat nem irdnyitastarté mozgas. Ezért a 1] Allitds és a
.57 Allités értelmében K-n nem létezhet Rlemann—felulet
struktura.

(v) A Klein-kancséhoz hasonléan, a valés projektiv sik is az S?
gombnek olyan hanyadosa, amely nem tartja meg az irdnyitast,
igy a Allités és a Allités értelmében RP? nem
Riemann-feliilet.

FELADAT 3.59. Léssuk be, hogy az {(S%\{e}, p.), (S*\{d}, pa)} at-
lasz S%-n a Példabelivel nem-ekvivalens Riemann-feliilet strukturat
hataroz meg, amelyek azonban biholomorfak!

3.8. Erintéitér, lokalis koordinatazas
Legyen X egy sima sokasag és v € X egy pontja. Jeloljiikk Py ,-szel
az olyan
v —ege[— X
utak halmazat valamely € = £(y) > 0-ra, amelyekre y(0) = z. Vezesstlink
be Px,-en egy relaciot:
v~
akkor és csak akkor, ha valamely (U, ¢) térképen

d(wov()) (wov())’_

ALLITAS 3.60. A ~ reldcid figgetlen az (U, ) térképtdl és ekvivalencia-
relacio.
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BizONYITAS. Legyen (Uy, ¢1) és (Us, pa) két térkép ugyanabbdl a
differencidlhaté atlaszbol, és 1o = @o0p] " koztiik az attérési fiiggvény.
Ekkor minden v € Px ,-re

P20y = 120 (P107),
tehat a lanc-szabaly alapjan

d(p2 0 y(t d(p1 0 y(t
Wlmo _ D, (xm“"ld—j())\t:o.

Mivel 1, diffeomorfizmus, azért D, ()12 izomorfizmus (hiszen inverze
Dy (z)p21, ami szintén létezik és linedris mert o is sima). Tehdt,
valamely v,v" € Px ,-re

d(p207(1), _ dlpa 0 (t))

e

akkor és csak akkor teljestil, ha

d(ip1 07(t)) d(p109/(t))

T
Ezzel belattuk, hogy ~ fiiggetlen a térképtol. Az, hogy ekvivalencia-
relacio, szintén kovetkezik. O

DEFIN{CIO 3.61. Py, hdnyadosét a ~ ekvivalencia-reldciéra nézve
az X sima sokasag x-beli érintoterének nevezzik, és T, X-szel jeloljiik.

KOVETKEZMENY 3.62. Legyen X egy n-dimenzids sima sokasdg és
x € X. Ekkor T, X egy n-dimenzids vektortér.

BiZONYITAS. Az eléz8 allitds miatt T, X barmely (U, ¢) térképen
a p(z)-en dtmend gorbék o(z)-beli sebességvektoraival azonosithato.

Ezek halmaza nyilvan a ¢(x)y vektorok tere, ahol y € R" tetszdleges.
Valéban, minden ilyen sebességvektor kezd6pontja sziikségszertien p(x);
masrészt, ha U egy tetszoleges p(x) kezdOpontu vektor, akkor elég kis
e > 0 esetén minden t €] — ¢,e[-ra p(x) + td € V, ahol V = p(U).
Ekkor v(t) = ¢ ! (p(x) + tid) egy megfeleld sebességvektori gorbe z-en
keresztiil. O

Legyenek tovébbra is (Uy, 1) és (Us, o) térképek X egy differ-
encidlhaté atlaszabdl és Vi = o1(Uy), Vo = po(Us) € R™.  Legyen
tovabbd x € Uy NU; és y; = p1(x) € Vi, ys = pa(x) € Va és

T=116 + -+ U6,

egy 1 talppontu vektor R™-ben, ahol €1, ..., €, az R" standard béazisa
a Vi nyilt halmazon. Ekkor az elobbiek alapjan ¢ meghataroz egy
osztalyt T, X-ben, és ugyanezt az osztalyt hatarozza meg a

— — = =
DyﬁPl?(U) =U =V T Ue,
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y2 talpponti vektor, ahol €], ..., €] az R" standard bézisa, ezittal a V;
nyilt halmazon. A tobbvaltozds analizisbdl ismert képlet alapjan ekkor

vy vy

= Jacy, pi2
!/
vl Up
Igy, ha v-t azonositjuk v'-vel, az sziikségszertien azzal is jar, hogy a
e, ..., e, bazist azonositsuk a (€1, ..., €,)(Jacy, p12) " bézissal Va-n.

Legyenek most X és Y sima sokasagok, f : X — Y egy sima
leképezés, © € X tetszbleges és y = f(x). Ekkor f indukal egy

D,f:T,X = T,Y

linedris leképezést a kovetkezOképpen. Legyen (U, ¢) tetszéleges olyan
térképe X-nek, amelyre x € U és (W, 1)) tetszéleges olyan térképe Y-
nak, amelyre y € W, tovabba legyen V' € T,X. Legyen v egy x-en
atmeno gorbe V osztalydban. Rendeljik V-hez az y-on athalad6 f o~y
gorbe osztalyat:

Do f(V) = [f o]

Lassuk be, hogy ez jol definidlt: mivel v sima 1t és f sima, ezért f o~
is sima 1t. Tegytiik fel, hogy v ~ v/, azaz

d(wov(t))| _ d(soov’(t))|
a0 dt =0
Mivel a lancszabaly miatt

d(yo(fo d(p o

WU _ o gouh @A),
azért ekkor
d(t o (fov(t))), _d(¢o (fov’(t)))‘
dt =0 dt =0

is teljesiil, tehdt (f o) ~ (f o).

DEFINICIO 3.63. A D,f leképezést [ wx-beli érintdleképezésénck
nevezziik. Azt mondjuk, hogy f sima bedgyazds, ha f injektiv és
tovabba minden z € X-re D, f injektiv.

FELADAT 3.64. Lassuk be, hogy az definiciéban értelmezett
részsokasag érintStere az x pontban ker(D, f)!

3.9. Riemann-féle metrika

Legyen V az R™ euklideszi tér egy nyilt részhalmaza, és jeloljiik
R" standard bézisanak elemeit (eq,...,e,)-nel. Ekkor tehat e; az az
n X 1-es oszlopvektor, amelynek minden eleme 0 kivéve a j-ediket, ami
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1. Legyen z € V tetszbleges, és jeloljik (xy,...,z,)-vel a standard
bazisbeli koordinatait; ekkor tehat

n
r = E LUjGj.
Jj=1

Vezessiik be a kovetkezo jelolést:
0
= 8_%-’
vagy egyszertien csak e; = 0J,,. Jeldljiik a dudlis (R")* vektortér dudlis
béazisat (dzq,...,dx,)-nel. Ekkor definici6 alapjan igaz, hogy

€

zj = dz;(x),

tehat
a 0
x = Z drj(zr)=—.
=1 8xj

Az x € V pontot a (0, (x),...,0,, (z)) bazisban azonosithatjuk az
(1,...,1,)" oszlopvektorral. Legyen g(x) = (gi;(x))} ;= szimmetrikus
nemelfajulé matrixok serege, amelynek elemei sima fiiggvényei x-nek
(azaz minden g¢;; : V' — R végtelen sokszor differencialhaté fliggvény
x-ben). Definidljuk a kovetkezd szorzatot T,V -n: tetszéleges két

n ) ) n )

x kezd6pontu vektorra R"-ben legyen

9:(X,Y) = Z Xi9iY; = X'g(2)Y,
ij=1
ahol az utolsé képletben X, Y-ra mint oszlopvektorokra, g-re mint
négyzetes matrixra gondolunk. Az elobbi jelolésekkel ezt a kovetkezd
alakban is irhatjuk:

ij=1
tehéat azt mondhatjuk, hogy a (9., (z), ..., 0., (x)) baziséban T,V -nek

3,7=1

ALLITAS 3.65. Ekkor g, egy belsé szorzatot definidl T,V -n, azaz:
bilinedris, szimmetrikus és g.(X,X) = 0 akkor és csak akkor ha X =
0. Toébbek kizitt, g, definial egy normat a T,V wvektortéren a || X|| =
9:(X, X)) képlet dltal.

BizoNY{TAs. Nyilvdnvald, mivel g(x) szimmetrikus és nemelfajul.
]
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PELDA 3.66. A V = R" esetben a g(x) = Id métrixra g,(X,Y) =
Yo X;Y;, ami a standard belsé szorzat R"-en, amelynek alakja tehdt:

n

i=1

Legyen most ¥ : Vi — V5 egy homeomorfizmus két R"™-beli nyilt
halmaz kozott, v € Vi, y = ¢(x) € V4, és jeloljik (0, (2),. .., 0, (7))-
szel (illetve (O, (v), ..., 0y, (y))-nal) az x-beli (illetve y-beli) standard
bézis elemeit. Jeloljiik tovabba 1 koordinatait a (9y,(y), ..., 0y, (v))
bazisban (¢4, ..., 1, )-nel. Legyen X egy tetszOleges = kezd6pontu vek-
tor T,,Vi-ben. Ismert, hogy a (0, (y), ..., 0y, (y)) bazisban a D,i(X)
vektor koordinatdit a

Jacy v - X
oszlopmatrix adja meg, ahol
o .. O
oz Oxn
Jacgp =+ 0
Wn . OYn
ox1 Oxn

a 1 leképezés x-beli Jacobi-mdtriza.

ALLITAS 3.67. Legyen adva egy g(x) = (9i5(7))} ;=1 sima szim-
metrikus nemelfajulo mdtrizsereg Vi-en. FEkkor létezik pontosan egqy
olyan g : Vo — M,(R) sima szimmetrikus nemelfajuld madtrizsereg
Va-n, amelyre a Dy 1zometria TV, és T,Vo kozott a g illetve 1.g
normdi dltal definialt metrikakra. Tovabbd,

V.g(y) = (JaCy ¢_1)t9(5€> Jac, @Z}_l-

BI1zZONYITAS. A létezés és egyértelmiiség nyilvanvald, kivéve azt,
hogy a kapott 1,¢ siman fiigg y-tél, ez utébbihoz pedig nyilvan elég
beldtni a képletet, mivel Jac, ! és g(x) simak.

Legyenek W, Z tetsz6leges y kezddpontu vektorok T, V5-ben. Ekkor
az izometria miatt

9y (W, Z) = g.((Dx0) (W), (Dap) "1 (Z))
= ((Jac, )~ W)"g(x) (Jac, v) ' Z
= W'((Jac, v h'g(x) Jac, v 17,
mivel a ldncszabélybdl (Jac, ¥) 1 = Jac, =t O

Ez alapjan az allitas alapjan definidlhatjuk a szakasz leglényegesebb
fogalmat.

DEFINIcIO 3.68. Egy Riemann-féle metrika egy M sima sokasdgon
egy olyan g = (g.)zem leképezés-sereg, amely minden x € M-re és
minden X,Y € T, M-hez hozzarendel egy R-beli g,(X,Y) értéket ugy,
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hogy tetszéleges (U, ) térképre a g o p(z) sima szimmetrikus nemelfa-
julé métrixsereg legyen V' = o(U)-n. Az (M, g) pérost ekkor Riemann-
sokasdgnak hivjuk.

Legyenek most (M, g) és (N, h) Riemann-sokasigok, és f : M — N
egy sima leképezés.

DEFINICIO 3.69. Azt mondjuk, hogy f izometrikus bedgyazds, ha
injektiv és minden z € M-re és X,Y € T, M-re

9(X,Y) = h(D.f(X), Do f(Y)).
Azt mondjuk, hogy f izometria, ha diffeomorfizmus és izometrikus

beagyazas. M-et és N-et izometrikusnak mondjuk, ha létezik kozottik
izometria.

MEGJEGYZES 3.70. Vigyazat: a metrikus terektdl eltéréen, a Riemann-
sokasagok korében méar nem igaz, hogy minden olyan f : M — N sima
leképezés amelyre g(X,Y) = h(D,f(X), D, f(Y)), sziikkségszeriien in-
jektiv: példaul, a ¢ : R — S! feddleképezés az R feletti euklideszi
metrikdval és az ez altal S'-en indukalt Riemann-metrikdval ellenpélda.
Ezért az injektivitasi feltételt itt nem hagyhatjuk el.

Az izometrikus bedgyazas definiciéjahoz hasonldéan értelmezheté az
kovetkez6 fogalom. Tegyiik fel, hogy (M, g) egy Riemann-sokasag és N
egy sima sokasag, és adott egy f : N — M leképezés, amelyre minden
x € N-re D,f injektiv. Ekkor értelmezhetiink egy h, szimmetrikus
nemelfajulé bilinearis format 7, N-en: barmely XY € T, N-re legyen
Mivel D, f injektiv, h, valoban nemelfajuld, és nyilvanvaléan szim-
metrikus és bilinearis. Tovabba belathatd, hogy ha f sima akkor A,
siméan fligg x-tol.

DEFINICIO 3.71. A fent definidlt A Riemann-metrikdt N-en a g f
altali wvisszahizottjanak (vagy a g éltal az N részsokasdgon indukalt
metrikdinak) nevezzik, és f*(g)-vel jeloljik.

3.10. Gauss-féle metszet-gorbiilet

Legyen (M, g) egy 2-dimenziés Riemann-sokasag, és (U, p) egy térképe.
Legyen (9., 0,) a szokdsos bézis R*-ben, és (dz,dy) a dudlis bazisa
(R?)*-nek.

DEFINicIO 3.72. Ha g az U térképen

g9(w,y) = Mz, y)* (dz* + dy?)
alakt valamely A : V — R, fliggvényre, akkor azt mondjuk, hogy a
(0x, 0y) lokalis koordinatak izotermdlisak.

Az ebben a szakaszban kovetkez6 eredményeket bizonyitas nélkiil
elfogadjuk.
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TETEL 3.73 (A. Korn, L. Lichtenstein). Minden (M, g) 2-dimenzids
Riemann-sokasdg tetszoleges m pontjanak létezik olyan U kornyezete,

amelyen léteznek izotermdlis koordindtak.
Legyen tovabba

0? 0?

A= —+ —

0x? + Oy?

a Laplace-operdtor R?-n.

TETEL 3.74 (J. Liouville). Legyen (M, g) egy 2-dimenzids Riemann-
sokasdg, m € M, és (0y,0,) izotermdlis koordindtdk m koril. Ekkor a
fenti jelolésekkel a

K(m) = 2282 (o (m))

mennyiség megegyezik M m-beli Gauss-féle metszetgorbiiletével.

Emlékeztet6iil: a K (m) Gauss-féle metszetgorbiilet az M egy tetszdleges
R3-ba val6 lok4lis izometrikus bedgyazdsaban a r1(m) és ro(m) f8gorbiileteinek
szorzata.

TETEL 3.75 (K. F. Gauss, Theorema Egregium). K(m) figgetlen
az R3-ba vald lokdlis izometrikus bedgyazdsdtol, kizdrélag M Riemann-
metrikdjatol figg.






4. FEJEZET

A Riemann-feliiletek osztalyozasa

4.1. A hiperbolikus sik

Tovabbi vizsgdlédasainkban fontos szerepe lesz a Bolyai-féle hiper-
bolikus geometridanak. Emlékeztetiink, hogy a Bolyai-geometria az
euklideszitél abban kiilonbozik, hogy az 5. axiéma — mely szerint
tetszoleges e egyeneshez és rajta nem fekvo p ponthoz 1étezik pontosan
egy olyan egyenes, amely parhuzamos e-vel és athalad p-n — helyett
ennek ellenkezdjét tessziik fel.

A Bolyai-geometria megértéséhez célszerii elvonatkoztatni az altalunk
megszokott egyenes, kor, szog, stb. fogalmaktol, és pl. az egyenesre
mint valamely “1-dimenziés” alakzatra gondolni. A pontok azonban a
Bolyai-geometriaban is a pontoknak felelnek meg, hiszen ezek az euk-
lideszi axiomarendszerben gy vannak értelmezve, mint “olyan alakza-
tok, amelyek tovabbi részekre nem oszthatok”. Erre tobbféle szemléletes
mod is 1étezik, amelyek az altalunk “megszokott” euklideszi sik valamely
részében modellezi a H hiperbolikus sikot, és annak egyeneseit valamely
jol ismert alakzatoknak felelteti meg. Mi az an. Poincaré-féle kor-
modellt hasznaljuk.

4.1.1. Poincaré kor-modellje és izometriak. A modelliink alaphal-
maza legyen D = D? a nyilt egységkorlemez R2-ben. Jeloljiikk 0D-
vel a D tartomany lezartjanak S! peremét (amely a “végtelen tavoli
pontoknak” felel meg). Nevezziink hiperbolikus egyenesnek egy olyan
K (euklideszi értelemben vett) osszefiiggd korivet D-ben, amely két
kiilénb6z6 pontban metszi dD-t és a korok metszésszoge mindkét pont-
ban derékszog. Az euklideszi kérbe itt (és a tovabbiakban mindig)
beleértjiik a “végtelen sugaru” koroket is, amik ebben az esetben a 0-n
atmend atméroket jelentik; ezek tehat specidlisan hiperbolikus egye-
nesek, de latni fogjuk, hogy nem jatszanak kitiintetett szerepet, mivel
izometridval tetszoleges masik hiperbolikus egyenesbe atvihetok. Vegyiik
észre, hogy D barmely pontparjdhoz létezik egy és csak egy olyan
hiperbolikus egyenes, amely mindkét ponton athalad. Végil, legyen
két ilyen egymast metszo K, és Ky hiperbolikus egyenes altal bezart
hiperbolikus értelemben vett szog a metszéspontjaikban vett érinték
altal bezart szog. Konnyt latni, hogy ez fiiggetlen attél hogy melyik
metszéspontban tekintjiik az érintcket, és ugyanigy, mint az euklideszi
esetben, jol értelmezett attol eltekintve, hogy a-t vagy m — a-t értiink
alatta.

105
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Belathaté, hogy ezekkel a definicidkkal olyan H geometriai rendsz-
ert kapunk, amely teljesiti az abszolit geometria axiomait, de amely-
ben nem teljestil az 5. axioma. Ezek a fogalmak lehetévé teszik, hogy
— hasonldéan az euklideszi esethez — értelmezziik az izometria és a
mozgascsoport fogalmat.

DEFINicIO 4.1. A H hiperbolikus sik egy izomertidja egy olyan
f+ H— H bijekcié, amely minden hiperbolikus egyenest hiperbolikus
egyenesbe visz at, és megtartja az ezek kozti eldjeles szogeket. Egy
olyan izometriat, amely a szogek iranyat is megtartja, a hiperbolikus
sik egy mozgdsanak hivunk.

Emlékeztessiink most a korre valé inverziok néhany alapveté tulaj-
donséagéra:
(i) egy korre vald inverzié minden kort egy korbe visz at;
(ii) egy korre vald inverzié megdrzi a szogek nagysagat, de megvéltoztatja
az iranyukat;

(iii) péros sok korre valé inverzié szorzata holomorf fliggvény, paratlan
sok korre valé inverzié szorzata pedig antiholomorf fiiggvény
C-n;

(iv) az euklideszi sik (vagy annak valamely nyilt részhalmaza)
minden olyan bijektiv leképezése sajat magara, amely teljesiti
a (i) és feltételeket, sziikségszeriien valamely korre valé in-
verzidk szorzata.

Ezek kozil az — kozépiskolabdl ismertek, a pedig Riemann
egy tételébol kovetkezik, mely szerint a sik minden szogvalto transz-
formaciéja (amely tehat megérzi a szogek nagysdgat, de megforditja
iranyitasukat) holomorf fiiggvénye a 2z koordinatanak, amelyet itt bi-
zonyitas nélkiil elfogadunk.

Ezek alapjan be tudjuk bizonyitani a kovetkezd alapvetd allitast,
amely egyben kifejezi a hiperbolikus siknak az euklideszi sikkal vett
analogidjat is.

ALLITAS 4.2. A H hiperbolikus sik izomertidi a Poincaré-féle kir-
modellben pontosan azon f : D — D homeomorfizmusok, amelyek
eloallnak valamely hiperbolikus egyenesre vonatkozo inverziok D-re valo
megszoritaisanak véges szorzataként. Tovdbba, f akkor és csak akkor
mozgds, ha elddll pdros sok ilyen inverzio szorzataként (és ekkor nem
dll el6 paratlan ilyen szorzatként). Végiil, barmely két H-beli, egymdstdl
ugyanakkora tdvolsdagra levd p,p’ és q,q" pontpdrra létezik pontosan két
olyan g hiperbolikus izometria, amelyre g(p) = q és g(p') = ¢': egy
mozgds €s eqy irdnyitds-valto transzformdcio.

B1zONYITAS. Elészor ldssuk be, hogy az allitdsban szerepld f-ek
ténylegesen hiperbolikus izomertiak: ehhez elegendo észrevenni, hogy
ha K egy hiperbolikus egyenes és ix a ra vonatkozo inverzid, akkor a
9D korvonal egy olyan korvonalba megy 4t iy altal, amely derékszoget
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zar be K-val, és ugyanazon pontokban metszi, mint 9D. Mivel ilyen
korvonal csak egy létezik, kapjuk hogy ix invaridnsan hagyja OD-
t. Tovabba, mivel i a K korvonal pontjait fixen hagyja, ezért az
elébbibdl az is kovetkezik, hogy ix a 0D belsejét (vagyis D-t) sajit
magaba viszi. Tehat ix megszoritasa D-re egy homeomorfizmus. A
fenti (fi)) és tulajdonsagokbdl kovetkezik, hogy ix egy hiperbolikus
izomertia, és nyilvanvalbéan ilyenek szorzata is az.

Az, hogy minden hiperbolikus izomertia az eléirt alakd, pontosan
a tulajdonsag. Végiil, a tulajdonsag alapjan egy korre valo in-
verzio megforditja a szogek iranyat, tehat ugyanez igaz minden paratlan
szorzatukra is, ellenben tetszdleges paros szorzatuk megtartja.

A harmadik allitashoz tekintsiik H-ban a p és ¢ pontokat 0sszekoto
szakasz ey felezO-merdlegesét. Legyen i, az e;-re vonatkozd tiikkrozés.
Ekkor i1(p) = ¢q. Ha i1(p/) = ¢/, akkor taldltunk egy keresett tu-
lajdonsagn iranyitds-valté transzforméciot. Ha io-vel jeldljiik a p'q/
egyenesére vonatkozé tiikrozést, akkor is o i1 olyan mozgds, amely
szintén rendelkezik a keresett tulajdonsiggal. Ha iy(p’) # ¢, akkor
tekinstiik az Oket Osszekotd egyenes e, felezG-merdlegesét: mivel a
feltétel és 17 tavolsag-tarté tulajdonsaga miatt ¢ azonos tavolsagra
helyezkedik el i1 (p')-tél és ¢-tél, azért ¢ € es. Ha most ip-vel jeloljiik az
eg-re vonatkozd tiikkrozést, akkor io07; olyan mozgas, amely rendelkezik
a keresett tulajdonsaggal. Ekkor, iz-mal jelolve a p'q’ egyenesére vonatkozd
tiikrozést, i3 o iy 0 41 olyan irdnyitas-valtd izomertia, amely szintén a
kivant tulajdonsagi. Az, hogy tobb ilyen izometria nem létezik, az
eukildeszi esethez hasonléan kovetkezik. U

4.1.2. Fuchs-féle modellek.

DEFINicIO 4.3. A H hiperbolikus sik egy O egyenes szakaszdt valamely
egyenese és ezen kitiintetett két kiilonbozé pont ad meg, amely pon-
tokat a szakasz wvégpontjainak nevezzilk. H egy sokszoge egy olyan
alakzat H-ban, amelyet véges sok Oy, ..., Oy egyenes szakasz hatdroz
meg, amelyekre minden 1 < 57 < N-re O; két végpontja megegyezik
Ojt1 és O;_1 egy-egy végpontjaval (ahol j-t modulo N értjik), és
az Oj-knek ezen végpontokon kiviil nincs mas metszéspontjuk. Egy
sokszoget szabdlyosnak hivunk, ha minden 1 < j < N-re az O; és Oj44
kozti szog nagysaga megegyezik, és létezik H-nak olyan izometridja,
amely Oj-t Oj41-be viszi.

ALLITAS 4.4. Minden g > 2-re a g nemd feliilet univerzdlis fedétere
a H hiperbolikus sitk. Tobbek kozott, X, Riemann-feliilet.

BI1zZONYITAS. A térusz esetében latott otleteket hasznaljuk, 4m van
egy lényeges kiilonbség: amig a torusszal az euklideszi sikot tudtuk
izometridk segitségével csempézni, addig g > 2-re ugyanez a hiperbo-
likus sikra igaz. Az alapveto lemma a kovetkezo.
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“LEMMA 4.5. Létezik H-ban i—g—szégd, 0 kozépponti szabdlyos 4g-
5204.

B1zoNYITAS. Hasznéljuk a Poincaré-féle kor-modellt, és induljunk
ki ebben egy “idedlis” 4¢-szogbol, azaz egy olyanbdl, amelynek minden
csticsa a 0D végtelen tavoli egyenesen van, mégpedig az egymast kovetd
csucsok egymastol ugyanakkora euklideszi tavolsagra. Ilyen idealis 4¢-
sz0g nyilvanvaléan létezik: ehhez elég felosztani OD-t 4g egyenld részre,
és az egymast kovetd csiicsokat 6sszekotni 9D-ra merSleges euklideszi
korokkel. Jeloljik ezen korok kozéppontjait Py, ..., Py-vel, és sug-
arukat ro-val. Minden ¢ > 0O-ra és 1 < j < 4g-re legyen P;(t) a
0P; euklideszi félegyenesen a 0-tdl 7o + t tavolsdgra levd pont; ekkor
tobbek kozott P;(0) = P;. Valasszuk tovdbba r(t) > 0-t dgy, hogy
a P;(t) kozépponti r(t) sugart K;(t) euklideszi kor merdleges legyen
OD-re. Nyilvdnval6, hogy r folytonos, monoton névekvd fiiggvénye
t-nek a [0,00[-n. Rogzitett ¢t > 0-ra legyen O,;(t) a K;(t) hiperbo-
likus egyenesnek a K;(t) N K;_1(t) és K;(t) N K;11(t) végpontok &ltal
meghatarozott szakasza. Nyilvanvaléan ezen metszetek nem ftiresek, és
az O1(t),...,O4y(t) 4g-sz6g szabalyos, hiszen az O;(t) oldalt O;(t)-
be viszi egy 0 kozépponti, i—’; szogl euklideszi forgatas, amely két O-n
athalado euklideszi egyenesre — s igy specialisan két hiperbolikus egye-
nesre — valo tiikkrozés szorzata. Konnyen latszik, hogy abbdl hogy r
folytonos fliggvénye t-nek a [0, 00| intervallumon, kovetkezik hogy az
0,(t) és Oj11(t) kozotti (j-t6l figgetlen) a(t) szog is folytonos t-ben.
Konstrukcié alapjan «(0) = 0, és konnyen meggy6zédhetiink réla, hogy
amint t — oo, Ugy a(t) — 7 — i—;r. Végiil vegyiik észre, hogy ha g > 2,
akkor

0< T 9T 2m
4g — 4 4 — 4q’
tehdt a kozbenss-érték tétel alapjan létezik olyan to €]0, 0o, amelyre
alty) = i—z. Ekkor tehdt O;(ty), ..., Ou4y(to) egy i—g—szégﬁ szabalyos
4g-s70g. U
Ezek utan a bizonyitas egy tobblépcsds (végtelen) rekurzidra épiil.
Legyen elészor is Ay By A7 !Byt - - AngAg*lBg*l egy egy Z—Z—szégﬁ szabalyos
4g-sz0g, amely a Lemma alapjan 1étezik; itt a —1 kitevok azt jelentik,
hogy az adott oldal a negativ iranyban iranyitott, mig azok az oldalak,
amelyeknek nincs —1 kitevdjiik, a pozitiv iranyban. Ekkor, a Allitas
értelmében létezik egyetlen olyan g4, izometridja H-nak, amely atviszi
az A jelii oldalt az A; ! jeliibe tigy, hogy az iranyitasuk is megegyezzék,
tovabba az eredeti 4¢g-sz0g és annak

ga, (A BIAT Bt AngAg‘lBg—l)

képe csak az A7 jelii oldalon messe egymast. Konkrétan, g4, a kovetkezd
két tiikrozés kompozicidéjaval nyert izometridja H-nak: az 0 pontot a B,
oldal felezépontjaval Ssszekotd egyenesre vald tiikrozés, majd az A;!



4.1. A HIPERBOLIKUS SIK 109

oldalra vald hiperbolikus tiikr6zés (euklideszi korre inverzid). Nevezziik
p-nek a By és A7! jelii oldalak kozos végpontjat, és g-nak az A7' és
By! jelti oldalak kozos végpontjat. Ekkor p-nél két 4g-szog talalkozik
az A7' oldal mentén, és mivel g, szogtarto, ezért a két 4g-szog altal
p-ben lefedett szogtartomany nagysaga i—;r, és az itt osszefutd oldalak
cimkézése sorban By, A7 és By'; g-nal ugyanez a két 4¢-szog talalkozik

szintén Osszesen i—’; szoget lefedve, az Osszefuto élek pedig Bg_l, ATl és

By'. Legyen tovabbé gjgll a kovetkez6 izometridja H-nak: az 0 pontot

az A7' oldal felezépontjdval Gsszekotd egyenesre vald titkrozés, majd

az Bj oldalra val6 hiperbolikus tiikrozés, és tekintsiik az eddigi két 4¢-

szoglink képét g,}ll altal. Konnyl meggondolni, hogy p-nél ekkor négy

4g-s70g lesz Osszeragasztva, 0sszesen i—’g“ szoget lefedve, és az Osszefuto

élek sorban a Bg_l, Ay, By, A7t és By cimkéket viselik.

Ezt az eljarast folytathatjuk: mindaddig, amig a p-ben illeszkedd
4g-szogek szama nem éri el a 4g-t, vegylk az egyik szélsé p-beli C
oldalt, a mellette levo oldal “felezomerdlegesére” tiikrozziik az addig
kapott dbrat, majd az eredményre alkalmazzuk a C-re vonatkozé tiikkrozést.

A végeredmény p koril 4g szamu 4g-szog lesz, amelyek egyszeresen

fedik p egy teljes kis kornyezetét (tehat az dltaluk fedett szégtartomény

21), és ahol az Gsszefuté csticsok sorban az Ay, By, A7, Byt ..., Ay, By, A;l, B;l
cimkéket viselik.

Hasonléan jarhatunk el az eredeti szabalyos 4g¢-szog Osszes tobbi
csucspontjara. Ekkor kapunk egy olyan sokszoget, amelyben az eredeti
szabdlyos 4g-sz0g Osszes csucspontja mar bels6 pont. Nevezziik ezen
sokszog csucsait elsd szinti csiucsoknak. Jeloljik d-vel az eredeti 4¢-
sz0g éleinek legkisebb tavolsagéat az 0-tél. Az elso szintii csticsok hiper-
bolikus értelemben vett tavolsdga a 0 origdtol ekkor legaldbb 2d > 0.
Tovabba, az elsé szintii csicsok altal korbezart sokszog belsejében tar-
talmaz minden olyan pontjat a hiperbolikus siknak, amely 0-t6l 2d-nél
kisebb tavolsagra helyezkedik el.

Hajtsuk most végre ugyanezt a tiikrozéses eljarast minden elsé
szintii csicsra mindaggig, amig minden els6 szintii cstcs a kapott sokszognek
belsé pontja lesz. Az igy nyert sokszog cstcsait nevezziik mdsodik
szintieknek. A masodik szintli cstcsok tavolsaga 0-t6l legalabb 3d, és
az altaluk korbezart sokszog belsejében tartalmaz minden olyan pontjat
a hiperbolikus siknak, amely 0-tél 3d-nél kisebb tavolsagra helyezkedik
el.

Ezt az eljarast alkalmazva a szintek szama szerinti rekurzidval,
kapjuk az egész D parkettazasat szabdlyos hiperbolikus 4¢-szogekkel,
amelyeket hiperbolikus mozgasokkal vihetiink egymasba. A D hanyadosa
erre a teljesen diszkrét hiperbolikus csoporthatédsra pontosan X,. Mivel
D egyszeresen Osszefliggd, ez egy univerzalis fedétér. Végiil, minth-
ogy minden hiperbolikus mozgas holomorf leképezés, a Allftasbol
kovetkezik, hogy ¥, egy Riemann-feltilet. |
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KOVETKEZMENY 4.6. Minden A;, B; : I — X, hurok w1 (2, po)-beli
osztdlya nem-trividlis, és ezen elemek generdljdk m (X, po)-t.

BIZONYITAS. AAIh’tés bizonyitasabdl latszik, hogy ha rogzitjik
a pp € X, alappontnak a p € H felemeltjét, akkor minden A;, B; :
I — ¥, hurok p kezddpontu felemeltjének végpontja py-nak valamely
p-t61 kiilonbozé felemeltje (egy p-vel szomszédos elsé szintii csics) lesz.
Tobbek kozott, mivel H egyszeresen Osszefiiggd, azért a [2.57] Tétel
miatt minden A;, B; hurok m(2,, po)-beli osztalya kiilénbozik az 1 €
m1(2g, po) elemtdl. Tovabbd, a Tétel értelmében a fundamentalis
csoport a parkettazas Osszes ¢ csicsainak halmazaval bijektiv, és ny-
ilvan barmely g¢-ra létezik 1t p-bol ¢-ba a parkettazas élein keresztiil.
Mivel minden él képe Y,-ben valamely A; vagy B; hurok ezért ebbdl
kapjuk a mésodik allitast is. U

MEGJEGYZES 4.7. A bizonyitasunk kiinduldsa egy szabdlyos hiper-
bolikus sokszog valasztésa volt. Latjuk azonban, hogy a bizonyitas nem
hasznélta a szabdalyossagot, csupan azt, hogy az inverz cimkés oldalak
izometridkkal egymasba vihetok és hogy a szogek Osszege 2m. Ezért
tetszoleges, ezekkel a tulajdonsagokkal rendelkezo 4¢g-szoggel megismételheto
a bizonyitds, és az eljaras meghataroz egy Riemann-feliilet strukturat
Y,-n. Tehat, a kovetkezé paramétereink vannak a Riemann-feliilet
strukturara: minden Ag-ra és By-ra egy “oldalhossz” (ekkor A,:l és Bk_1
hossza mar meghatarozott), és az egymast koveté Ay, By, ..., A;l, B;l
oldalak kozotti szog (ekkor a B! és A; oldalak kozti szog mar meghatérozott).
Ez 6sszesen 2g + (49 — 1) = 6g — 1 paraméter. Ezekre a paraméterekre
teljesiilni kell annak, hogy az altaluk meghatarozott totottvonal zarddik:
az utolsé végpont elvileg tetszoleges D-beli elem lehet, tehat ez 2
feltétel. Marad tehat 6g — 3 paraméter. Ezek koziil azonban izomorf
Riemann-feliilet strukturakat hataroz meg két olyan 4¢-sz6g, amelyek
hiperbolikus izometridval egymasba viheték. Mivel a hiperbolikus izometriak
PGI(2,R) csoportja 3-dimenziés, marad 6g — 6 paraméter.

4.2. A Riemann-féle gobmb
4.3. Az uniformizacios tétel

Ebben a szakaszban kimondjuk az egyvaltozos komplex analizis
egyik alapveto tételét, amelynek nagy szerepe van a geometriai vizsgalatainkban
is.

Kezdjik egy nyilvanval6 fogalommal:

DEFINICIO 4.8. Legyenek E és F' Riemann-felilletek, p : E — F
egy holomorf leképezés, amely egyben egy feddleképezés is. Ekkor azt
mondjuk, hogy FE Riemann-féle feddfelilete F-nek.

Ez alapjan Riemann uniformizécids tétele a kovetkezoképpen szdl.
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TETEL 4.9 (Uniformizéciés tétel). Minden F Riemann-feliletnek
létezik eqy Riemann-féle univerzdlis feddfelilete, amely az aldbbi Riemann-
feliiletek pontosan egyikével biholomorf:

(i) 52
(ii)) C
(iii) D%
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