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10. feladatsor
Markov lancok

10.1. Milyen paraméterértékekre pozitiv rekurrens

(a) az M /M /k rendszer?
(b) az M/M /oo rendszer?

10.2. Legyen X, folytonos ideji sziiletési/halalozési folyamat, melynek sziiletési ratai A, = 1 +
(n +1)~1, halalozasi ratéai p, = 1. Tranziens-, null rekurrens- vagy pozitiv rekurrens-e ez
a folyamat? Es ha A\, = 1 — (n +2)7'?

10.3. Az X; € N Markov folyamat egy populaci6 méretének idébeli fejlédését modellezi. A
populacié minden egyes egyede a tobbiektdl fiiggetleniil A ratéval sziil egy 4j egyedet és
u ratéval elhal. Azaz: X, sziiletési/halalozési folyamat, melynek sziiletési ratai A, = nA,
halalozasi ratai pu, = nu.

(a) Mely A és p paraméter értékek mellett hal ki egy valoszintiséggel a populacio?
(b) Legyen f: N — R. Lassa be, hogy

lim %E(f(XHh)—f(Xt) | Xy = k) = (f(E41) = f (k) -k-A+(f(k=1)=f(k))-k-p

h—04+

(c) Legyen = A =1, legyen Xy = 1. Léssa be, hogy ha G(t, z) := E(2X), akkor G(t, 2)
megoldja az aldbbi els6rendi homogén linearis parcialis differencidlegyenletet:

0G(t, z) = (z — 1)%0.G(t, 2)

Segitség: alkalmazza az el6z6 részfeladat gondolatmenetét az f(z) = 2* fiiggvényre.

(d) Oldja meg az egyenletet a G(0,z) = z kezdeti feltétellel. Segitség: ha 2(t) =
— (2(t) — 1)*, akkor LG(t, 2(t)) = 0. Ennek segitségével lassa be, hogy Xo, X1, Xo, . ..
kritikus Galton-Watson-féle elagazo folyamat, melynek utodeloszlasa GEO(%)!

10.4. Modositsuk az elébbi populacié modellt gy, hogy a populacié egyedeinek sziiletése és
clhalasa mellett v rataval egy bevandorlé érkezik kiviilrsl. Igy olyan sziiletési/halalozasi
folyamatot kapunk, melynek sziiletési ratai \, = nA+v, halalozasi ratai pedig valtozatlanul
tn = nu. Mely A, u, v paraméter értékek mellett lesz a folyamat tranziens, null rekurrens,
illetve pozitiv rekurrens?

10.5. Tekintsiink egy sziiletési/halalozasi folyamatot, melynek sziiletési ratai A\, = 1/(n + 1),
halalozasi ratai pedig p,, = 1. Mutassuk meg, hogy a folyamat pozitiv rekurrens és talaljuk
meg a stacionérius (invarians) eloszlasat.

10.6. Egy parkolohelyen N auto6 szamara van féréhely. Tegyiik fel, hogy az egyes autok parkolési
ideje egymaéstol fliggetlen p paramétert exponenciélis eloszlasu valdszintségi valtozd. A
parkolni szandékozé autok érkezési ideje A paraméterd Poisson folyamatot alkot, mely
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fiiggetlen a parkolési id6ktol. Jelolje P, a kovetkezd valoszintiséget a stacionarius allapot-
ban:

(1) ha 0 <n < N, P, = P(a parkolohelyen n aut6 parkol),

(2) han > N, P, = P(a parkolohely tele van és tovabbi n— N aut6 varakozik a bejutasra).
Hatarozzuk meg a P,, n > 0 valoszintiségeket a kovetkez6 harom esetben:

(a) Ha egy autos olyankor érkezik a parkolohelyhez, amikor az tele van, addig varakozik,
amig hely nem {iriil.

(b) Ha egy autos olyankor érkezik a parkolohelyhez, amikor az tele van, azonnal tavozik.
(c) Ha egy autos olyankor érkezik a parkolohelyhez, amikor az tele van, maximum egy
véletlen — v paramétert exponenciélis eloszlasti — ideig varakozik. Ha addig nem jut be
a parkolohelyre, tavozik.

Legyenek X7, X5, X3, ... fliggetlen és azonos eloszlasu, egész értéki valoszintiségi valtozok,
melyeknek van varhato értékiik és E(XZ) = 0. Legyen Sy =0 és

S, =X +Xo+---+X,.

(Azaz: S, bolyongas Z-n, melynek egyméasutani lépései X, Xo,....) Legyen tovabba

Gn(x) := E(i ll{sj:m})>

a [0, n] idSintervallumban az z racsponton toltott részids varhato értéke. (E fiiggvényt a
bolyongas Green-fiiggvényének nevezziik.)
(a) Bizonyitsuk be, hogy minden n € N és = € Z esetén

Gn(0) > G, (z).

Utmutatas: Tekintsiik az x racspont elsé elérésének idejét.
(b) Emlékezziink a Nagy Szamok Gyenge Torvényére: barmely € > 0 esetén

lim P<|Sn| < 5n> =1

n—oo

Ennek segitségével bizonyitsuk be, hogy rogzitett € > 0 mellett

1
lim — n(x) = 1.
Jim, 5 2 Gal@

|z|<en

(c) Az (a) és (b) pontok eredményének felhasznalasaval bizonyitsuk be, hogy

lim G,(0) = .

n—oo

(d) A fentiek alapjan lassuk be, hogy az S,, Markov lanc rekurrens.
(e) Alkalmazhato-e a fenti okoskodas magasabb dimenzios bolyongasra?

Legyen (pk)kez valoszintségi eloszlas Z-n, melyrdl feltessziik, hogy

p1 > 0, pr. =0, hak>1
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és varhato értéke negativ:

Z kpr =: p < 0.

k=—00

Ertelmezziik az X,, Markov lancot az S = {0,1,2,3...} allapottéren, melynek dtmenet-

matrixa:
Pj—i ha j > 07
Py={" ,
Zkgopkfi ha j = 0.

Mas szoval: X, bolyongés, melynek lépés eloszlésa (pk)kez, de nem léphet a negativ féle-
gyenesre. Feladatunk célja bebizonyitani, hogy az X,, bolyongas pozitiv rekurrens.

(a) Tegytik fel, hogy m(j), j € S, egy invarians eloszlas. Bizonyitsuk be, hogy minden
1> 0-ra

m(i) = Z T(J)Pij-

(b) Legyen g, = p1—x, k = 0,1,2,.... Bizonyitsuk be, hogy az

00
S = E Squ.
k=0

egyenletnek létezik egy és csakis egy s* € (0, 1) megoldéasa.

Utmutatés: (qk):;o olyan valdszintiiségi eloszlas N-en, melynek varhato értéke 1-nél nagy-
obb. A fenti egyenlet jobb oldaldn ennek az eloszlasnak a generéatorfiiggvénye szerepel.
(c) A (b) pont beli s* érték felhasznalasaval hatarozzuk meg az X,, Markov lanc stacionérius
(invarians) eloszlasat.

Egy boltba A -paramétert homogén Poisson folyamat szerint érkeznek a vasarlok. A bolt-
ban egyetlen elad6 dolgozik. Egy-egy tigyfél kiszolgaldsanak az id6tartama p-paraméteri
exponencialis eloszlast kovet, > A. Sok id§ eltelte utan betoppanok én és beallok a sorba.
Mi az eloszlasa annak az idGtartamnak, amit a boltban toltok? Utmutatds: Hasznalja a
9.9 feladat eredményét.

A Yule-folyamat

Egy petricsészében t = 0-kor van egy améba. Egy amdba EXP(1) id6 elteltével ket-
téosztodik, és lesz beldle két ugyanolyan amdéba, mint az eredeti. Léassa be, hogy a ¢t id6pont-
ban a petricsészében 1év6 amébak X (t) szama GEO(e™") eloszlast (az a fajta geometriai,
amikor nemcsak a kudarcokat szamoljuk, hanem beleszamitjuk a sikeres probalkozast is).

(a) El6szor lassa be oly modon, hogy felirja az X (t) folyamat infinitezimélis generatorat,
és leellendrzi, hogy az amdébak eloszlasdnak idGbeli fejlédésére felirhaté differencialegyenlet-
rendszert és a p;,(0) = 0,1 kezdeti feltételt valoban kielégétik a () = (1—e t)Fte™!
fliggvények.

(b) Majd annak a felhasznéalasaval, hogy ha Uy, ..., U, fiiggetlen és EX P(1) eloszlast va-

l6szintiségi valtozok, akkor max{Uy, ..., U,} ugyanolyan eloszlast, mint a Vi +---+V,,
fiiggetlen Gsszeg, ahol V; ~ EX P(i).
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Utkeresztez6dések

A kovetkezd feladatokban egy tutkeresztez6dés jarmiiforgalmanak egy lehetséges matem-
atikai modelljérdl lesz sz6. A féutvonalon egymaést kovetd jarmiivek elhaladasanak idépont-
jait Poisson folyamattal modellezziik. A féutvonalon mozgo jarmiiveknek a keresztez6désen
valo athaladasa ebben az egyszertisitett modellben nem vesz id6t igénybe. A mellékutvo-
nalon érkezé és a f6utvonalat keresztezni akaro jarmi athaladéasa pozitiv id6t vesz igénybe,
ezért neki addig kell varakoznia, mig a ftutvonalon érkezd jarmiivek kézott megfelel hosszi
szabad intervallum nincsen. A f&itvonal belathato.

A féutvonalon egyiranyu a forgalom és a jarmtvek elhaladésa A paramétert Poisson folya-
mat. A keresztezd mellékitvonalon az athaladés a id6t vesz igénybe. Mennyi annak a
valoszintisége, hogy a mellékutvonalon érkezé autos k jarminek kell els6bbséget adjon,
miel6tt dthaladhat a keresztez6désen?

A fenti paraméterek fiiggvényében hatarozzuk meg azon autok szaménak varhato értékét
és szorasat, melyeket a mellékitvonalon varakozo autosnak el kell engednie, miel6tt atha-

ladhat.

Legyen szamszertien 10 mésodperc az mellékitvonalon athaladas ideje és 5 masodperc a
féutvonalon egymasutan érkezd autok kozotti id6 varhato értéke.

(a) Mennyi annak a valosziniisége, hogy a mellékutvonalon érkezd autésnak legfeljebb 2
féutvonalon érkezdének kell els6bbséget adnia?

(b) Mennyi a megvarand6 autok szamanak varhato értéke és szorasa?

Tegyiik fel, hogy a féutvonalon kétiranya forgalom van: mindkét irdnybol A paramétert
Poisson folyamat szerint érkeznek a jarmtivek. A mellékitvonalon érkezé autdsnak 2a
id6re van sziiksége az dthaladashoz. Valaszoljuk meg ilyen koriilmények kozott az elGbbi
feladatokban feltett kérdéseket.

A féatvonalon kétiranyu a forgalom: mindkét iranybol A paramétert Poisson folyamat sz-
erint érkeznek a jarmtivek. A mellékatvonalon athalad6 jarmiinek mindkét savon valo atha-
ladasra (egyenként) a idére van sziiksége. Am most a két sav kozott elég széles jardasziget
van, ahhoz, hogy a mellékutvonalon kozleked§ dthalado jarmi a két sav kozott megallhas-
son: el6szor csak a balrdl érkezé jarmtiveknek kell els6bbséget adnia, mig megfelelS rést
nem kap, majd a jobbrol érkezéknek ad els6bbséget. Hatarozzuk meg a teljes varakozasi
id6 varhato értékét és szordsat. Hasonlitsuk Ossze az eredményt az el6z6 feladatéval.



