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Sztochasztikus folyamatok. 2008/2009 2. félév
Dr. Szasz Domokos
12. feladatsor
Felujitasi folyamatok I1

(A felijitdsi fiigguény korldtossiga) Legyenek Xy, Xo, ..., X,,,... fliggetlen és azonos elos-
zl4st nemnegativ és nem nullara koncentralt valoszintiségi valtozok. (Azaz: feltessziik,
hogy 1 = P(X; > 0) > P(X; > 0) > 0.) Legyen T'(n) := > | X; és N(t) := max{n :
T, < t}.

Bizonyitsa be, hogy barmely ¢ > 0-ra U(t) = E(N(t)) korlatos:
(a) Léssa be, hogy E(e™Xi) < 1.

(b) Bizonyitsa, hogy a kovetkezd végtelen Gsszeg konvergens: » 2 P(Z?:l X; < t) <
0.
Igazoljuk, hogy
! <U(t) < 2t
E(X;At) — ~ E(X; At)

Tekintsiik a kovetkezd Markov lancot az S = {0, 1,2, ... } allapottéren. Adottak a py,pa, ...
pozitiv szamok melyek 6sszege 1: Z;’il p; = 1. Ha a Markov lanc a 0 allapotba ér, a (pj);il
eloszlas szerint valasztja ki kovetkezd allapotat. Ha valamely 7 > 0 allapotban van, akkor
determinisztikus médon a j — 1 allapotba lép.

(a) Irjuk fel a Markov lanc atmenetmatrixat. Irreducibilis és aperiodikus-e a Markov
lanc?

(b) A Markov lanc nyilvanvalo modon rekurrens. (Miért?) Milyen feltételnek kell a
(pj);il eloszlasnak eleget tennie ahhoz, hogy a Markov lanc pozitiv rekurrens legyen?
Segitség: Szamoljuk ki a 0-ba valé elsd visszatérés idejének varhato értékét.

(¢) A pozitiv rekurrens esetben szamitsa ki a stacionarius eloszlast.

Megjegyzés: Vessiik Ossze az eredményt a 11.3. feladattal. A 3, "hatralévs ids"
stacionarius eloszlasat szamitottuk ki.

Tekintstink egy M/G/1 rendszert, amelyben az igények A paramétertd Poisson folyamat
szerint érkeznek és elvesznek, ha érkezésiikkor a kiszolgéalod foglalt. Mutassuk meg

(a) azok az id6pontok, amikor az igények iires rendszerbe érkeznek, feltjitéasi folyamatot
alkotnak. Hatarozzuk meg ennek atlagos stistiségét, ha p a G kiszolgalasi id6 varhato
értéke;

(b) Mennyi a kiszolgalast nyerd igények aszimptotikus hanyada?

Igazoljuk, hogy a ¢(t) = U(t) —ﬁ fiiggvény eleget tesz a ¢ = h+ ¢ F feldjitasi egyenletnek,
ahol h(t) = [*(1 — F(s))ds.

Legyenek Z,, = Z?Zl T; :n > 0 egy felujitasi folyamat pontjai, ET; < co. Legyen tovabba
Ay =t —Zn,, By = Tn,+1 —t. Mutassuk meg, hogy

P(At>x,Bt>y)ﬁ%/m(l—F(s))ds

Tty
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Legyenek X7, Xs,--- > 0 FAE és Y1,Y5,--- > 0 FAE valoszintiségi valtozok F; ill. F,
eloszlasfiiggvényekkel. Jelolje tovabba Ty = 0 és k > 1-re Sy = Tp_1 + Xi, T = Sk + Y.
(Masszoval egy gép muikodik X; ideig, lerobban és akkor Y; ideig javitjak.) Jelolje F' =
F) % Fy és legyen H(t) annak valoszintisége, hogy a gép dolgozik ¢ id6pontban. Igazoljuk,
hogy ha F nem-racsos, akkor ¢ — oo esetén

H1
p1 A po”

H(t) —

ahol u; az F; varhato értéke.

Tegyiik fel, hogy a feldjitasi folyamatban a koézok eloszlasai

9 1
P(Ti=1)=15  P(Ti=10m) =5

(a) Mi a t-ben éppen folyo kiszolgalas hosszénak aszimptotikus eloszlasa?

(b) Mi a hatralevs kiszolgélas hosszanak aszimptotikus varhato értéke? Hasonlitsuk Gssze
ET}-vel.

(CHT felujitasi folyamatokra) Legyenek 11, 7o, . . . egymasutani események kozotti fiiggetlen
és azonos eloszlasu varakozasi id6k, melyeknek varhato értéke E(TZ> =m € (0,00) és
szorasnégyzete Var(r;) = o® € (0,00). Legyen v, := max{n : >/ 7 < t} a [0,1)
idGintervallumban bekovetkezett események szama. A CHT felhasznaldsanal bizonyitando
a kovetkezd hatareloszlas tétel:

lim P

t—o0 t

ahol @ az N(0,1) eloszlas eloszlasfiiggvénye.



