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Sztochasztikus folyamatok. 2008/2009 2. félév
Dr. Szasz Domokos
3. feladatsor
Martingalok. II.

Legyen Xg, X, Xs,... Markov lanc az S véges éallapottéren, jeloljiik P-vel az atmenet-
méatrixat. Legyen F, = o(Xi, Xo,...,X,) a sztochasztikus folyamat &ltal generalt ter-
mészetes filtracio. Legyen f : S — R. Mutassa meg ( a 2.4 és 1.7 feladatok segitségével),
hogy az alabb definidlt M,, martingél erre a filtraciora nézve.

n—1
M, = f(Xn) + Y (I = P)f)(Xi) = (Pf)(Xo)
k=1
Legyen Xy, X1, Xo,... irreducibilis, aperiodikus, stacionarius Markov lanc az S véges al-
lapottéren, jeloljiik P-vel az d&tmenetmatrixat, m-vel a stacionarius eloszlasat. Legyen
Fn = 0(Xy,Xo,...,X,) a sztochasztikus folyamat altal generalt természetes filtracio.

Legyen f : S — R. Tegyiik fol, hogy (1, f), = 0. Léassa be, hogy van olyan g : S — R,
hogy (1l,g), = 0¢és g — Pg = f. A 3.1. és 2.7 feladatok segitségével lassa be a Green-
Kubo-formulat, azaz a kovetkezd két egyenlGséget:

N-1
hm Var( Zn:O (Xn)
N—oo v N

Segitség: Bizonyitas kdzben jol jon a szoras-haromszog-egyenlGtlenég, és a beldle leveze-
theté

) =(9,9)r — (Pg, Pg)r = 2(f,(I = P) "' f)r = {f, )=

ID(X) =D(Y)[ <D(X -Y)

m (1-t6l m -ig szamozott) golyot helyeziink el k (1-t8] k-ig szamozott) urnaban. Diszkrét
idGegységenként véletlenszertien (egyenletes eloszlassal) kivalasztunk egy golyot, kiemeljiik
a helyérdl és athelyezziik egy méasik urnaba, melyet véletlenszertien (egyenletes eloszlassal)
valasztunk ki. Legyen X, az els6 urnaban 1év6 golyok szama az n-edik 1épés utan és
.Fn = O'(Xl,XQ,...,Xn)

(a) Hatarozzuk meg E(X,,1|F,)-et.

(b) Ertelmezziink Z,, valoszintiségi valtozokat, melyek martingalt alkotnak F,-re nézve.

A Polya féle urna modell

Egy urnaban piros és kék golyok vannak. Kezdetben egy-egy mindkét szinbdl. Minden
egyes n € N diszkrét id6pontban kihtizunk egy véletlenszertien (egyenletes eloszlassal)
kivalasztott golyot az urnabol, majd visszatessziik a kihtzottat és még egy ezzel azonos
szint golyot is betesziink az urnaba. Igy az n-edik menet utan n + 2 golyo lesz az urnaban.
Jeloljiik p,-nel, illetve 3,-nel az els6 n hiizas soréan kihtzott piros, illetve kék golydk szamaét.
(po = Bo = 0és pp+5, = n. Az n-edik hazés utan p,+1, illetve (3,,+1 piros, illetve kék golyod
van az urnaban.) A folyamat természetes filtracioja F,,. Legyen M, = (B, + 1)/(n + 2)
az urnaban 1évé kék golyok aranya az n-edik menet utén.

(a) Az eldadéason belattuk, hogy M, martingal.

(b) Bizonyitsuk be, hogy P(5, = k) =1/(n+1), k=0,1,...,n. Azaz a piros/kék golyok
szama minden egyes lépés utan egyenletes eloszldasii.
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(c) Hamarosan belatjuk az u.n. martingal konvergencia tételt, amelybdl kovetkezik, hogy
lim,, ., M, =: M., egy valoszintiséggel 1étezik. Ezt feltéve, milyen eloszlast M .7

(Polya-féle urnamodell, még egyszer.)
Az 3.4 feladat feltételeit és jelolését hasznaljuk. Legyen 6 € [0,1] rogzitett paraméter.
Bizonyitando, hogy

1)!

=B 0

martingal.

Bayes urna — A (-eloszlds

Ermedobast jatszunk a kovetkezs képpen: elészor valasztok egy © véletlen szamot egyen-
letes eloszlassal a [0, 1] intervallumbol. A © szamot nem kozélve adok magénak egy olyan
hamis érmét, amely © valoszintiséggel mutat fejet és (1 — ©) valoszintiséggel mutat irast.
Maga a © értéket nem ismeri, csak a fej-iras sorozatot figyeli meg. Legyen (3, az els6 n
dobas soran megfigyelt ‘fej’-ek szama.

(a) Bizonyitando, hogy az itt leirt 3,, n = 1,2,... folyamat eloszlasa azonos az 4. fela-
datban szintén [,-el jelolt folyamatéval.

(b) Bizonyitando, hogy a 3.5. feladatban bevezetett N, (f) pontosan a © valosziniségi
valtozo feltételes stirtségfiiggvénye, 51, Bo, ..., B, megfigyelés mellett.

Kis statisztika
Egy érme 6 valoszintséggel mutat FEJet és 1 —6 valoszintséggel mutat IRASt. A 0 € (0,1)
értéket nem ismerjiik. Legyen a,b € (0,1) és két lehetséges hipotézisiink:

A :={0=a}, B := {0 =0b}
Legyen
P(Xy, Xo, ..., X,|A)
P(X, X,,...,X,|B)’
ahol P(zy,9,...,2,]A) (illetve P(zy,2s,...,2,|B)) az 1,29, ..., z, FEJ-IRAS sorozat

megjelenésének valoszintsége az A (illetve B) hipotézis mellett. Mutassuk meg, hogy a 7,
sorozat pontosan akkor martingal, ha a B hipotézis igaz.

Ly =

Legyenek X;, ¢+ = 1,2,... fliggetlen és azonos eloszlasi valoszintségi valtozok, melyeknek
ko6z0s eloszlasa P(X; = 1) = p, P(X; = —1) = ¢, P(X; =0) =r, ahol p+q¢+r =1 és
p,q > 0. Legyen S, .= X; + Xo +--- + X,,.

(a) Milyen C-re lesz M, := C*» martingal?

(b) a € N esetén jelolje T, = min{n : S,, = a} az a elérési idejét. A martingal-megallitasi
tétel segitségével szamolja ki a P(T_, < T,) valoszintiséget, ahol a,b > 0.

(¢) Mely C' > 0 és A > 0 valasztasok mellett lesz
Zy = C" A"

martingal? Melyik korabbi feladat atfogalmazasa ez?



