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4. feladatsor
Generatorfiiggvények alkalmazasai: Bolyongasok és elagaz6 folyamatok

Legyenek X7, X5, X3, ... fiiggetlen és azonos eloszlastu valoszintiségi valtozok, kozos elosz-
lasfiggvényiik F(z) = P(XZ- < :c) Legyen v ezektdl fliggetlen, Z, -értékd valoszintiségi
valtozo; jeloljik G(z)-vel v eloszlasanak generatorfiiggvényét. Mutassuk meg, hogy az
Y = max{X;, Xo, ..., X, } valosziniiségi valtozo eloszlastiiggvénye H(z) = G(F(x)).

Annak a valoszintisége, hogy a Pistikéék veteményeskertjében n cserebogarpajor van, g,.
A g, sorozat generatorfiiggvénye legyen P(z). Kapalaskor Pistike a pajorokat egymastol
fiiggetleniil egyenként p valoszintiséggel vagja ketté. Mi a kertben maradt cserebogarpa-
jorok szaméanak generatorfiiggvénye, varhato értéke és szorasa?

Legyen Xy = 1, X1, X5, ... Galton—Watson folyamat, E(X;) = pu, D?(X;) = 02 Mutassuk
meg, hogy

(a)
D*(Xp41) = pD*(X,) + po”
(v o
D2 X)) = 2 n—1+ M
(Xn) =0"p 1—p

(Folytatas). Mutassuk meg, hogy n > m esetén E(X,X,,) = u" "EX?2.

Mekkora a valdszintiséggel éri meg az n-edik generaciot az az eldgazé folyamat, amelyben
az utodok eloszldsa pesszimista GEO(3)?

Tekintslink egy olyan elagazé folyanatot, amelyben az utodok eloszlasdnak generéatorfiig-
gvénye P(z). Jelolje X a teljes populacio nagysagat, vagyis a keletkezd véletlen fa cstc-
sainak a szdmat. Legyen Q(z) = E(z%). Bizonyitsa be, hogy Q(z) megyezik a ﬁ
fiiggvény inverzfiiggvényével!

Legyen Sy = 0,.51, .95, ... egyszertd szimmetrikus bolyongas Z-n, azaz S,, = X; + ... + X,
ahol X1, Xo, ... fiiggetlen, azonos eloszléstak, és P(X; = £1) = 3. Legyen tovébbé u,, =
P(S, =0) (n=0,1,2,...), fo = P(S1,...,Su1 # 0,8, = 0) (n = 1,2,...), fo =0,
valamint a megfelel§ generatorfiiggvények legyenek U(z) és F'(z).

(a) Mutassuk meg, hogy U(z) = (1 — %)~ 3.
(b) Igazoljuk, hogy
1
11— F(2)
(Segitség: vegyiik észre, hogy n > 1 -re u, = fiun,_1 + foun_o + ... foug. Miért igaz
ez utobbi?)

U(z)
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(Folytatas).

(a) S, egyszert szimmetrikus bolyongas Z-n (Sq = 0) és 7 az 1 elsd elérésének ideje, azaz
7 = min{n|S, = 1}. Hatérozzuk meg 7 pontos aszimptotikajat:

limsup k2P (r = k) =7

k—oo

Segitség: fejtsiik sorba 7 generatorfliggvényét, hatarozzuk meg P(7 = 2k)-t és hasznaljuk

a Stirling-formulat.

(b) X1, Xo,... elagazo folyamat GEO(1/2) utod eloszlassal. A teljes populacié mérete
Y, (és EzY = Q(2)).
lim k2P(Y = k) =7

Hogyan tudjuk ezt beldtni minden szamolas nélkiil, pusztén az el6z6 feladatot hasznélva?
Segitség: probaljunk mélységi keresést és hasznaljunk valoszintiségi interpretaciot!)

(c) Egy amdba két dolgot tud csindlni minden nap minden maéstol fiiggetleniil (mas
amoébaktol és napoktol): vagy kettéhasad vagy elhal % — % valoszintiséggel. Jeldlje
a csucsok teljes szdmaat az elagazo folyamat utod-fdjaban Y. Mutassuk meg genera-
torfiiggvényhasznalataval, hogy Y ~ 7 (azaz 1 els6 elérésének ideje a bolyongéasban).
Adjuk valoszintiségi interpretaciojat a kapott azonossagnak. (Segitség: probaljunk
mélységi keresést)

Adott az X valoszintiségi valtozo P(z) generatorfiiggvénye. Szamoljuk ki az E(X?) és
E(X*) momentumokat. Alkalmazzuk a kapott eredményt, ha X POI(\) eloszlast.

Hamis kockaval n-szer dobva legyen X és Y az Osszes l-es illetve 6-os dobasok szama.
Hatérozzuk meg a H(z,w) = E(zXwY) egyiittes generatorfiiggvényt.

(Folytatas.) Oldjuk meg az el6z6 feladatot, ha a dobasok szama maga is egy N valoszintiségi
valtozo, amely fiiggetlen a dobassorozattol és eloszlasa POI(N). Mi ekkor X és Y egyiittes
eloszlasa?

(4.3 folytatasa.) Mutassuk meg, hogy n > m esetén X,, és X,, egyiittes generatorfiiggvénye
P(Zh 22) = Pm(zlpn—m(ZZ))>

ahol P; az X; generatorfiiggvénye

Tegyiik fel, hogy egy Amway-iigynok minden nap (més tigynokoktsl és més napoktol
fiiggetlentil) % valoszintiséggel 1, % valoszintiséggel 2 1j iligynokot szervez be, % valoszi-
niiséggel egyet sem. Juli néni aprilis elsején reggel kezdi szervezni halozatat. Mennyi lesz
az aprilis 30-an este Juli néni haldzataban tevékenykedd tigynokok szamanak (Juli nénit is

beleértve) varhato értéke és szorasa?

Legyenek X, Xo, ... fliggetlen, azonos eloszlasu pozitiv egész értékd valoszintségi valtozok
P(z) generatorfiiggvénnyel, és legyen S, = X7 + Xs + ... + X,,. Legyen

v, — 1, ha dn, hogy S, =k,
g 0 egyébként

Legyen v, = P(Y; = 1), és legyen {v;} generatorfiiggvénye V(z) = > 72 vp2”. Mutassuk
meg, hogy V(2) = —

1-P(z2)



4.1V. Az eddigiektdl eltérGen most tekintsiink egy egyszert, de aszimmetrikus bolyongést Z-n:
p > q = 1 —p, ahol p a jobbra lépés valoszintisége. Legyen (3, = P(3j > n : S; = 0).
Igazoljuk, hogy a 3, sorozat generatorfiiggvénye

(1—4pgz*)'? — (p—q)
(1 —4pgz?)'/2(1 - z)

pz) =

4.A. Egy szabalyos 2n-sz0g cstucsait talalomra parokba szedjiik.
(a) Mi annak a p,, valosziniisége, hogy a csicsparokat osszekotd hirok a sokszog belsejében
nem metszik egymast?
(b) Mi a {p,} sorozat generatorfiiggvényének konvergenciasugara?
(c) Mi a valasz, ha a sokszog konvex, de nem szabalyos?

(d) Hogyan lehetne altalanositani a feladatot konvex poliéderre?



