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4. feladatsor
Momentum generald fiiggvények, generatorfiiggvény, karakterisztikus fliggvény

4.1. Legyenek X, X5, X3,... fiiggetlen és azonos eloszlasi valoszintiségi valtozok, kozos elos-
zlasfiiggvényiik F(z) := P(X; < ). Legyen v ezektdl fiiggetlen, Z-értéki valoszintseégi
valtozo; jeloljik G(z)-vel v eloszlasanak generatorfiiggvényét. Mutassuk meg, hogy az
Y = max{Xy, X, ..., X, } valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye H(z) = G(F(z)).

4.2. Legyen S, = X; + --- 4+ X,, ahol X, X, ... fiiggetlen, egyforma eloszlast valoszintiségi
valtozok, amelyek kozos generatorfiiggvénye G(z), és N t6lik fiiggetlen valoszintiségi val-
tozo.

(a) Irjuk fel Sy generatorfiiggvényét.
(b) Irjuk fel Sy generatorfiiggvényét, ha N POI(\) eloszlast.

4.3. Annak a valoszintisége, hogy a Pistikéék veteményeskertjében n cserebogarpajor van, g,.
A g, sorozat generatorfiiggvénye legyen P(z). Kapalaskor Pistike a pajorokat egymastol
fiiggetlentil egyenként p valoszintiséggel vagja ketté. Mi a kertben maradt cserebogérpa-
jorok szaméanak generatorfiiggvénye, varhato értéke és szorasa?

4.4. Legyen Xy =1, X1, Xs, ... Galton-Watson folyamat, E(X;) = p, D*(X;) = 0. Mutassuk
meg, hogy

(a)
D*(X,11) = pD*(X,,) + p*o”

(b) o
D2 X,) = 2 po1+ — M
(Xn) = 07" ;

4.5. (Folytatés). Mutassuk meg, hogy n > m esetén E(X,X,,) = " ™EX2.

4.6. Legyen Sy = 0, 51, 59, . .. egyszerd szimmetrikus bolyongas Z-n, azaz S, = X7 + ... + X,
ahol X7, Xy, ... fuggetlen, azonos eloszlasuak, és P(X; = £1) = % Legyen tovabba u,, =
P(S,=0) (n=0,1,2,..), fu =P(S1,...,S 1 #0,S, =0) (n=1,2,...), fo =0,
valamint a megfelel§ generatorfiiggvények legyenek U(z) és F'(z).

(a) Mutassuk meg, hogy U(z) = (1 — 22)7%-

(b) Igazoljuk, hogy
1

T 1-F(2)
(Segitség: vegyiik észre, hogy n > 1 -re u, = fiup—1 + foun—2 + ... frug. Miért igaz
ez utobbi?)

U(z)

4.7. Adott az X valoszintiségi valtozo P(z) generatorfiiggvénye. Szamoljuk ki az E(X?) és
E(X*) momentumokat. Alkalmazzuk a kapott eredményt, ha X POI(\) eloszlast.

4.8. Az X valoszintiségi valtozo eloszlasa P(X = k) = p, (k=0,1,...). Legyenr, = P(X < k),
és legyen R(z) az ry sorozat generatorfiiggvénye. Fejezziik ki R(z)-t a P(z) = Y o p2”
generatorfiiggvény segitségével.

4.9. Hamis kockaval n-szer dobva legyen X és Y az 0Osszes l-es illetve 6-os dobéasok széma.
X, Y

Hatérozzuk meg a H(z,w) = E(z*w" ) egylttes generatorfiiggvényt.
4.10. (Folytatés.) Oldjuk meg az el6z6 feladatot, ha a dobasok szama maga is egy N valoszintiségi
valtozo, amely fliggetlen a dobéssorozattol és eloszlasa POI(A). Mi ekkor X és Y egyiittes
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4.1.

4.11.

4.111.

4.1V.

4.A.

(4.4. folytatasa.) Mutassuk meg, hogy n > m esetén X, és X,, egyiittes generatorfiiggvénye

P(Zh 22) = Pm(ZIPn—m(ZQ))7
ahol P; az X; generatorfliiggvénye

Tegyiik fel, hogy egy Amway-iigynok minden nap (més tigynokoktsl és més napoktol
fiiggetlentil) % valoszintiséggel 1, % valoszintiséggel 2 1j iligynokot szervez be, % valoszi-
niiséggel egyet sem. Juli néni aprilis elsején reggel kezdi szervezni halozatat. Mennyi lesz
az aprilis 30-an este Juli néni haldzataban tevékenykedd tigynokok szamanak (Juli nénit is

beleértve) varhato értéke és szorasa?

Legyenek X1, X5, ... fliggetlen, azonos eloszlast pozitiv egész értékd valoszintiségi valtozok
P(z) generatorfiiggvénnyel, és legyen S,, = X7 + Xo + ... + X,,. Legyen

v, — 1, ha dn, hogy S, =k,
"o egyébként

Legyen v, = P(Y;, = 1), és legyen {v;} generatorfiiggvénye V(z) = > ;7 vpz¥. Mutassuk
meg, hogy V(z) = —

1-P(z)

Az eddigiektdl eltérGen most tekintsiink egy egyszert, de aszimmetrikus bolyongast Z-n:
p > q = 1 —p, ahol p a jobbra lépés valoszintisége. Legyen 8, = P(3j > n : S; = 0).
Igazoljuk, hogy a 3, sorozat generatorfiiggvénye

(1—4pgz*)'? = (p—q)
(1 —4pgz?)'/2(1 - z)

pz) =

Egy szabalyos 2n-szog csticsait talalomra parokba szedjiik.
(a) Mi annak a p,, valoszintisége, hogy a csticsparokat osszekotd hiarok a sokszog belsejében
nem metszik egymast?
(b) Mi a {p,} sorozat generatorfiiggvényének konvergenciasugara?
(¢) Mi a valasz, ha a sokszog konvex, de nem szabalyos?

(d) Hogyan lehetne altalanositani a feladatot konvex poliéderre?



