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Házi feladatsor 1. 2008. 02.21

Szász Domokos

A beadandó házi feladatokat pirossal, a csütörtöki gyakorlaton tárgyalt feladatokat kékkel jelöltem.
1. Ehrenfest féle diffúziós modell (Az én kutyámban és a szomszédom kutyájában együttesen n bolha lakik. Minden nap egy véletlenszerűen választott bolha átugrik a másik kutyába. Azt vizsgáljuk, hogy az én kutyámban hogyan alakul a bolhák száma, amit X(n)-nel jelölünk.)

Határozzuk meg az {X(n)} Markov-lánc stacionárius eloszlását.

2. Bernoulli-Laplace féle diffúziós modell (N piros, N fehér golyó 2 dobozban úgy, hogy mindig N golyó van mindkét dobozban. Mindkét dobozból kihúzunk egy-egy golyót és azokat kicseréljük. Azt figyeljük, hogy hogyan alakul a piros golyók száma a baloldali dobozban, amit Y(n)-nel jelölünk.)

Határozzuk meg az {Y(n)} Markov-lánc stacionárius eloszlását.

3. Igazolja, hogy 

· bármely Markov-lánc megfordításával adódó folyamat ugyancsak Markov lánc,

· ha egy homogén Markov-lánc stacionárius is, akkor a megfordításával adódó Markov lánc is homogén,

· adja meg utóbbinak az átmenet-mátrixát.

4. Ehrenfest féle urna modell Egy dobozban A darab piros és B darab fehér golyó van. Kihúzunk egy golyót, visszatesszük úgy, hogy vele együtt C darab ugyanolyan színűt és D darab másik színűt is beteszünk a dobozba. Tekintsük a pirosaknak az összes golyók közötti arányának alakulását. 
a) Homogén Markov láncot kapunk?
b) Számítógépes szimulációval érzékeltesse, hogy az arányok sorozata 1 valószínűséggel konvergál egy véletlen határértékéhez.
c) Sok kísérletből készített hisztogram elemzésével először vizsgálja meg, hogy milyen jellegű eloszlást követ a határérték az A=B=C=1, D=0 esetben, majd  nézze meg, hogy a határeloszlás hogyan függ az A, B, C, D  paraméterektől! 
(A b) és c) feladatok megoldása szép és hasznos élményt fog nyújtani.)
5. Dobókockát azonos valószínűségekkel és az előző mozgatásoktól függetlenül diszkrét időegységenként átfordítunk az alul levő oldaláról a szomszédos négy oldal valamelyikére. Irjuk le e Markov-lánc átmenet-mátrixát és keressük meg stacionárius eloszlását.

6. A Markov-lánc P átmenet-mátrixát duplán sztochasztikusnak nevezzük, ha nemcsak a sorösszegei, hanem az oszlopösszegei is egyenlőek 1-gyel. Mutassuk meg, hogy a Markov-lánc állapothalmazán egyenletes eloszlás stacionárius eloszlás. Mikor lesz ez az egyetlen stacionárius eloszlás?

7. Tönkremenési feladat. A kaszinóban egy játékban p=.4 valószínűséggel 1 EUR-t nyerek, p=.6 valószínűséggel ugyanennyit vesztek. Addig játszom, amíg nyereményem N EUR lesz, és persze tönkremegyek, ha a tőkém 0 EUR. Irja fel a Markov-lánc átmenet-mátrixát és keresse meg stacionárius eloszlását, ha N=5.

8. Időjárás, mint Markov-lánc (természetesen ez csupán --- elég durva --- közelítés). Tegyük fel, hogy egy téli napon csak a következő 3 lehetőséget nézzük: az időjárás Havas, Ködös(esős), Napos. Tegyük fel, hogy az egymást követő napokon az időjárás ezen durva leírása Markov-lánc, amelynek átmeneti valószinűségei: p(H,H)=.4, p(H,K)=.6, p(H,N)=0, p(K,H)=.2, p(K,K)=.5, p(K,N)=.3, p(N,H)=.1, p(N,K)=.7, p(N,N)=.2. Mi a valószínűsége, hogy egy csütörtök havas, feltéve, hogy a megelőző kedd havas volt? Mi a valószínűsége, hogy egy kedd havas, feltéve, hogy a megelőző kedd havas volt? Mi a valószínűsége, hogy külföldről érkezve egy nap, havas időnk lesz?

9. Raktárkészlet lánc. Jelölje X(n) egy video-játékot árúsító üzletben az n-edik nap végén levő konkrét játék számát. Megfigyelték, hogy annak a valószínűségei, hogy egy nap a játékból 0, 1, 2 vagy 3 kel el, rendre .3, .4, .2, .1. Ha a nap végén 0 vagy 1 játék maradt (X(n) = 0 vagy 1), akkor a raktárkészletet másnap reggelre kiegészítik 5-re. Irja fel az X(n) Markov-lánc átmenet-mátrixát. 

10. Társadalmi mobilitás. Ismét durva leírását vesszük, ezúttal a társadalmi mobilitásnak. A családokat jövedelmük szerint 3 osztályba soroljuk: Alacsony, Közepes, Magas-jövedelműek. Ha X(n) jelöli a család kereseti színvonalát az n-edik generációban, akkor a megfigyelések alapján az átmeneti mátrix: : p(A,A)=.7, p(A,K)=.2, p(A,M)=.1, p(K,A)=.3, p(K,K)=.5, p(K,M)=.2, p(M,A)=.2, p(M,K)=.4, p(M,M)=.4.

11. (HF/3 folytatása). Milyen összefüggést kell teljesítenie a Markov-lánc stacionárius eloszlásának és átmenet-mátrixának ahhoz, hogy a megfordított folyamat is ugyanolyan eloszlású legyen, mint az eredeti.(Az ilyen Markov-láncokat reverzibilisnek nevezzük.)

