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1. A generatorfiiggvény és tulajdonsagai
A generatorfiiggvény az egyike a valosziniiségszamitasban alkalmazott anali-
tikus eszk6zoknek, és mint ilyen, segit abban, hogy szamos problémat analizisbeli

eszkozokkel tudjunk kezelni.

Definicié: Az (ay),>0 sorozat generatorfiiggvényének nevezziik a

o0
= E anz"
n=0

hatvanysort, amennyiben 3z, hogy |z| < |zo| esetén a hatvanysor konver-
gens. Ilyen zy akkor létezik, ha lim sup,,_, ., /a, < 00

Természetesen minket fleg az az eset érdekel, amikor (a,)n>o valoszintségi
eloszlas, azaz 3¢ valoszintségi valtozo, hogy p, = P(§ = n). Ekkor a definicio
egy varhato érték és |z| < 1-re a generatorfiiggvény mindig létezik:

"<y pn=P1)<1
n=0

| P( |*|Ez£

Figyeljiik meg, hogy P(|¢] < o0) = P(1).
Definici6: Egy eloszlas farokisszegének nevezziik a g, = > -, 41 Pk sorozatot.

Az eloszlas és farokosszegének generatorfiiggvénye kozott egyszert kapcsolat
van:

0= aF =3 3 pF =33 e
k=0 k=0n=k+1 n=1 k=0
& -1 PR)=po— (P(D) = () _ P(z) ~ P(1)

igy —1 < z < 1-re igy Q(z) is mindenképp konvergens. A z = 1 eset £ varhato
értékével van kapcsolatban.

Nyilvanvald, hogy a diszkrét valosziniiségi eloszlasok és generatorfiiggvényeik
kozott bijekcio all fenn, azaz a generatorfiiggvénybdl is egyértelmien visszakap-
hato az eloszlas (illetve altalanosabb értelemben a sorozat):

am (0)
n!

ap =

Példak generatorfiiggvényekre: (A szamolas menete a gyakorlatokon)

o B(n,p): P(z) = (pz +q)"
e Poi()\): P(z) = eMz—1)
e Geo(p) : P(z) = &

1—qz




Most ratériink, a momentumok és a generatorfiiggvény kapcsolatara.
Tétel: ES = P'(1) = Q(1) (A dervialason balodali derivéltat értiink)
Bizonyitas: P'(z) =) .. np,z""!

e Ha E¢ < oo akkor |z| < 1 esetén P’(z) folytonos:
|[P/(2) = P'(w)| £ D mpal" ! — w7 <
n=1

N oo
<> npple" w42 > np, < 3e
n=1 n=N+1

Ahol az els6 tag kisebb, mint € ha rogzitett N mellett |z —w| elég kicsi,
a masodik pedig N novelésével tehetd tetszélegesen kicsivé, mivel a
sor maga konvergens. Emiatt

B¢ = P/(1) = lim P'(2) = Q(1)

e Ha E{ = oo akkor lim, ~ P/(z) = co. Ekkor a kozépértéktétel miatt

P(z) - P(1)

<o, <1:Q(2) = pour

= P'(0)
Ezért Q(1) =1lim,_ Q(z) = lim,, 1 P'(0,) =
A szorasnégyzet szintén megkaphato a generatorfiiggvénybdl:
Tétel: D2 = P"(1) + P'(1) — (P"(1))* = 2Q/(1) + Q(1) — (Q(1))*
Bizonyitas: Ismét szétvalasztjuk a két esetet:

e Ha D2¢ < oo, akkor
D% = B¢ - (BE)” = Y n’p, — (P'(1))" =
n=1

= Z n(n —1)p, + ann - (P’(l))2 =

n=1 n=1
— P'(1)+ P'(1) — (P'(1))”
e Ha D%¢ = 0o és E¢ < oo, akkor lim, ~; P(2) = o0

A bizonyitas Q-ra vonatkozo része hasonld, mint a varhato érték esetében,
ezért azt az olvaséra hagyjuk.



A fenti bizonyitasban szereplé E€(£—1), hez hasonloan, a tobbi an. faktorialis
momentum is megegyezik P(z) z=1 helyen vett megfelel§ derivaltjaval:

E(E—1)(€—2)..(¢ —k+1)=PP(1)

Ezek segitségével az O0sszes momentum eléllithatd, azonban nem ez az egyet-
len ut. Ha G(z) a generatorfliggvény és az Osszes momentum létezik, akkor

limsup,_, { Aﬁ < oo esetén, ahol M, := E£° a
o0 o0 o0 o0 o0
(nw)* w® M,
— w — — s __ S
Hw) = Ge) =Y p S =3 St =30
n=0 s=0 s=0 n=0 s=0

fliggvényt a £ valdszintségi valtoz6 momentum-generalé fiiggvényének nevez-
ziik. Nyilvanvalo, hogy M, = H(®)(0). Ugyanolyan feltételek mellett a centralis
momentum-generalé fiiggvény hasonléan:

Y = (FwM) S M s (—wMy) W
Tw) = ™" H(w) = TP IR D Dh D BEr DLy
=0 5=0 =0 s=0 k=1
oo c oo c c o oo mc .
OO NS I
c=0 k=1 =0 c=2

(k?*Ml)c
ahol m, = E({ — E£)¢ és a szamolasban a ¢ = [ + s,s = ¢ — [ helyettesitést
hasznéaltuk.
A generatorfiiggvény lehetévé teszi a konvolaciok "egyszerd" kezelését is,

A

Peyy(2) = E25T1 = E2*E2" = Pe(2)P,(2)

Ugyanezt kapjuk a hatvanysoros alakot felhasznalva, ha vessziik a Cauchy-
szorzatukat:

oo k
Pe(2)Py(2) = Z 2* Z anbi—n
k=0 n=0

Két diszkrét valoszintségi valtozo egyiittes generédtorfiiggvénye: H(z,w) =
E(zfw"), t6bb valtozé esetén hasonlo a definici6. Az egydimenzits esethez ha-
sonld tételek egyszertien adédnak.

2. Elagazd folyamatok és bolyongasok

Ebben a fejezetben a generatorfiiggvény két fontos alkalmazisat mutatjuk
be: az eldgazo folyamatokat és a véletlen bolyongast. Mindkét folyamat az tn.
Markov-folyamatok kozé tartozik:

Definicio: Egy &1, &5, &3, ... valoszintségi valtozd sorozat Markov-tulajdonsaga
ha P(&u41 = ko = ko, &n = kn) = P(&py1 = k|, = k) azaz a
folyamat tovabbi menetét csak a jelenlegi helyzet hatarozza meg, nem
pedig az, hogy hogyan jutottunk oda.



Elagazo folyamatok (Galton-Watson folyamat)

A 19.sz.-ban Galton és Watson Gsi angol csaldadnevek kihalasat vizsgéltak és
egy egyszeri modellt allitottak fel. Csak az apakat vizsgaljuk, tegyiik fel, hogy
egy apa van kezdetben, neki Z{ darab fia sziiletik, amelynek generéatorfiiggvénye
G(z), majd az apa elhalalozik, hogy mi egyszertien kezelhessiik a nemzedékeket.
Ezekbdl a fiikbol apak lesznek, az i. fitnak Z& db. fia sziiletik (feltessziik, hogy
minden Z eloszlasa azonos), és igy tovabb. Jeloljiik az n. generacio lélekszamat
X,-nel. Nyilvan Xo =1, X; = Z1, Xo = Z}+...4 Z5*, stb. Ekkor pl. a masodik
generacié generatorfiiggvénye:

BN = B2t % =N B(AN A X, = K)P(X) = k) =
k=0

=Y G (2)pr = G(G(2))
k=0

Pontosan tgyanigy X,, generatorfiiggvénye G(G(...G(z)...)) azaz n-szer iteraljuk
G-t.

Véletlen bolyongas

A véletlen bolyongas a valdsziniiségszamitas egyik legalapvetébb konstrukci-
6ja. Adottak a X, Xs,... valosziniiségi valtozok, ahol X; : Q — Z% és
P(X; =+e) = ﬁ, ahol e; = (0,..., 1 ,...0) Ekkor az S,, = X7 + ...+ X,, valo-

2.
szintiségi valtozosorozatot egyszerd szimmetrikus véletlen bolyongasnak (Simple
Simmetric Random Walk - SSRW) nevezziik. Ennek 1 dimenzios speciélis esetét
vizsgaltuk, az el6z6 félévben:

L4 Xz Q- {713 1}5 P(Xl = 1) =D, P(XZ = 71) = 17p =4q, Sn = Z?:l XZ
e ES, =" EX,=nEX;=n(p—q)=n(2p—1)
e D25, = nD2X; = 4np(1 — p)
e A De Moivre-Laplace tétel miatt:
S, — ES,
D5 ~N0,1)=S,=n2p—1)+2y/np(l —p)N(0,1)

Vezessiik be az tn. létra indexeket: T, = min{n|S, = k}, és jelolje T; generator-
fiiggvényét G(z). Mivel nyilvan T}, = Tl(l) + ... +T1(k), ezért a teljes varhatoérték
tételét alkalmazva a bolyongas elsd 1épésére:

E:" = (G(2))" = (1= pEE"|S1 = —1) + pE(=T4|$1 = 1) =

-1

= (1 —p) BTt L pETi1tl = qz(G(z))kJr1 +pz(G(z))k
Rendezve az egyenletet: G(z) = qzG(2)? + pz, amibél

/1= 2
G(2) 1 1 —4pqz

- 2qz



A masodfokua egyenlet mésik megoldasa nem lehet igazi megoldas, mivel akkor
G(0) = oo lenne. Ennek a fiiggvénynek a sorfejtését felhasznalva ki tudjuk szé-
mitani az 1 els§ elérésének eloszlasat is. Felhasznélva, hogy a binomialis sorfejtés
szerint

a generatorfiiggvényre a

9 22 + oo_ (2n1?3)” 4 "2:2n oo o — 3\
G(Z) _ Pq En722 2m ( pq) _ pz_'_z ( ' ) 2n—1pnqn—lz2n—1
qz ot n!

kifejezést kapjuk. Ha alkalmazzuk a (—1)!! = 1 konvenciot, akkor ez egyszertibb
alakban:
N (2n =3 o
G(Z):Z( - ) omn lpq 1Z2 1
‘ !

n=
Vegyiik észre, hogy eszerint %2"‘1 éppen azt adja meg, hogy 2n-1 1épésben

héanyféleképpen lehet elGszor eljutni 1-be. Vizsgaljuk meg G(z) viselkedését a
z = 1 helyen:

G(1) = 1—«/1—4pq: 1—+/(1—-2p)? _ 1—1]1—2p
2q 2q 2q

Amennyiben p > 1/2 akkor G(1)=1, egyébként G(1) = p/q. Ez azért van mivel
q > p esetén gi, go, ... nem teljes eseményrendszer, mivel po, = P(T} = o0) > 0.
Hasonloan G'(z) esetében:

1—|2p—1f

GO = TrEp -1

amip > 1/2 esetén 2])%1, migp = 1/2-re co. A p < 1/2 esetben a képletbdl ugyan
véges érték jon ki, viszont a varhatéértékhez ezt még ki kell egésziteni egy ocops
taggal. (A képletben a + elGjel a p > 1/2 vonatkozik.) A fenti eredményeket

Osszefoglalva:

Tétel: Ha G(z) a T3 els6 létraindex generatorfiiggvénye, akkor

(Z _1—4/1—4pqz?

1. G(z) 50
2. G(1) =1hap>1/2és G(1) = p/q egyébként.
3. G'(1) = g5q hap >1/26s G'(1) =co hap=1/2

Végiil megvizsgaljuk a bolyongas origdba valé visszatérését, az in. rekurrenciét.
Legyen f, az els6 visszatérés eloszlésa, azaz n > 1-re:

fn = P(Sl 7é Ou 52 7& 07 "'7Sn71 7é 07Sn = 0)



mig fo = 0. Nyilvanvalo, hogy foj_1 = 0 Vj-re. Az F(z) = Y.~ fn2" genera-
torfiiggvény kiszamitdsahoz ismét a teljes valoszintiség tételét fogjuk alkalmazni.

fn= pgfffl) +qgn — 1

aholg(_l)—el jeloljiik a bolyongas origora valo tiikorképére (azaz a p és q felcse-
rélésével kapott bolyongasra) vonatkozo g, értéket. A fenti képlet azt fejezi ki,
hogy ha az elsg 1épés felfele torténik, akkor a -1 n-1 lépésben torténd elss el-
érése, ha lefele, akkor az 1 n-1 l1épésben torténd elss elérése esetén tériink vissza
a nullaba elsszor az n. id6pontban. A generatorfiiggvény igy:

F(z) = Zpg,(;ll)z" + Z qGn_12" = sz(_l)(z) +qzG(z) =1 —+/1 — 4pgz?
n=2 n=2

Ezuttal is kiszamoljuk F'(z) és F'(z) z = 1 helyen felvett értékeit:

F(1)=1-+/1—-4pg=1—2p— 1| = 2min{p, ¢}

Ami azt jelenti, hogy az els6 visszatérés ideje csak a szimmetrikus esetben véges
1 valdszintiséggel (ekkor azt mondjuk, hogy a folyamat rekurrens, ha ez nem
teljesiil, akkor tranziens).

F(1) = 4pqz ~ 4p(1—p)

V1 — 4pgz? o - 2p—1

ami oco-nel egyenld p=1/2 esetén egyébként pedig f,, nem teljes eseményrendszer,
ezért a varhatoérték akkor is végtelen. Eredményeinket &sszefoglalva:

Tétel: Ha F(z) az origoba valo els visszatérés generatorfiiggvénye, akkor

1. F(2) =1—+/1—4pqz?
2. F(1) =1hap=1/2¢és F(1) = 2min{p, q} egyébként.
3. F'(1) = oo ha p = 1/2, a varhatoérték pedig mindig végtelen.

Végezetiil megemlitjiik Polya Gyorgy hires tételét:

Tétel: A d dimenzios SSRW rekurrens ha d = 1,2 és tranziens ha d > 3.

3. Gyenge konvergencia

Mostantol a célunk a centralis hatareloszlas-tételek bizonyitasa lesz, amelyek
a karakterisztikus fiiggvények modszerével torténnek. A gondolat alapja, hogy
a karakterisztikus fiiggvények konvergenciidja ekvivalens az eloszlasok gyenge
konvergenciajaval (Isd. folytonosséagi tétel). Ez a fejezet az utobbi fogalommal
foglalkozik.

Definicio: Az F), eloszlasfiiggvények altal meghatarozott eloszlassorozat gyen-
gén tart az F eloszlasfiiggvény éaltal meghatarozott eloszlashoz (jelolés:
F, = F vagy valoszintiségi véaltozokkal: X,, = X) ha Va € Cp esetén
F,(z) — F(z) teljesiil, ahol Cr az F fiiggvény folytonossagi pontjainak
halmaza.



Ez a definicié persze nem csak eloszlasfiiggvényekre vonatkozhat, hanem tet-
sz0leges fliggvényekre is. Diszkrét eloszldsokra nagyon egyszertien lathat6, hogy
mit jelent a definicio:

Lemma: Ha X,,, X diszkrét valségi valtozok, akkor X, = X akkor és csak
akkor ha P(X, = z) — P(X = z) (amely csak megszdmlalhato sokszor
nem nulla).

Bizonyitas: Nyilvan Cr = R\ Ran(X ) Ekkor x € Cp esetén F,(z) =
Yoy PXn = y) = >, P(X = y), mivel z ¢ Ran(X) ezért elég
nagy n-re F,(z) = F(z)

Példak :
e B(n,p) = Poi(\) hanp — A
e p-Geo(p) = Exp(l) hap — 0
Most bebizonyitunk egy sziikséges és elégséges feltételt:

Tétel: F, = F & Vp € C(R) esetén Ep(X,,) = [@dF, — [@dF = Ep(X)*
ahol C(R) a valos szamokon értelmezett folytonos és korlatos fliggvények
halmaza.

Bizonyitas: A két iranyt kiilon latjuk be:

= Tegyiik fel, hogy F,, = F Els6 lépésként levalasztjuk az eloszla-
sok porzitiv és negativ farkat. Mivel F eloszlasfiiggvény, ezért Ve-ra
Jz_,x4 € Cp, hogy Fp(x_),F(z_),1 — Fp(z4),1 — F(z4) < e (A
teljes sorozatra a nem folytonos pontokon - amelyek F monoton volta
miatt Lebesgue tétele szerint csak megszdmlalhatéan sokan vannak
- kiviil valo konvergencia miatt létezik univerzalis e.) Ezzel rogton

irhatjuk:
T4 T4
‘/cden/godF‘ < ‘/ goanf/ (de‘+
+’/ _<den+/ soan—/ _sodF—/ @dF‘S
—o0 - T4
‘/ wdF, — / @dF’

+Hol|(Fa(z-) + F(z=) + (1 = Fo(z4)) + (1 — F(z4))) <
<4e|<p||+‘/ <de"7/$+ @dF'

ahol ||p|| természetesen a supremum-norma. Tudjuk, hogy a folyto-
nos, korlatos fiiggvények egyenletesen folytonosak is, ezért 30, hogy

L f(z ) az F eloszlasfiiggvény altal generalt Lebesgue-Stieltjes mérték szerinti integ-
ral. Ha az olvaso esetleg nem szimpatizal ennyire a mértékelmélettel, akkor gondoljunk dF-re
ugy mint dF (z) = P(X € [z, + dz]), ahol ez most nem irhat6 fel f(z)dx alakban valamely
f strtiségfliggvénnyel mint az abszolat folytonos esetben (A Dirac-§ nem fliggvény hanem
disztribucio!!).



lo(y1) — ¢(y2)] < € ha |y1 — y2| < 6. Most a megmaradé intervallu-
mot bontsuk fel kis § hossztsagu intervallumok unidjara: [z_,x4] =

Ujesl;, ahol I; = [a;,b;], |I;| < 6, aj,b; € Cr (ez megint csak a
Lebesgue-tétel miatt kovetelhetd meg) bj = aj41 és vezessiik be az
F altal generalt F(I;) = F(b;) — F(a;) Lebesgue—Stieltjes meértéket
(a mérték ennek kiterjesztése)! Ekkor egy I; intervallumra:

/Ij o(z)dF,(z) = /I o(x) — p(a;)dF,(z) +/ p(a;)dF, ()

i I;

ahol az els6 tag tetszGlegesen kicsivé tehets e csokkentésével:

s} < |

J
ezzel

p(x) — p(a;)

dF,(z) < eF,(I;)

[ s[5 )
Ty e
+ /Ij p(x) — p(aj)dFn(z) — /1,- o(@) — p(a;)dF(z)| <

<3 lay)|Ea(ly) — F(I,)| +e(2<Fn<Ij>> +ZF<IJ>)

jeJ jeJ jeJ
Mivel aj,b; € Cp, F,(I

masodik tagnal > ; F;
is, azaz végeredményben:

i) — F(I;) tehat az elsé tag < ||p|le. A
(I ) = F(x_,z+) <1 ugyanigy az F-es tag

] [arn - [ wdF‘ < (5llll +2)

Tegyiik fel, hogy minden folytonos, korlatos fiiggvényre az integral
konvergal. Ekkor legyen x F(x) egy folytonossagi pontja és

1 hat<z
H””(t){ 0 hat>ax

Ekkor F,(z) = [ Hy( ). Legyen ¢, ,(t) Hy(t) folytonos koze-

litése:
hat <z

1
Y y(t) = % haz <t<y
0 hat>y

ahol z <y és y € Cp. Ekkor mivel H,(t) < pq,(t) < Hy(t),

1
F(z) < [ ¢z ydF < F(y)



ekkor ha y =x + ¢
limsup F,(z) < F(y) = F(x +¢)  Ve>0

ezért x € Cp miatt limsup,,_, Fn(x) < F(z). Felcserélve x és y
szerepét: F(x—e) < liminf, o F,(x) Ve > 0, igy megintcsak x € Cp
miatt liminf,, . F,(z) > F(x). A kett&t osszevetve kapjuk, hogy

Természetesen nem minden {F,} eloszlasfiiggvény-sorozat konvergil gyengén
viszont a kovetkezs tétel szerint mindnek van ilyen részsorozata.

Helly tétel: V{F,} sorozatra 3{F,, } részsorozat és F monoton, balrol folyto-
nos, nemnegativ fiiggvény, hogy Vo € Cp-re F,,, (x) — F(z) amint k — oc.

Bizonyitas: Legyen rq, 79, r3,... a racionélis szamok egy sorbarendezése. A
Bolzano-Weierstrass tétel miatt
Fy(r1)-hez 3F,, (1)(r1) — G(r1)
Fnk(l)(rg)—hez Eank(Q) (TQ) — G(Tg)

Foy -1 (rj)-hez 3F,, (4 (rj) — G(rj)

igy {nr(1)} 2 ... 2 {n&(j)} 2 .... Tekintsiik most az F,, (1), Fn, (j) -
sorozatot! Mivel egy konvergens sorozat minden részsorozata ugyanoda
tart, az indexhalmazok egymasba dgyazottsdga miatt

Vr; € Q-ra lim F, (i) = G(rs)
j—o0

Mivel tetszéleges s < r racionélis szdmokra Yk esetén F,, (1) (s) < F, (x)(7),
ezért, G(s) < G(r), azaz G is monoton nemcsokkend (ez egyébként az
indexhalmazok egymaéasba agyazottsaganak kovetkezménye). Legyen most
F(x) = sup,cq{G(r)|r < x}. Nyilvanvalé, hogy F monoton nemcsékkend
és nemnegativ, tovabba balrol folytonos: A supremum definiciéja miatt
Vx € R és Ve > O-ra Ir < z racionélis szam, hogy G(r) > F(z) — . Ha
most r < y < x akkor

F(z) = ¢ < G(r) < F(y) < F(a)

és emiatt F(y) / F(x) hay / x. Most megmutatjuk, hogy F,, &) = F.
Legyen z € Cp, s,7 € Q és y € Rolyan, hogy s < z < r <y, F(y) <
F(x) + € (ilyen van a folytonossag miatt) és G(s) > F(z) — e (definicio
miatt) .

F(z)—e<G(s) <G(r) < F(y) < F(z)+¢

Ugyanakkor, mivel F,,, () eloszlasfiiggvény, igaz az is, hogy
Frp)(8) < Frypv) (@) < Fry iy ()

Itt az el6zek szerint a bal és a jobboldali kifejezés G(s)-hez, illetve G(r)-
hez tart. Végeredményben tehat azt kaptuk, hogy Ve > 0-ra

F(z)—€e< klim Fooy(z) < F(x) + €

Ez pedig éppen azt jelenti, hogy F,,, 1) (z) — F(x).
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A fenti tételben F nem feltétleniil eloszlasfiiggvény, mivel elképzelhets, hogy
lim, 0 F(x) < 1 vagy lim,_, o, F(z) > 0. Ez akkor fordul el§ ha tomeg megy
ki a végtelenbe (pl. P(X,, = n) = 1 esetén F(x) = 0). A kovetkezs fogalom
segitségével azonban definidlhatunk egy kritériumot, amely teljesiilése esetén ez
a probléma nem lép fel.

Definici6: Az F,, sorozat feszes, ha Ve > 0-ra J[a,b] véges intervallum, hogy
F,la,b] > 1 — € Vn-re.

Tétel: A feszesség sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy V{F),,} részso-
rozatra legyen olyan F), ,, tovabbi részsorozat és F eloszlasfiiggvény, hogy
F,

()

)
= F, amint [ — oo.

Bizonyitas :

=: Helly tétele miatt 3F), ) = F (F monoton nemcsokkend, belrol foly-
tonos, nem negativ), a feszesség miatt pedig Ve > 0 : J[a,b], hogy
Fola,b] > 1 — € Vn-re. Ha ekkor a és b nem lenne F-nek folyto-
nosségi pontja, akkor Ja’ < a, ¥ > b, hogy a’,/ € Cfr és ekkor
Fla',t'] > F[a,b]. Ekkor

an(l)(a/) - F(a/) /o .
Fu(h) - Ply) = Ftl=t=e

tehéat F eloszlasfiiggvény, nem megy tomeg a végtelenbe.

«<: Tegyiik fel, hogy F}, nem feszes, azaz, hogy Je > 0, hogy minden véges
[a,b] intervallumra In € N, hogy F,[a,b] < 1 — ¢ Ekkor valasszuk
ki az {ny} indexhalmazt ugy, hogy F,, [—k,k] <1 —e. Ekkor a tétel
feltevése miatt {F,, }-bol kivalaszthatunk egy {F},, )} részsorozatot
ugy, hogy az gyengén tart valamilyen F' eloszlasfiiggvényhez. Legyen
most [a,b] tetszbleges olyan véges intervallum, melyre a,b € Cp és
Fla,b] > 1 — €. Elég nagy l-re [—k(1), k(1)] D [a, b] teljesiil, emiatt

1—e> Fnk(l)[fk(l%k(l)] > Fnk(l)[a7b] - F[avb] >1—e
azaz megkaptuk a kivant ellentmondast.

A végs6 eredményhez sziikségiink van a kovetkezs egyszerd tényre:

Lemma: Ha az (a,)n,>1 : N — R sorozathoz 3A € R, hogy Y(a,, )k>1 rész-
sorozathoz 3(a,, (1))i>1 tovabbi részsorozat, amelyre lim; oo ap, ) = A,
akkor lim, . a, = A

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy a tétel allitdsa nem igaz. Ekkor biztosan létezik
a sorozatnak B # A torlodasi pontja (most értsiik ide a végtelent is).
Ez pontosan azt jelenti, hogy létezik olyan részsorozat, amely B-hez tart.
Viszont ennek minden részsorozata szintén B-hez fog tartani, mivel kon-
vergens sorozatnak minden részsorozata az eredeti sorozat hatarértékéhez
tart. Ezzel tehat talaltunk egy olyan részsorozatot amibgl nem valaszthato
ki A-hoz tarté részsorozat.
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Ennek segitségével egyszerien kapjuk, hogy a fenti tételbelen magéara az {F),}
sorozatra is F,, = F', mivel az el6z6 tétel kovetkezményeképp minden ¢ folytonos-
korlatos fiiggvényre a { [ p(z)dF,(x)} sorozat barmely részsorozatabol kivé-
laszthato6 olyan tovabbi részsorozat, hogy [ ¢(x)dF,, oy — [¢(x)dF. A lemma
miatt ez azt jelenti, hogy [ ¢(z)dF,(z) — [ ¢(z)dF(z), ebbdl pedig a fejezet
legelss tétele szerint F,, = F. Osszefoglalva:

Tétel: Az {F,} eloszlasfiiggvény-sorozat feszessége sziikséges és elégséges ah-
hoz, hogy 3F eloszlastiiggvény, melyre F,, = F.

4. Karakterisztikus fliiggvény

A karakterisztikus fiiggvény a generatorhoz hasonldéan egy nagyon gyakran
hasznalt analitikus eszkdz a valészintiségszamitésban. Tulajdonképpen nem mas-
rol van szd, mint az eloszlasfliggvény altal generalt Lebesgue-Stieltjes mérték
szerinti Fourier-transzforméciorol.

Definicio: A € : Q — R valOszintiségi valtozo karakterisztikus fliggvényének
nevezziik a 1 : R — C, 9(t) = Ee' = Ecos(t¢) + iEsin(t£) komplex
értéki fiiggvényt.

Példak: (A szamolas a gyakorlatokon)

e Konstans: P(¢ = a) = 1, akkor 15, (t) = e'*®
e Bernoulli: 951, = pe' + (1 —p)

sin(ta)
ta

e Egyenletes: Ypi_q,q =

e Exponencidlis: Y,y = ﬁ

. ; o242
o Normalis: Yy () = €™~ 2

e Binomialis: ¢p(,,) = (pe'* + (1 — p))?

e Poisson: Ypein) = M=)
. . pelt
e Geometriai: Ygeo(p) = T—i—pye

e Cauchy: Ycq, = e M

Definicio: Egy ¢ : R — C fiiggvényt pozitiv definitnek neveziink, ha Vtq, ..., t, €
R és Vzq,..., 2z, € C esetén

Z Zj?kﬂ)(tj —tr) >0

i,j=1

a pozitiv szemidefinit illetve a tovabbiak definicioja nyilvanvalo.
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A karakterisztikus fiiggvény alaptulajdonsigai:

o Ha ¢, fiiggetlenek, akkor ¢, (t) = B¢+ = B Ee™ = )¢ ()9, (t)

o Y(—t) = Ecos(—t€) + iEsin(—t£) = Ecos(t§) — iEsin(t§) = 1 (t)
o P(al +b) = Eeit(a€+t) — citbFeitas — ¢itby (1)

o Yg(t) = Pe(=1) = ve(t)

A kovetkezo tétel sziikséges és elégséges feltételt ad egy valos-komplex fiiggvény
karaterisztikus fliggvény voltara:

Hincsin-Bochner tétel: ¢ (t) akkor és csak akkor karakterisztikus fiiggvény,

ha
1 (0) =1
2. ¢(t) egyenletesen folytonos
3. |¥(t)] <1 Vtre.

4. (t) pozitiv szemidefinit fiiggvény.

Bizonyitas: Csak a tulajdonsagokat sziikségességét igazoljuk, az elégségességet
nem (Bochner-tétele).

1. Trivialis.
2. Alkalmazzuk a definiciot:

ot -0 = | [ e-etar o

S /|eitx| |€ihmfl|dF($) —
——
1

_ / € 1| dF(z) +/ 6 1|dF(z) <
lz|<L  S——— ||>L ~——~—
<|hz| (kbv. lemma) <2

< [BWLP(~L <€ < L) +2P(¢] > L)

Ha most adott e-hoz L elég nagy, akkor P(|¢]| > L) < €, majd ezutén
h-t elég kicsire valasztva |h|L < e, igy végiil

[Y(t+h) —¥(t)] < 3e

3. ‘ [ e dF(x)

< [le=|dF(z) =1

4. Egyszertien adédik egy atalakitassal:

n n n
0 S E| szeit]f|2 — E(szelt]§> (szeitk§>
j=1 j=1

k=1

n n
= Z ZjZkEei(tjitk)E = Z ij/ﬂﬂ(tj —tk)

k=1 jik=1
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Végiil bebizonyitjuk a karakterisztikus-fiiggvénynek még egy alapvetd tulajdon-
sagat:

Riemann-Lebesgue lemma: Ha ¢-nek létezik siirtségfiiggvénye, akkor 1 (t) —
0, amennyiben |t| — oo.

Bizonyitas: Mivel € L1, 3g.(x) = >, arlja, b,](2), hogy [[f — geldz < €
(lépcsostiiggvény-kozelités). Ebbdl az is kovetkezik, hogy

’/f(x)em‘dx—/ge(x)eitldx

<€

és
eitbk eitak

m b m .
(z)etdx = « ety = ap— — 0
[ 9ct@) > / e

a
amint |t| — oo.
A kovetkez eredmény rendkiviil fontos lesz a tovabbiakban.

Lemma:

"+t 2z

(n+1)!" nl

; " (iz)k
eza:_Z(k!)

k=0

<min{ ]Vn>0ést€R

Bizonyitas: Egy iteraciot haszndlunk ki. Parcialis integralassal:

z ) EPATCE o S ; z )
I, = / (xis)nezsds _ [Mezs] + 1 / (xis)nJrlezst _
0 0

n+1 o ntl
xn+1 7
— —1,
n+1+n+1 n+1
azaz "
I 4 —Z
In:¥
n
Mivel Iy = [ e'*ds = <=L,
| . 19 . \n ‘n—41
e =1ty = 1+iz+ 20 = 1+io+ ) +~-~+(Z§3 +Zn' .

és ezzel

<l/z( )nd _ xn+1 < |x|n+l
Sl Ly T T ) T )

Ugyanakkor az is igaz, hogy

n

k

n . .
iz (Z]J) 1 |In*1 - mn _ 1 N n—1/_is
e —; o Sm 1 e (x—8)"" (" —1)ds| <
2z™ 2"

< —<
— nl = nl

Ko6nnyen lathato, hogy az els6 kifejezés akkor kisebb vagy egyenls, ha

el <9

n+l —
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Most a karakterisztikus fliggvény Taylor-sorfejtésével fogunk foglalkozni, amihez
az el676 és a kovetkezs lemmat hasznéljuk fel.

Lemma: Ha 1 < a < 3, akkor JE¢F = 3¢
Bizonyitas: Hasznaljuk a Holder egyenlGtlenséget:

1

1
E‘fg|§|‘f|‘p||g‘|q p>0 5—1—;:1

Itt természetesen f € LE(Q2) és g € LL(Q). Ha most f = [£]* és g = 1:

B(¢]") < (Ewi) Bt = (E|£|ﬂ) '

Mivel véges mérték szerint integralunk az aszolat konvergencia ekvivalens
a konvergenciaval.

Tétel: A karakterisztikus fliggvény Taylor-sorfejtése:
1. Ha JE£", akkor

]w) -y e

!
= K

g+ 2t€|"}
(n+1)!" n!

< Emin {

. .. s t|"E|£|™
2. Ha létezik az 6sszes momentum és lim,, % = 0, akkor

o) =3 gk

k!
k=0
3. Ha 30 Lol Bl¢|F = Beltor] < oo, akkor 2, 4ll V|t| < |to]
4. Ha JE£™, akkor
P(t) = (lk? E¢* +o(t") hat —0
k=0
Bizonyitas :

1. Az els6 lemmat hasznaljuk = = té-re:

eyt

e 2t gl

o
s —mm{ (n+1)!  nl }
Ezt felhasznélva:
— (it)" & e N It ettt 2 g
t)— E < Ele**s— — | < E
‘w() kz;; o B s Ele ;Ok! =EM TN al

ahol a masodik lemma és a feltevés miatt az Osszes momentum léte-
zése biztositott.
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n ook
o) Jim 32w

— lim. ‘w)—ﬁj 0 per| <
k=0

tn+1E n+1

< fim ATTEEMT
n—oo  (n+1)!

mivel elég nagy n-re az elsG becslés lesz a jobb. (De a masodikra

ugyanaz lenne érvényes.)

k=0

s o~ [tol*
<> Bl <Y Bl <o
k=0 k=0

és emiatt () = > o0, (ingfk

4. Az 1, pontot felhasznalva:

‘W) DN '
¢

2
< ZB[dlle 1] — 0

Most pedig megmutatjuk a forditott irdnyt, azaz hogy a karakterisztikus fiigg-
vénybdl hogy kaphatéak meg a momentumok.

Derivalttétel: Ha E¢* < oo, akkor (*)(t) = E((if)ke“§>, specialisan
v®(0) = i"E¢*

Bizonyitas: Az elsé derivaltra kozvetlen szamolassal adodik:

Ay w - E(ifeitg)‘ = lim w - E(igeitﬁ)‘ -
i wa[ €21 ap@)| < v [t i) <
0 /e { h ‘m] (@) —;:L%/ —iz|dF(z) <

< /2|w|dF(ac) < 0

a tétel feltevése szerint. Emiatt az integral felcserélhetd a hataratmenettel:

o DD () E(igeitg)‘ <

h—0 h

eihx _
lim —ix
h—0

dF(z) — 0

A t6bbi derivaltra indukcioval konnyen adodik a tétel allitasa.
Most megmutatjuk, hogy a karakterisztikus fiiggvény egyértelmtien rendelheté

egy eloszlashoz. Ehhez nem kell mast tenniink, mint megadni az inverzios for-
mulat:
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Tétel: Ha a £ valoszintségi valtozo eloszlasa altal indukalt mértéket p-vel je-
loljiikk (u(A) =P(£ € A) A C R), akkor

1 ) 1 T e—ita _ e—itb
plab) + gufa b)) = tim o [ S e

=T

I

1 T 0 eit(mfa) _ eit(mfb)
Ir=— dtu(d
T 2m /—T [m it lu( x)

Irjuk polaris alakban:

Bizonyitas:

T sint(x—a)—cost(z—b)+il sint(z—a)—sint(z—>b)
b= S I d )dtut) =

_ %IEOOOQIOT sint(x—a);sint(w—b)dt_i_l-f_TT cost(m—b);cost(w—a)dtu(dx)

A cos-os integral az integrandus parossiga miatt elttinik. A sin-os kezelé-
séhez felhasznaljuk azt, hogy

- TO
/ s1n9tdt _ / ST sign(0)S(T'|0])
0 0

t x
Ezzel
1 (oo}
Ir = — / sign(xz — a)S(T|z — al) — sign(z — b)S(T|x — b|)u(dx)
™ — 00
Végiil azt felhasznalva, hogy limr_. foT sny — x
0 haz<a
00 % haz =a 1
It — / 1 haa<z<b p(dr)=ulab)+ 5#({&, b})
- % haz =0
0 haz>b

ahol a konvergenciat a kis-Lebesque tétel miatt vihettiik be az integralon
beliilre?. Vegyiik észre, hogy az integral konvergenciija a bizonyitas része.
Példaul ha p = &, akkor ¢(t) =1 és a = —1,b = 1-re az integral nem is
abszolut konvergens.

Az, hogy p-nek létezik-e striségfiiggvénye, egyszertien leolvashatoé a karakte-
risztikus fliggvénybdl:

Tétel: Ha ¢ € L', akkor létezik u-nek létezik folytonos stirtségfiiggvénye:

f() 1(/me4“wﬂﬁ

:% .

2(Q, F, P) véges mértektér h,hy : @ — R hy — h m.m., akkor ha |h,| < C m.m Vn-re,
akkor [ hpdp — [ hdp
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Bizonyitas: Mivel

—ita __ ,—1itb b )

€ " ol e ™ay| < b—qf
it -
a

ezért az inverzios formuladban szerepls integral abszolut konvergens és

oS} e—ita _ e—itb —a oS}
pllast) +attav) = o= [ i< O [T ol

2r J_ o 1t us oo

ezért nincsen egy pontra koncentralt valészintiségi tomeg az eloszlasban,
mert a,b megfelel§ vilasztasival a kifejezés tetszélegesen kicsivé tehetd.
Emiatt irhatjuk:

(@) = lim F(:c—i-h})L—F( ) _ lim u([:m]c;r ) _
=t [ (g o=
_ % ‘: et iy (1—;;“)1/,@@:

o [ e (F;;“)Wt = [ e

Most mar nem maradt mas hatra, minthogy megvizsgaljuk a kapcsolatot a ka-
rakterisztikus fiiggvények konvergenciaja, illetve a megfelel eloszlasok gyenge
konvergencidja k6zott. Erre vonatkozik a kovetkez6 un. folytonossagi tétel.

Tétel: Ha F,,, F eloszlasfliggvények, 1, (), ¥ (t) a karakterisztikus fiiggvényeik,
akkor F,, = F < ¢, (t) — ¢(t) Vt € R. A konvergencia egyenletes minden
kompakt intervallumon.

Bizonyitas :

= Feltessziik, hogy F,, = F. Definici6 szerint;:

P (t) = /em’an(x)

Hasonlban a 3. fejezetben latottakhoz, megint levalasztjuk a nagyon-
nagy és nagyon kis értékeket: Ve > O-ra 3\ € Cp, hogy F(—A) < §
és F(A) > 1 — ¢. Ekkor

‘ / e dF (x)
lz|>A

A konvergencia miatt 3N € N, hogy n > N esetén F,(—=A) < g és
Fn.(\) > 1 — g, emiatt szintén

‘ / e dF, ()
|z|>X

18

<

NG

<

€
4



Ekkor parcialis integralassal, majd ha n elég nagy:

att) = w0l < | [ e atr) - P+ § <
A €
< [Fud) = PO+ [Fu(=) = F(-N)| 41 / IFa) - Pllds +5 <

Minden véges t-értékre. (Ebbdl kivetkezik a kompakt intervallumon
val6 egyenletes folytonossag is).

<: Most azt tessziik fel, hogy ¥, (t) — ¥(t). Megmutatjuk, hogy ekkor
{F,} feszes.

7/ (1 — 4, (t))dt = / / — ") dtdF, (x) =

U J_y —u

B 00 1 u ite _1 eiuz_e—iur _
_/mz u[u dtdF, (z )_2/7001 (S )am @) =

o0 : 1
- 2/ 1 - YR () > 2/ 1— —dF,(z) >
—0 |a|>2 |uz|

> /ng ir@) =r( - 2)+ (1-5(2))

Mivel az elsé kifejezés egy integral—kézépérték 1—1(t)-re t = 0 kortil,
ezért Ve > O-ra Ju > 0, hogy < [ (1—1(t))dt < € és a konvergencia
miatt Ing € N, hogy n > no esetén = f (1 — 4y (t))dt < e. Ekkor a
fenti szamolas miatt @ = 2-ra F,[—a,a] > 1 — € n > ng-ra. Viszont
ekkor nyilvan 3a’ > a, hogy F,,[—d’,a’] > 1—e€ Vn-re, tehat F,, feszes.
Ekkor a 3. fejezet utolso tétele miatt van olyan G eloszlasfiiggvény,
melyre F,, = G Hamost G # F', akkor a tétel elsé fele miatt ¢, (t) —
Ya(t) # 1, ami ellentmond az unicitasnak. (Gondoljuk meg, hogy ha
F # G és mindketten eloszlasfiiggvények, akkor a balr6l folytonossag
miatt nem csak nullmértékd halmazon kiilonb6znek)

5. Centralis hatareloszlas-tételek

A centralis hatareloszlas-tételek valoszintiségi valtozok Osszegének aszimp-
totikus eloszlasaira vonatkoznak és a valdszintiségszamitas legalapvetSbb ered-
ményei kozé tartoznak. Egy CHT-val mar talalkoztunk, ez volt a De-Moivre-
Laplace tétel az el6z6 félév végén (lsd. masodik fejezet). ElGszor egy segédtételt
bizonyitunk be.

Teleszkop egyenlétlenség: Ha zq,...2;, wy, ..., w; € {|z| < 1} akkor

! ! !
Hzi_Hwi < E |2 — w;l
i=1 i=1 i=1
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Bizonyitas:

l l l l l
H Zi—H w; = (zl—wl) H Zi+w1(22—w2) H Zi—f—’wlU}Q(Zg—wg) H Z7,“f‘
i=1 i=1

=2 =3 i=4

Abszolat értéket véve, mivel z;, w; € {|z| < 1}, a lemma allitasa adodik.
Most pedig kovetkezzen az els6, egyik legalapvetébb CHT:

Lindeberg-Levy CHT: &1, &, ... fliggetlen azonos eloszlasu valdszindségi val-
tozok, BE = p, D26 =0 < 00 és S, = &1 + ..., akkor
Sn

— N

Bizonyitas: A karakterisztikus fiiggvény sorfejtését és a teleszkop egyenltlen-
séget felhasznalva be fogjuk latni a konvergenciat N(0,1) karakterisztikus
fliggvényéhez, utana pedig mar elég a folytonossagi tételre hivatkozni. Mi-
vel E(§ — u) = 0, ezért feltessziik, hogy u = 0 és csak \fnﬁa—t vizsgaljuk.

Ennek megfelelGen ha 1(t) = Ee®%, akkor a 4.fejezetbeli tétel 4. pontja

szerint

A(t)

2
¥(t) = 1= T2 + B(1), ahol = — 0 amint t— 0

Ne feledjiik el, hogy most D?¢ = E£2. A sorozat tagjainak karakterisztikus
fliggvénye:

Sn

Eeit o2 _ . T B t "
e m_HEe vir = | —
e V/no

A kovetkezs 1épés az, hogy megmutatjuk, hogy esetiinkben elegendd a
mésodrendd sorfejtés. Ehhez hasznaljuk fel a teleszkop egyenlGtlenséget:

LG -b-am] k() - (-5)l<
e ()

t
)y

Vno

Ez a mésodrendi sorfejtés pedig nyilvinvaléan:

2

2\" )
(1 - 2n> —e 7 =9Yn,1)(t)

Vegyiik észre, hogy mivel N(0,1) abszolut folytonos eloszlés, ezért a gyenge
konvergencia itt a pontonkénti konvergenciat is jelenti.

Még két tovabbi CHT-t mutatunk be, de nem lesz nehéz latni, hogy az egyik
kovetkezik a masikbol, ezért csak az els6t kell bizonyitanunk.
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Lindeberg CHT: £;,&, ... fiiggetlenek, E¢; = 0, D? = 0? < oo és legyen
%2 =0} + ...+ 02 = D2S,,. Ekkor ha

1 n
—Z/ r?dFj(z) =0  VYe>0

2 o el>esn
akkor
Sn = N(0,1)
P ’

Megjegyzés: A tételnek igaz a megforditasa is. Ha

Sn ., MaX;<p 0j
5, = N(0,1) és >
akkor ezekbdl a feltétel kovetkezik (Feller-tétel), de ezt nem bizonyitjuk.
Maga a feltétel durvan szolva azt fejezi ki, hogy ha barmilyen 3, —nel ara-
nyos nagysagu intervallumot kizédrunk a szérasnégyzetek kiszamitasanal,
akkor ezek Osszegénél 3, mar sokkal nagyobb lesz. Masképp, "elegends"
valoszintségi suly van az egyes valtozoknal a nulla korili (a lényeg, hogy
véges), barmilyen kis mértékben is de X,-nel linearisan novd intervallu-
mokban.

— 0

Bizonyitas: Legyen megint ;(t) = Ee'% és igy

Bot§ — H¢j(2>
j=1 "

Most elGszor ismét azt mutatjuk meg, hogy elegendé a masodrendt sor-
fejtés, azonban most nem azonos eloszlasu valtozoink vannak, ezért els6
korben kiilon becsliink minden j-re a 4. fejezetbeli tétel 1. pontja segitsé-
gével (az n!ill. (n+1)! elhagyasa a becslésbe belefér):

t oit? TN | 1P
w(s,) - (-5 [ =mm| (52) 2] ] -
. tr\? |tz |?
:/mln {(En) |5 ]dFj(x)S

tr

3 2
tr
< dF;(z +/ () dF;(z) <
/Lxgezn X ! ) |z|>eXn Sn j(

a minimum definiciéja miatt. Tovabb irva, ha az elsé integralban az egyik
x-re alkalmazzuk a becslést:

Xy, [t|?
323/|<2 $2dFj($)+22/>E $2dF](£C)

<o?
_UJ

<t

Most ezt és a teleszkdp egyenlGtlenséget felhasznalva megmutatjuk, a teljes
karakterisztikus fliggvényre, hogy a kozelités elégséges:

n t n o?t? n t o2t?
1o (5;) -1 (-3 =2 () - (-3 <
=1 n n n

j=1 j= j=1
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i1 0; 1 <
< et F L s / z2dF;(x)
22 22 Z o[> es J
=1
ahol a masodik tagban éppen a tétel feltételében szerepls kifejezést lat-
hatjuk, amely eszerint 0-hoz tart, tehat

Lo () 10 -55) -

lim

n—oo

(Elvileg csak a limsup, de mivel az egész kifejezés nemnegativ, ezért a
lim is.) Végiil megmutatjuk, hogy ez a kozelités tart a standard normalis
karakterisztikus fliggvényéhez. Ehhez két dolgot fogunk felhasznélni. Az
egyik az |z| < % esetén sima Taylor-sorfejtésbdl adodo

o0 |

1 1
o= () £ 3 B = St <t

k=2

a masik pedig az, hogy aszimptotikusan mindegyik szorasnégyzet végtele-
niil kicsi a teljes szorasnégyzethez képest. Ezt tigy lathatjuk be, hogy

0]2 :/ $2dFJ(1')+/ £C2dFj(fE)
|z|<eXs |z|>ex,

<e?¥2
és igy
2 n
max;<n{os
max;<n{oj} <+ 1 22dF;(z)
12 12 J
n n =1 |z|>eXy,
. 2

tehat ugyanigy mint az el6bb lim,,_, %S{UJ} = 0 Ezekkel pedig ismét

a teleszkép egyenlétlenséget hasznélva:

n O.J2t2 2 n 2t2
11 L= ) e I1( ~ o

:1
W
%
A

Jj=1 Jj=1
n t2a 242 n 444
< Z . = B ojt o;t
et 252 J| T =434
j= j=
n 0_2
2 J 44
< g ma{of} ) g tt =0
j=1""
N——
=1
012-152

. L 1
mivel elég nagy n-re 557 <3

Mint azt emlitettiik, a kévetkez6 CHT kdnnyen visszavezethets az elGzére:
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Lyapunov-CHT: Ha &, &... fiiggetlenek és E|¢;|> < oo Vj-re, Sy, ¥, ugyan-
azok, mint elbb és
Zj:l E|§j|3
-

3 0

akkor 5
-~ = N(0,1
o= N0
Bizonyitas: Azt mutatjuk meg, hogy a Lyapunov-feltétel teljesiilése esetén tel-
jesiil a Lindeberg-feltétel is.

n

1IN / 2 1 / 2 |2]
— E r4dF;(z) < = E r'—dF;(x) <
2 |z|>eX, J( ) X2 |z|>€e, €y, J( ) -

L] noi—q
11 5
gggszﬂ -0  VYe>0
noi—

(e most fix!)

6. A Borel-Cantelli lemma

A Borel-Cantelli lemma egy meglehetGsen gyakran hasznélt eredménye a va-
loszintiségszamitasnak, mi is sokszor fogjuk hasznélni a kvetkezd fejezetekben.

Definicié: Ha {A,},>1 eseményrendszer, akkor

o limsup,,_, ., A, = N5, U2, A

o liminf, .o A, = U2 N2, Ak

Elsére talan nehéz latni, de alapos végiggondolas utédn adoédik, hogy lim sup,, . An
az az esemény, hogy az A, események koziil végtelen sok kévetkezik be, mig
liminf,, . A, az, hogy véges sok kivétellel az Gsszes bekovetkezik. A gon-
dolatmenetet a limsup esetében mutatjuk be. Ha w € limsup,,_,., A, akkor
w € U Ay Vn-re. Ha viszont volna olyan K index, hogy k > K esetén w ¢ Ay
akkor w ¢ UR2 i ) Ay is igaz lenne, tehét ilyen K nem létezik. A liminf-re vo-
natkozé megfontolast az olvasora hagyjuk. Egyszertien adodik, hogy

limsup A, = N2, UL Ay = U2, NP2, Ay = liminf 4,,

n—o0 n—oo

ez utébbi pedig az az esemény, hogy csak véges sok A, kovetkezik be.

Lemma: Legyen (2, A, P) valoszintiségi mértéktér, {A,},>1 C A eseményso-
rozat és P(A,) = p,. Ekkor

L Y>> pn < oo = P(limsup, . A,)=0

2. Ha az A,, események teljesen fliggetlen eseményrendszert alkotnak,
> P =00 = P(limsup,_, A4,) =1
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Bizonyitas :

1. Mivel U2 A, sziikiil6 halmazsorozat,

P, U2, Ar) = lim P(UR2, Ax) < lim an_o

2. Mivel A4, ...A,, ... fliggetlenek, ezért a komplementereik is, igy
PN, Ay) = H P(4)
Logaritmust véve és felhasznalva, hogy « < 1 esetén In(1 —z) < —
i InP(Ag) = i In[1—-P(A)] < — i P(A) = -
k=n k=n k=n

Mindkét oldalt e-adra emelve (a korrekt eljaras persze az, hogy csak
a végén végezziik el a hataratmenetet, de a helyzet egyértelmd, ugy-
hogy kényelmesek voltunk):

PN, Ax) =0 Vn —re

igy
n—oo

P(liminf 4,) = P(U>, N, Z (N2, A;) =0

amibél P(limsup,, . A,) =1 —P(liminf, .., 4,) =1

7. Konvergenciatipusok

8. Nagy szamok erés torvényei
9. Az iteralt logaritmus tétel
10. Stabilis eloszlasok

11. Fiiggelék
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