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2. feladatsor
Borel-Cantelli-lemma és a nagy szamok erds torvénye. II.

2.1. (a) Legyenek X, X, X5, X3,... tetszoleges valészintiségi valtozok. Allitas:
P(lim, .o X, = X) csakkor, ha Ve > 0-ra lim;, ..o P(supys,, |[Xi — X[ >¢) =0

(b) Ha Ve > 0-ra ) - P(|X,| > ¢) < oo, akkor P(lim, . X,, =0) = 1.
6
2.2. (Kolmogorov-Hincsin kritérium)

Legyenek X1, Xo, X3, ... fliggetlen valoszintiségi valtozok és legyen EX,, =0, n=1,2,....
Ha Y D?X, < oo, akkor P( Y, X, konvergal ) = 1.

2.3. Legyen a [0, 1] intevallumba es6 x valos szam diadikus eldallitasa z = (0, e (z), e2(x), e5(2), ... ).
A Rademacher-fiiggvények definicioja: r,(z) = 2¢,(z) — 1. Legyenek X, (z) = anr,(z)
valosziniségi valtozok (fliggvények) a [0, 1] intervallumon. Mutassuk meg, hogy ha )~ a2 <
oo, akkor P( > X, konvergal ) = 1.

2.4. Legyenek X, X5, X3, ... fiiggetlen valoszintségi valtozok, amelyek a —n* 0, n* értékeket
veszik fel rendre n=2, 1—2n"2, n~? valészintségekkel. Mutassuk meg, hogy P( > X, konvergél ) =
1.

2.5. Legyenek €1, 9, . .. fiiggetlen, azonos eloszlast véletlen vektorok R-ben, nevezetesen
1
P(gj:iek):ﬁ (k=1,2,...,d)

Vezessiik be az S, = ) ¢; jelolést.
j=1

(a) Mutassuk meg, hogy d = 2 esetén

1
P(Sy, =0) ~ — n — 00

™m
(b) Bizonyitsuk be, hogy d = 2 esetén

P (S, = 0 végtelen sok n-re) =1

(¢) Mennyi a
P (S, = 0 végtelen sok n-re)
valoszintiség d = 3 esetén?
2.6. (Két aritmetikai lemma)

(a) (Toeplitz) Ha a,, >0, b, = > ] a;, Y. a, = 00, és lim,,_,« x, = x, akkor

>t gz,
lim 2L %%

=X
n—o00 bn



2.7.

2.8.

2.9.

2.10.

2.11.

2.12.

(b) (Kronecker) Ha 0 < a1 < ag < ..., lim, .o a, =0 és > x, = s, akkor

lim 2195 _

n—00 any,

(Kolmogorov-féle kétsor tétel) Legyenek Y7, ... Y, ... fliggetlen valoszintiségi valtozok. A
> Y, sor konvergal 1 valoszintiséggel, ha konvergal a kovetkezd két sor mindegyike:

Yev Yo,
(Megjegyzés: Ha 3K > 0, hogy P(|X,,| < K) = 1, akkor a fenti feltétel elégséges is.)

(Kolmogorov-féle haromsor tétel)

Legyenek Y1,...,Y,, ... flggetlen valoszintiségi valtozok. A Y, sor akkor és csak akkor
konvergal 1 valoszintiséggel, ha van ¢ > 0, hogy a kovetkezd harom sor mindegyike konvergal

Y PVl =) D DV o Y EYS

ahol ¥ = Y, .x(v. < (X{a} az A indikatora).

Mutassuk meg, hogy az {X,} valoszintiségi valtozo sorozat akkor és csak akkor kon-
vergal sztochasztikusan az X valoszintiségi valtozohoz, ha minden {X,, } részsorozatabol
kivalaszthato tovabbi {X,,, ()} részsorozat, hogy az 1 valoszintiséggel konvergél az X valo-
szintiségi valtozohoz.

(Otlet: Vilasszuk az {X,,} részsorozathoz ny(j)-t tigy, hogy Yk < k(j)-re
1 1
P(|Xnk _X| > ;) 2 E?
és alkalmazzuk a Borel-Cantelli lemmdt.)
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Legyenek Yi,...,Y,, ... fiiggetlen valosziniiségi valtozok, D?Y, = o2 < oo végiil S, =

> 1Y;. Ha pozitiv szamok valamely {B,, / oo} sorozatara
D?Y,
ypa

S, — ES,
_ =
By,

akkor
P( 0)=1

A Ty, T5, ... id6pontokban katasztrofak kovetkeznek be, ahol T} = X; + Xy + ... X és
X1, X, X3, ... fliggetlen és azonos eloszlasi pozitiv valoszintségi valtozok. Legyen N (t) =
max{n : T,, < t} a t id6pont el6tt bekovetkezett katasztofdk szama. Mutassuk meg, hogy
ha EX; < 00 és t — oo, akkor N(t) — oo valamint N(¢)/t — 1/EX; majdnem biztosan.

Mutassuk meg, hogy ha e1, €9, . .. fiiggetlen, azonos eloszlast valoszintiségi valtozok, P(e; =

+1) =1/2, S, = > | ¢;, akkor

S

P(—"— 5 0)=1.
(\/ﬁlogn —0)



2.13. Mutassuk meg, hogy EX? < oo akkor és csak akkor, ha > >° nP(|X| > n) < cc.
2.14. Ha Yy, ... Y,, ... fliggetlen, azonos eloszlasu valésziniiségi valtozok, akkor
(a) ha |Y1]|* < oo valamely 0 < o < 1-ra, akkor P(%+ — 0) =1

(b) ha |Y1|* < oo valamely 1 < a < 2-ra, akkor P(5==2EY1 _, () = |

na

2.15. Ha Yy,...,Y,,... fliggetlen, azonos eloszlasu valoszintiségi valtozok, és E|Y;| = oo, akkor
az A, konstansok tetszoleges sorozatéra P(limsup,|2* — A4, | = co) = 1.



