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3. feladatsor
Feltételes varhato érték és valoszintiség.

3.1. (Feltételes varhato érték tulajdonsagai)

Legyen (2, A, P) valoszintségi mezd. Jelolje {0,Q} =T c G C F C Aés X, X,;,Y € L.
[gazolja a kdvetkezd tulajdonségokat:

(a) E(X|T) =EX,  E(X]A) = X;

E(h(X)|F) = h(E(X|F));

(h)
E(E(X|F)|9) = E(X]G);
(i) Ha Y F-mérhets, akkor
E(XY|F) = YE(X|F) E(Y|F)=Y;

(i) HaY fiiggetlen F-t6l, akkor E(Y|F) = EY.

3.2. Két kockaval dobunk. Legyen X az egyik kocka eredménye, Z pedig a kettd Osszege.
Szamoljak ki E(X | Z)-t.

3.3. Legyen X egy N-értéki valoszintségi valtozo, amire Vn € N-re P(X = n) > 0. Léassa be,
hogy ha Y ugyanazon a val6szintiségi mezdén értelmezett véges varhato értéki valoszintiségi
valtozo, és F = o(X) pedig az X altal generalt szigma-algebra, akkor

E(L[X =n]-Y)
P(X =n)

EY | F)=) C1[X = n

neN

Segitség: azt kell belatni, hogy az egyenlGségjel jobb oldaldn levd valdszintiségi valtozo

s sz

3.4. Lassa be, hogy az X valoszintiségi valtozo altal generalt o(X) szigma-algebra szerint
mérhetS Y valdszintiségi valtozok majdnem biztosan felirhatoak Y = ¢(X) alakban, ahol
¢ : R — R Borel-mérhets-fiiggvény.

Segitség: legyen elGszor Y olyan, hogy P(Y =0 vagy Y =1) = 1.



3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

3.10.

3.11.

3.12.

Legyen X és Y egyiittesen abszolut folytonos eloszlasu (E|Y| < 00), legyen az egyiittes
strtségfiiggvénytk f(z,y). Lassa be, hogy

yf (X, y)dy
E(Y[X) = B(vjo(x)) = L0
JF(X,y)dy
Legyenek X3, Xy, ..., X, fliggetlenek és azonos eloszlastiak. Legyen m < n esetén S, =
> e, Xy. Hatérozza meg E(S,,|S,) értekét!
Legyen X, Xo,... homogén Markov lanc a véges S allapottéren, aminek az atmenet-

matrixa P. Legyen f: S — R.
E(f(Xn)|O'(X1, Ce 7Xn—1)) =7

A feltételes szordsnégyzet Pithagorasz-tétele (v. o. Steiner tétel)

Legyen Var(X|G) := E((X — E(X]G))?|G). Lassa be, hogy Var(X) = E(Var(X|G)) +
Var(E(X|G)).

(a) Legyen A € A. Mutassuk meg, hogy
0< PAIF) <1

1 valoszintséggel.

(b) Ha Ay, Ay, ... véges vagy megszamlalhato sorozata diszjunkt eseményeknek, akkor

P(U,A,|F) = ZPAU—“

1 valoszintiséggel.
(c) Ha A, /" (\\) A, akkor P(A,|F) /" (\\) P(A|F) 1 valoszintiséggel.
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méatrix pozitiv definit, és tekintsiik az (X, Y') vektorvaltozot az egytittes

Legyen a

_ 1 1 2 2
flz,y) = WGXP {—m(@,zx — 20120y + 01,1Y°)

stirtiségfiiggvénnyel. Adjuk meg Y feltételes eloszlasat X mellett.
Martingalok

Legyenek X1, ..., X, egylittesen abszolit folytonos eloszlasi valoszintiségi valtozok, legyen
az egyiittes strtiségfiggvényik f(x1,...,x,) és Fr = 0(X1, Xo, ..., X}) az altaluk generéalt
természetes filtracid. Milyen feltételeknek kell teljesiilnie f-re hogy Xji, ..., X, martingélt
alkosson?

Legyen M, Ms, ... martingal (fn)zozl—re nézve. Legyen Gy = o(My, My, ..., M) az &l-
taluk generélt természetes filtraci6. Mutassa meg, hogy M, martingal (gn) re nézve
is.



3.13.

3.14.

Legyenek X, Xy, X3,... fiiggetlen és azonos eloszlasti valdszintségi valtozok és Fj, =
(X1, Xo, ..., X}) az altaluk generdlt természetes filtracio. Legyen m(y) = E(e?X) e
valoszintiségi valtozok (kozos) momentum generélo fiiggvénye. Tegyiik fel, hogy valamely
rogzitett v € R-re m(v) véges. Legyen Sy = 0és S, = X1+ --+X,, han > 0. Ertelmezziik
az

My, == m(v) ™" exp(7.5y)

valoszintiségi valtozokat. Bizonyitando, hogy M, martingdl az F,, természetes filtraciora
nézve.

Legyen X;, i = 1,2,... véges varhatoértékd valoszintiségi valtozok sorozata adaptalt az
(}"n)zo:l filtraciora nézve, ahol Fy = {0, Q}. Bizonyitando, hogy a

n

My:=0,  M,:=)Y (X;-E(Xj|Fi.))

1=1

valoszintiségi valtozod sorozat nulla varhatoértékd martingal.



