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6. feladatsor
Karakterisztikus fiiggvények.

6.1. Olyan 9(t) : R — R fliggvényeket tekintiink, amelyekre ¢(0) = 1, Vi-re ¢(t) > 0 és
(=) = ().

(a) Tegyiik fel, hogy dy,ds,... > 0, de =00, 8 > S > ... >0, limp_ s, =0, és
k=1

végiil Z skdr = 1. A pozitiv tengelyen legyen 1(t) grafja konvex tordttvonal, ahol
k=1
az egymas uténi oldalak iranytangensei: —sq, —ss,... és a t-tengelyre vett vetiiletek

hosszai dy,ds,.... Tehat ¢ értéke a t, = dy + ... + d; pontban 1 — Zsjdj' (Ha
j=1

sp = 0, akkor a torottvonalnak csak n éle van.) Igazoljuk, hogy () karakterisztikus

fliggvény.

(b) Konstruéaljunk olyan karakterisztikus fiiggvényt, amely nem integralhato.

(c) Polya tétele: Legyen 1) paros, folytonos és konvex [0,00)-en, és legyen ¢(0) = 1.
[gazoljuk, hogy 1 karakterisztikus fliggvény.

(d) Mutassunk két kiilonb6z6 karakterisztikus fiiggvényt: 1 (t) és 19(t), melyekre 1 (t) =
o(t) valamely véges [—a, a] intervallumon.

(e) Adjunk példat olyan F| # Fy, GG eloszlasokra, hogy F) « G = Fy x G.

6.2. Bizonyitsuk be, hogy ha az F,,, F', G,,, G eloszlastiiggvényekre F, = F' és G,, = G, akkor
F,xG,=F=xG.
(Igazoljuk most a 3. feladatlap 11. feladatanak allitasat a karakterisztikus fliggvények
modszerével is.)

6.3. Mutassuk meg a karakterisztikus fiiggvények modszerével, hogy

(a) B(n,p,) = POI()\) ahogy n — oo, ha lim,, .. np, = A,
(b) ha v, GEO(2) eloszlast (n > \) akkor 11, =EXP(X).

6.4. Milyen eloszlasok karakterisztikus fliggvényei a kovetkez6 fliggvények:

cost, cos’t, Z ay cos kt,ahol a; >0 és Zak =1
k=0 k=0
6.5. Az X1, Xo, ... valoszintiségi valtozok fiiggetlenek és azonos EX P(\) eloszlastak. Hatéroz-

zuk meg E(X; + ... X,)*t ,hak,n=1,2,....

6.6. Mutassuk meg, hogy ha az X v.v. f stirtiségének az f’ derivaltja integralhato, akkor ¢ (t) =
o(t™1) midén || — co. Altalanositsuk magasabb derividltakra!



6.7. (a) Mutassuk meg, hogy F, = F-bdl kivetkezik, hogy a v, karakterisztikus fliiggvények
egyenlé mértékben egyenletesen folytonosak, azaz Ve > 0O-ra 30 > 0, hogy Vn-re
|, (s) — n(t)] < e, hacsak |s — t| < 4.

(b) Mutassuk meg, hogy F,, = F-bol kévetkezik, hogy 1,,(t) — 1(t) kompakt halmazokon
egyenletesen.

(c) Igazoljuk, hogy a konvergencia nem sziikségszertien egyenletes R-en.

6.8. (6. 1. folytatas) Mutassunk példat két kiilonbozs valos karakterisztikus fiiggvényre: 1 #
Y2, hogy Vi-re [¢1(t)| = |1h2(1)].

6.9. Legyenek X ésY fiiggetlen, azonos eloszlast valosziniségi valtozok, E(X) = 0, D?(X) = 1.
Mutassuk meg, hogy ha \%(X +Y) eloszlasa megegyezik X eloszlasaval, akkor X és Y
normalis eloszlasiak.

6.10. A X valoszintiségi valtozo egész értékeket vesz fel, és Ee'Xt = 1)(t). Mennyi

(a)
P(X =0) ( mod k);

(b)
P(X =m) ( mod k).



