1. Tegyiik fel, hogy A > 0, B > 0 matrixok felcserélheték. Igaz-e, hogy
ekkor AB > 07

2. Bizonyitsd be a kovetkezd tételt (Cauchy interlacing theorem): Ha
B C
(%)

egy n x n komplex blokkmatrix, ahol B egy (n — k) x (n — k) matrix,
akkor A és B sajatértékei Osszeflizhet6k az alabbi mddon:

M(4) > M(B) = A

J+k

(A),

j=1,2...,n— k. (Tipp: Vegyiink egy B néhany sajatvektora altal
generalt alteret, és vizsgaljuk ezen az altéren az (x, Az) minimumat!)

3. Bizonyitsuk be a kovetkez6t (von Neumann mean ergodic theorem):
Tetszbleges U unitér matrixra

n—1

1 .
lim — S U’ = Proj(Ker(U — I
nggonzoz roj(Ker(U — 1))

(Tipp: Keressiik meg Ker(U — I) mer6leges kiegésztGjét, és vizsgaljuk
meg a baloldali kifejezés hatasat ezen a két téren!)

4. Bizonyitsd be, hogy ha P és () projekciok, akkor a kévetkezdk ekviva-
lensek:

(i) P<Q
(i) Ran P C Ran(@
(ili) PQ =P = QP

5. Bizonyitsd be, hogy ha P és @) projekciok, akkor a kovetkezdk ekviva-
lensek:

i) PLQ
(i) PQ=0=QP
(iii) P+ @ projekcio
(iv) (P,Q)us =0
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. Adjunk példat A és B matrixokra, hogy ede?, ePed és e

B_A A+B

mind
kiilonbozok!

. Adjunk peéldat A és B matrixokra, hogy AB # BA, de mégis eef =

GBGA — 6A+B!

Adjunk példat A és B matrixokra, hogy ete? = ePeA +#£ 48!

. Adjunk példat A és B matrixokra, hogy edef # eBet = 4TI

Legyenekalz((l) (1)>’02:<£)i 6),03:((1) _Ol)aPauli

matrixok. Ha v € R3, akkor képezhetjiik a v -0 = > v;0; matrixot.
Lassuk be, hogy

(v-o)(u-o)=(wul+ilvxu) o
Az €el6z6 feladat jeldléseivel hatarozzuk meg az e'(V"%) matrixot!

Bizonyitsuk, hogy a Golden-Thompson-Lieb egyenlStlenség implikélja
a Golden-Thompson egyenlGtlenséget!

Lassuk be, hogy ha B és C' felcserélhets onadjungalt matrixok, és A
onadjungélt, akkor TreATB+C < TredeBeC!

Bizonyitsuk, hogy minden A és B négyzetes, de nem feltétlen azo-
nos méretii matrixokhoz és f A és B spektruman kell6képpen regula-
ris fliggvényhez létezik egy pa p polinom, melyre f(A) = pap(A) és
f(B) = pa p(B) egyarant teljesiilnek.

Igazoljuk, hogy Af(BA) = f(AB)A teljesiil minden olyan A és B
nem feltétleniil négyzetes matrixokra, melyekre a kijelolt miiveletek
értelmesek.

Legyenek f,A és B olyanok, mint az el6z6 feladatban, o € C, tovabba
tegyiik fel, hogy létezik (BA)~!. Mutassuk meg, hogy ekkor

f(al + AB) = f(a)I + A(BA) ' (f(al + BA) — f(a)l) B
Figyelem, a képletben két kiilonb6z6 méretd [ is szerepel!

Legyenek u,v,z,y € C", o € C. Szamitsuk ki f(al + |u){v|+ |z)(y|)
értékeét!



