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El6sz6

A diplomamunkankban egy nagyon izgalmas kombinatorikai struktiraval, az an. Hada-
mard matrixok vizsgalataval foglalkozunk. Hadamard 1893-as dolgozataban a késébb
rola elnevezett matrixok alatt eredetileg 1 elemii, paronként ortogonalis sorokkal ren-
delkezé matrixot értett [38]. Mara mar azonban ezen a klasszikus definicion talmu-
tatéan komplex elemi- [82], kvaterniokbol allo- [14], vagy akar tetszéleges abc feletti
olyan ortogonalis méatrixokat kell érteni, amelyek elemeinek ,nagysigara” bizonyos kor-
latozo feltételt szabunk. A komplex Hadamard matrixok olyan ortogonélis méatrixok,
amelyek minden eleme egységnyi abszolit érték(i. Néhany évtizede kiilonGsen nagy
érdeklédés ovezi Gket, mert kideriilt, hogy szdmos Fourier analizisbeli [84] valamint
kvantum-informaci6é elméleti problémaban el6keriilnek [87]. Munkankat a W. Tadej
és K. Zyczkowski altal 2006-ban megjelentetett kataldgus motivalta, amelyben a szer-
z6k minden altaluk ismert kis dimenzios komplex Hadamard métrixot felsoroltak [82].
A témakor két centralis kérdése koziil az egyik az egzisztenciat firtatd, még szaz év
elteltével is lényegében megoldatlan Hadamard-sejtés, a mésik pedig az egy adott di-
menzioban 1év6 métrixok osztalyozasa. Ez utobbi probléma a valos esetben 32, mig
a komplexben 6 dimenziotol kezdve nyitott [4]. A katalogus megjelenése 6ta szoros
nemzetkozi egyiittmiikodés keretében vizsgéiljuk a komplex Hadamard métrixokat.

Dolgozatunk els6 fejeztében valés Hadamard métrixokkal foglalkozunk. Ez a rész
a dolgozatba csak a teljesség kedvéért keriilt bele, nem tartalmaz sajat eredménye-
ket. A jol ismert klasszikus konstrukciok bemutatéasa mellett néhany mélyebb, f6ként
csoportelméleti eredményt is roviden ismertetiink. A fejezet végén beszamolunk az
Hadamard-sejtés jelenlegi allasarol valamint aszimptotikus eredményeket is targyalunk.
Az ide kapcsolodo legfontosabb irodalom K. J. Horadam 2006-ban megjelent monogra-
fidja [42], pontosabban annak a valos Hadamard matrixokkal foglalkozo fejezetei.

A valés Hadamard métrixok altalanositasai koziil mi kizérolag azt a tipust vizsgél-
juk, amelyben a métrix elemei mar tetszéleges, am egységnyi abszolut értéki kompler
szamok lehetnek. A diszkrét Fourier transzformécié6 matrixa — legalabbis konstans
szorzo erejéig — egy kozismert példa komplex Hadamard méatrixra. A dolgozat méso-
dik fejezete ezek relevans tulajdonsigait, valamint néhany altaldnos konstrukciéjukat

targyalja. Beszéliink tobbek kozott Butson-, Dita-szert- illetve ciklikus komplex Hada-
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mard méatrixokrol is. Ezt kovetGen ratériink a 2006-os TDK dolgozatunk attekintésére
[80], amely Matolcsi Maté és Réffy Julia egy eredményének illusztralasa mellett [56] a
szerz6 tovabbi eziranyu, am teljesen dndlld eredményeit tartalmazo [81] folyoiratcikket
foglalja Ossze. A szekci6 roviden egy eljarast korvonalaz, amely azt mutatja be, mi-
ként lehet egy diszkrét objektumbol, egyetlen kiindulasi Hadamard métrixbol bizonyos
regularitasi feltételek teljesiilése esetén végtelen sok lényegesen kiilonboz6t konstrual-
ni. A fejezetben tobbek kozott 1j, az irodalomban nem szereplé paraméteres komplex
Hadamard matrixcsaladokat prezentalunk, és szerepel W. Tadej és K. Zyczkowski egy
nyitott probléméjanak a megvalaszoldsa is. Az ide kapcsolédo legfontosabb irodalom
az imént emlitett két szerz6 katalogusa [82], illetve annak naprakész, a legfrisebb ered-
ményeket is tartalmazo on-line valtozata [83].

A harmadik fejezet kizdrdlag uj eredményeket tartalmaz, amelyeket a késGbbiek fo-
lyaman teljes egészében publikalni kivinunk. Harom konstrukciét mutatunk arra, hogy
valés Hadamard-rendszerek és konferencia méatrixok segitségével miként lehet komplex
Hadamard matrixokat szarmaztatni. Nagyjabol 20 évvel ezel6tt egy fontos nyitott
kérdés volt, hogy primdimenzioban létezik-e a Fourier-métrixtél kiillonb6z6 komplex
Hadamard matrix, melyet teljes altalanossidgban els6ként Bjorck [8], majd nem sok-
kal kés6bb — am téle fiiggetleniil — Munemasa és Watatani [58] illetve de la Harpe és
Jones [23] valaszoltak meg. Az itt bizonyitott tételeink ezeket az eredményeket spe-
cidlis esetként tartalmazzak. Konstrukcioinkbol elméleti magyardzatot adunk tébb,
kordbban szamitogéppel talalt matrix 1étezésére, emellett egy 1j 9-, valamint legalabb
10 1j, paronként inekvivalnes 15 dimenziés komplex Hadamard méatrixot prezentalunk.
Magat a diplomamunkat néhany tovabbi 14j, ad hoc jelleggel konstrualt 9, 10 illetve 14
dimenziés paraméteres métrixcsalad bemutatasaval, valamint egy sejtéssel zarjuk.

A diplomamunkinkat melegen ajanljuk mindazok szamaéara, akik egy révid beve-
zetét szeretnének az ortogonélis matrixok elbiivolg vilagaba. A dolgozat végén léve
igen bgséges irodalomjegyzékben szerepls cikkek bongészése minden bizonnyal kellemes
id6toltést igér a témakorben elmélyiilni szandékozoknak. Sok sikert kivanunk nekik a

Hadamard matrixok konstrukci6jahoz!



Koszonetnyilvanitas

Mindenek el6tt szeretnék koszonetet mondani a témavezetémnek, Matolcsi Mdténak,
amiért 2004-ben egy ELTE szeminariumon megemlitette az Hadamard-sejtést. Az
ott elmondottak hatésara kezdtem el a diszkrét matematika, pontosabban kiilénféle
kombinatorikus struktirak és az Hadamard-métrixok irant érdeklédni. Azt gondolom,
hogy Méaté oktatdi- és kutatoi stilusa, a matematikdhoz és altalaban az élethez va-
16 viszonyulasa rendkiviil nagy hatéssal volt rAm. A vele val6 tobb éves konstruktiv
egyiittmikodés, sziintelen és toretlen tdmogatéisa, biztatdsa és persze kritikaja nagy-
ban el&segitette azt, hogy ez a diplomamunka hataridére elkésziiljon, és ilyen relevans
eredményeket tartalmazzon.

Halas koszonet illeti Recski Andrds Tandr Urat, amiért elsGévesen — szdmomra ha-
talmas meglepetést keltve — 6raadénak hivot a SZIT Tanszékre, és ezaltal mar nagyon
koran bekapcsolodhattam az egyetemi oktatoi legkorbe. Ugy gondolom, hogy ennek a
paratlan lehet&ségnek oriasi szerepe volt abban, hogy ma a jovémet nem programozo-
ként, hanem kutatoként-, illetve egyetemi oktatoként képzelem el.

Ko6szonom Petz Dénesnek, amiért elmesélte egy probléméjat, amit aztén kozosen si-
kerrel megoldottunk, és amely szamos késGbbi cikkének alapjaul szolgalt. Az els6 olyan
tudomanyos dolgozat, amelyben én is részt vettem az & iranyirasaval és szakértelmével
jott létre [66].

Ko6sz6nom tovabba Illésnek, hogy az egyetem elsé napjatol kezdve barmiben for-
dulhattam hozza, Orsinak, hogy javitotta az analizis hazifeladataimat, Briginek, hogy
levizsgaztatott geometridbol és nem utolsé sorban Julinak, mert talan egyediil 6 volt

az, aki nem csak oktatni, hanem egy kicsit nevelni is probalt.

Szollgsi Ferenc
szoferiOmath.bme.hu
Budapest, 2008. majus 16.
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English summary

In this monument work the author briefly introduces the reader to the theory of comp-
lex Hadamard matrices. Complex Hadamard matrices are special kind of orthogonal
matrices, in particular all their entries have absolute value 1. During the past few
decades they have received considerable attention due to their natural appearence in
quantum information theory. Our work was motivated by the celebrated Cathaloge
of Complex Hadamard Matrices, published by W. Tadej and K. Zyczkowski very re-
cently |82]. They have collected and exhibited all known complex Hadamards of small
orders, and since then a fruitful international collaboration has begun in order to try
understanding and fully classifying them.

The first chapter dealing with real Hadamard matrices is included only for complete-
ness, in particular, it does not contain any new results. Besides listing some well-known
properties, and introducing ancient constructions, we describe more advanced, mostly
computer-aided methods, which could be useful when one is looking for real Hadamard
matrices of higher orders.

In chapter 2 we turn our attention to complex Hadamard matrices. In the first
few sections several basic properties and the most important general constructions
are described. The rest of this chapter mostly deal with the author’s recent article
on complex Hadamard matrices [81], [80]. We illustrate step-by-step the rediscovery
of the otherwise well-known “conference matrix construction” [19], [57], and by the
aid of the obtained matrices we introduce a paramteric family of complex Hadamard
matrices. Several connections between real Hadamard, complex Hadamard and real
conference matrices are investigated. At the end of the chapter by proving that every
real Hadamard matrix of order n > 12 admit an affine orbit, we settle a recent question
of Tadej and Zyczkowski [82].

In chapter 3 we reconsider the well-known 2 — (4m — 1,2m — 1, m — 1) Hadamard-
designs and conference matrices, and by the aid of them we rediscover Bjorck’s “index-
2” cyclic n-roots matrices of prime orders [8], which are precisely the same as the
ones constructed independently but slightly later by Munemasa and Watatani for pri-
mes n = 3 mod 4 [58] and de la Harpe and Jones for n = 1 mod 4 [23] some 15

years ago. However, it turned out, that this construction in fact can be applied al-
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so for non-prime orders. In particular, besides the rediscovery of the cyclic matrices
C74,Crp,Chl14, Ci1B, Ci34, Ci3p of prime orders, we exhibit a new, previously unknown
complex Hadamard matrix of order 9, which is from now on being called Wy, and at
least five inequivalent complex Hadamard matrices of order 15. The entries of these
matrices mostly belong to the field Q[iv/n — 1]. The principal theorem of this chapter,
however, states that considering a symmetric, real Hadamard matrix of order n > §,
one can construct another family of complex Hadamard matrices of order n—1, all their
entries belonging to the field Q[iy/n — 5], instead of Q[iy/n — 1]. This is an essentially
new construction, which subsequently leads to the rediscovery of Petrescu’s P; matrix
|64], Nicoara’s N matrix |82| — both of them found by means of computer earlier —
and another five new, previously unknown complex Hadamard matrices of order 15. A
formal paper from the results described in chapter 3 is in preparation.

We conclude our thesis by exhibiting several ad hoc constructions in dimensions
9,10 and 14. In particular we obtain a very exotic complex Hadamard matrix of order
9 possessing a circulant core. It is unknown, wether this matrix is an isolated one, or
admits an affine orbit. Another construction leads to parametric families of complex
Hadamard matrices of order 9. This orbit contains a matrix, whose entries are in
the same field Q[iv/15], as Nya’s and Wy’s, however it is inequivalent to them. This
observation implies, that we have at least three inequivalent matrices of order 9, all of
their entries belonging to the field Q[iv/15]. The last two matrices considered in this
work are built of 6th roots of unity. We believe that they have already been known
by design-theorists, however, based on the ideas described in chapter 2 we construct
affine orbits to them, which leads to a new 5-parameter matrix of order 10, and a
new 7-parameter matrix of order 14. At the end of the Thesis we propose a natural

conjecture involving these matrices.



1. fejezet

Val6s Hadamard matrixok

1.1. Bevezetés

Torténelmileg az els6, Hadamard méatrixokkal kapcsolatos cikk még Sylvester nevéhez
kotodik, aki 1867-ben egy rekurziv konstrukciét mutatott £1 elemi, 2" dimenzids or-
togonalis matrixokra [77]. Maga az elnevezés csak joval késGbb, egy tisztén linearis
algebrai probléma megvélaszoldsat kovetGen valosult meg: 1893-as dolgozataban Ha-
damard igazolta, hogy ha egy A n X n-es matrixban az elemek abszolit értéke korlatos,
mégpedig egy M korlattal, akkor A determinansa legfeljebb M"n?2 lehet, és egyenlé-
ség kizarolag Hadamard méatrixok esetén lehetséges [38]. Ezt kovetGen 1933-ban Paley
igazolta els6ként, hogy egy Hadamard matrix csak 1,2, vagy 4-gyel oszthaté6 dimenzi-
6ban létezhet. Az altalanos vélekedés szerint itt a forditott &llitas is igaz, nevezetesen:
minden pozitiv egész k esetén van 4k rendi valés Hadamard métrix [63]. Magét a
problémat Hadamard-sejtésnek nevezik, amely a mai napig teljes dltaldnossdgban még

mindig megvélaszolatlan.

Az Hadamard matrixok a mindennapok soran is tobbfelé elGkeriilnek: a Walsh—
Hadamard transzformacié az egyik leggyakrabban hasznélt diszkrét transzformécio.
Hadamard maéatrixokon alapul az in. Reed-Muller hibajavité kéd is, amelyet tobbek
kozott az 1972-es Mariner Mars misszi6 alkalmaval kommunikacios célokra hasznéltak.
Manapsag modern, CDMA-t hasznal6 mobiltelefonokban modulacios célokra hasznal-
jak 6ket, ezaltal minimalizalva a radiotorony irdnyaba mené vonalak interferencidjat.
Emellett még mintaillesztésre, optikai kommunikaciéra, titkositasra valamint kiilonféle
biologiai célokra hasznaljak [42].

Ebben a fejezetben elscként roviden ismertetjiik a valés Hadamard matrixok leg-
fontosabb tulajdonsigait, majd bemutatjuk a négy jol ismert tipusukat: a Sylvester-,
Paley-, Williamson matrixokat, valamint a blokkrendszerekkel valé kapcsolatukat ele-

mezziik. Ezt a Menon-rendszer bemutatasa, majd 3 modern szemléletii, részben szé-
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mitégépes apparatust igénylé konstrukcio koveti. Ezek koziil kiemelnénk a ,dupla cik-
likus magt matrix” konstrukciot, amely igen szellemes, bar egyaltalan nem kozismert.
A fejezet javarészt Horadam kényvének [42] elsd, bevezetd részét dolgozza fel, és nem
tartalmaz 1ij, 6nall6 eredményeket. Kutatasunk centralis objektuma ugyanis a kovetke-
z6 fejezetekben targyalt komplex Hadamard matrix lesz, igy az elkdvetkez§ szakaszok
pusztén a problémakor érzékeltetése, valamint a jobb érthet&ség kedvéért keriiltek bele

a dolgozatba.

1.2. Alapfogalmak

A kovetkez6 definicio egy kényelmes, az elézével természetesen ekvivalens karakteriza-

ciot ad.

1.2.1. Definicié. Egy H +1 elemi métrixot Hadamard matrixnak neveziink, ha
HHT = nlI teljesiil.

Az Hadamard-maétrixokra a tovabbiakban tehéat gy gondolunk, mint ortogonéalis
méatrixokra. A bevezet6ben mar emlitettiik, hogy 6k egy extremalis linearis algebrai

probléma megoldasai. Ervényes ugyanis a kovetkezs

1.2.2. Lemma (Hadamard, [38]). Egy n x n-es, legfeljebb 1 abszolit értéki elemekbdl
@ll6 valds mdtriz determindnsa legfeljebb n? lehet, és ezt a korldtot kizdrdlag az n-ed

rendi, valos Hadamard mdtrizok érik el.

A maximélis determinansi £1 elemd méatrixok, vagy mas néven ,D-optimal” rend-
szerek irodalma rendkiviil gazdag. Itt annyit emlitenénk meg, hogy ha n az 4k + 3
alaku, akkor még éles felsG becslést sem ismeriink egy n-ed rendi, +1 elemi métrix
determindnséra. Specidlisan, mar n = 19 esetén sem tudni, mekkora ez a maximum.
A témakorrel kapcsolatban kiindulasként az Orrick és Solomon altal fentartott honlap,
valamint az ott fellelhet6 bdséges irodalom megtekintését javasoljuk [62].

A kovetkez6kben néhany példat mutatunk Hadamard matrixokra, de el6tte allapod-
junk meg abban a sztenderd jel6lésben, hogy a valés Hadamard métrixokat egységesen

H bettivel jeloljiik, a dimenzidjukat pedig H alsé indexeként tiintetjiik fel.

1.2.3. Példa. Az alabbi harom matrix Hadamard:

-1 1 1 1
1 1 1 -1 1 1

le[l],HQZ ,H4: (11)
1 -1 11 -1 1
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1.2.4. Definici6. Egy valos (vagy a kés6bbiekben komplex) Hadamard matrixot nor-

malizaltnak neveziink, ha az els6 soraban és oszlopaban kizarolag 1-esek allnak.

Teljesen vilagos, hogy tetszbleges valos (vagy késébb komplex) Hadamard métrix
ekvivalens egy ilyen normalizalt Hadamard maétrixszal. Semmi mas dolgunk nincs,
mint a méatrix sorait (illetve oszlopait) megfelels egységnyi abszolut értékd szammal
beszorozni. Ezek szerint az érdemi informéciét egy Hadamard matrix jobb als6 n—1 x
n — 1-es részmatrixa tartalmazza. Ezt a matrix magjdnak nevezziik. A tovabbiakban
ilyen normalizalt matrixokkal foglalkozunk. Mivel egy normalizilt Hadamard métrix

sorai tovabbrai is ortogonélisak, igaz a kovetkezd

1.2.5. Kovetkezmény. Egy normalizdlt valds (komplex) Hadamard mdtriz bdarmely

(elsétdl kilonbézd) sordban az elemek dsszege 0-t ad. Ez akkor is igaz, ha csak a mdtric

elsd sora dll csupa 1-esbdl.

1.2.1. Ekvivalencia osztalyok

Az Hadamard-matrixok korében fellép egy természetes ekvivalencia relacid, mégpedig
a kovetkezdképpen: Ha H Hadamard, vagyis ortogonélis métrix, akkor természetesen
a sorok- illetve oszlopok egy permutécidjat kovetGen is az marad. Tovabba, barmely
sort- vagy oszlopot szabad £1-gyel szorozni, ez sem sérti a Hadamard-tulajdonsagot.

Ezek az észrevételek motivaljak a kovetkezGt:

1.2.6. Definicié. Ha H egy wvalos Hadamard-matrix, akkor barmely D,, D, wvalds
elemd unitér diagonalis illetve P;, P, permutéciés métrixok esetén H' = D P, H P, D,
is Hadamard. Ekkor H'-t H-val ekvivalensnek mondjuk, és H' = H-ként jeloljiik.

A legfeljebb 28 dimenzios Hadamard matrixokat sikeriilt karakterizalni [16], a kii-
16nb6z6 ekvivalencia osztélyok szadma pedig rendre a kovetkezd: n = 1,2,3,4,8 és 12
dimenziéban minddssze egyetlen valés Hadamard méatrix van. Ismert még ezen kiviil,
hogy n = 16-ra 5, n = 20-ra 3, n = 24-re 60, végiil n = 28-ra 487 paronként inekvivalens
Hadamard matrix van [39], [40], [52]. Ezek a dimenziok vannak teljesen leirva. Innen-
t61 azonban meglehet&sen reménytelenné valik a helyzet: n = 32-re legaldbb 3.578.0006,
mig n = 36-ra legaldbb 18.292.717 ekvivalencia osztély létezik [61].

1. Megjegyzés. A fenti szamok gyors novekedésének az egyik {6 oka a kovetkezé jelenség,
amelyre — tobbek k6zott — Orrick hivta fel a figyelmet: Ha H; és H, két tetszdleges
mxm-es valés Hadamard méatrix, akkor barmely P altaldnositott permutéciés méatrixra

az alabbi két méatrix 2m x 2m-es Hadamard:

H, PH,
H, —PH,
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Ezek a matrixok azonban altalaban djabbnal tjabb ekvivalencia osztalyokat ad-
hatnak 2m dimenziéban H;, Hs, valamint P megvalasztasat kovetGen. Az ilyenfajta
jelenségek elkeriilésére vezette be Orrick az Gn. Q-ekvivalenciat, amelyek segitségével
egy kezelhetGbb osztélyozasat adta a valos Hadamard méatrixoknak. Orrick [61]-ben
igazolta, hogy n = 4,8,12,16,20,24 és 28 dimenzidéban rendre 1,1,1,1,1,2 és 2 Q-
ekvivalencia osztaly van, mig n = 32 és n = 36 dimenziéban a jelenleg ismert csillaga-
szati szamu inekvivalens valés Hadamard matrixok mindossze 11 és 21 Q-ekvivalencia

osztalyba sorolhatdk be.

2. Megjegyzés. Egyes irodalomban szokis az tn. altalanositott ekvivalencianak a be-
vezetése, amelyben H7T is H-val ekvivalensnek tekintik. Ez nem magatol értet6do,
ugyanis eléfordulhat, hogy H és H' egyméssal szoksos értelemben nem ekvivalens.

Az elsé ilyen jelenség n = 16 dimenzioban fordul eld.

Felmeriil a kérdés, hogy két valos Hadamard matrixrél hogyan lehet eldénteni, hogy
ekvivalensek-e? Ennek targyaldsahoz van sziikségiink a kovetkezGkre: egy permutacios
matrixot dltalanositottnak neveziink, ha minden sordban és minden oszlopaban ponto-
san egy +1 vagy —1 all. H énmagéval val6 ekvivalencidjat H egy automorfizmusinak

nevezzik.

1.2.7. Definici6. Egy n x n-es H Hadamard méatrix Aut(H) automorfizmuscsoportja
a rendezett n X n-es altalanositott permutacios matrix parok (U, V) halmaza, melyre
UHVT = H, a csoportmiivelet pedig a direktszorzat: (U, V) - (U', V') = (UU',VV").

Ebbél azonnal addédik, hogy

1.2.8. Kovetkezmény. Ha két mdtriz automorfizmus csoportja kiilonbézd rendd, akkor

a két mdtriz nem lehet ekvivalens.

3. Megjegyzés. Megjegyezziik azonban, hogy abbél, hogy két matrix automorfizmus-
csoportja azonos elemszami, s6t: izomorf, még nem kovetkezik, hogy a két métrix
ekvivalens lenne. Egy konkrét példa erre mar emlitett két olyan inekvivalens, 16 di-

menzi6s matrix, melyben az egyik a masik transzponaltja.

1.3. Klasszikus konstrukciok

Ebben a fejezetben attekintjiik a legtermészetesebb, és a gyakorlati alkalmazasok szem-
pontjabol legjelentésebb konstrukciokat. A jol ismert tenzorszorzat-modszer mellett
bemutatjuk a Paley I és Paley II konstrukciot, tovabbé beszéliink a Hadamard matrixok
és blokkrendszerek kapcsolatarél. Végiil a Williamson-konstrukciot ismertetjiik, amely

az egyik legalapvet&bb iteracios eljaras, melynek épitékockai 6nmaguk nem Hadamard
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matrixok. Az ismertet el6tt tisztdzunk egy sziikséges feltételt arra vonatkozbéan, hogy

milyen egészekre létezhet valos Hadamard matrix.

1.3.1. Lemma. Legyen H egy n X n-es valds Hadamard mdtriz. Ekkor n = 1,2 vagy

n = 4k valamilyen k pozitiv egész szamra.

Bizonyitds. n = 1,2-re mér lattunk konkrét példat. Ha H-nak legalabb 3 sora van,
akkor normalizaljuk le, és irjuk fel az ortogonalitasi-egyenleteket az els6 harom sorra.
Az 1.2.5 kovetkezmény miatt H méasodik sordban ugyanannyi 41, mint —1 szerepel,
igy n csak paros lehet, specidlisan: mind a +1, mind a —1 elemekbdl n/2-n/2 db
van a masodik sorban. Természetesen ez a megallapitas H minden tovabbi sordra is
érvényes. Felirva az ortogonalitéasi feltételt valamely két, az els6t6l kiilonboz6 sorra
adodik az allitas. O

Erdekes kérdés a fenti lemmanak a megforditasa, mely szerint igaz-e, hogy minden
4-gyel oszthaté dimenziéban van Hadamard-méatrix? A kérdés tobb, mint 100 éve
megoldatlan, és mindmaig a kombinatorikus métrixanalizis talan egyik legizgalmasabb

nyitott kérdése.

1.3.2. Sejtés (Hadamard). Minden 4-gyel oszthatd dimenzidban van valds Hadamard

mdtrix.

A teljesség kedvéért mondjuk ki az alabbi lemmat.

1 1
1.3.3. Lemma. Legyen H nxn-es Hadamard mdtriz. Legyen tovdbbd S = [ ) . ] )

Ekkor
1. —H s Hadamard madtrix;
2. H' is Hadamard-mdtriz;
3. ha H' is eqy n' x n'-s Hadamard-mdtriz, akkor H' @ H és H® H' is n'n x n'n-es;

4. minden t > 1-re (®'S;) ® H egy 2'n-edrendid Hadamard mdtriz.

1.3.1. Sylvester Hadamard matrixok

A legGsibb, és a gyakorlati alkalmazasok szempontjabol a leghasznosabb Hadamard-
méatrix csalddot a Sylvester altal konstrualt n = 2¢ rendi matrixok alkotjak. Ezeket
ugy kaphatjuk meg, hogy az el6bb definidlt S; métrixot t-szer tenzorszorozzuk 6nma-
gaval, vagyis a fenti, 1.3.3 Lemmaban H = [ 1 }-et vesziink. Az igy kapott matrixok

mindegyike szimmetrikus.
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1.3.4. Definici6é. A Sylvester-Hadamard maétrixok az {S; = ®'S; : ¢t > 1} halmaz

elemei.

1 1
1.3.5. Példa. S, = [ 1 ]

—1
101 01 1111 1]
1 -1 1 -1| 1 -1 1 -1
11l 1 1 1 1 =1 <1 1 1 =1 -1
P e I O I e S I N e 13)
1 1]-1 -1 1 1 1 1|-1 -1 -1 -1
1 —1|-1 1 1 =1 1 =1|-1 1 -1 1
1 1 -1 -1|-1 -1 1 1
1 -1 -1 1|-1 1 1 -1

Egy, a tenzorszorzashoz nagyban hasonlit6é konstrukcié a 2.3.6 tétel alatt talalhato.

1.3.2. Paley Hadamard matrixok

A kovetkezd két Hadamard matrix csaladot Paley konstruélta valamely paratlan rendi

GF(q) véges test kvadratikus maradékainak segitségével [63].

1.3.6. Definicié. Legyen GF(q)* = GF(q) \ {0} egy ciklikus csoport. Ertelmezziink
ezen a csoporton egy x karaktert a kovetkezGképpen. x(g) = 1, ha ¢ kvadratikus
maradék GF(q)-ban, és x(g) = —1, ha kvadratikus nemmaradék, majd terjessziik ki
ezt a definiciot magara GF'(q)-ra olymddon, hogy x(0) = 0 legyen. Ha g = p prim, és

g € Z, akkor x a jol ismert ( ) Legendre-szimbdlum.

g
p

Mi magéanak Paley-nek az eredeti konstrukci6jat adjuk meg, egy elérhets bizonyitas
[41]-ben talalhato.

1.3.7. Lemma. Legyen q primhatvdny, és legyen {go = 0, g1, G2, ..., 9,-1} GF(q) egy

felsoroldsa. Legyen tovdbbd () = [ x(g9i — g5) } ,€sigy S azaq+1xq+ 1l-es
0<i,j<q

mdtriz, amelyet igy kapunk, hogy QQ-hoz hozzdvesziink eqy sor illetve eqy oszlop +1-et,

végiil az elsd sor elsd elemét 0-nak definidljuk. Ekkor

1. Ha q = 3 mod 4, akkor az in Paley I Hadamard mdtrix a kévetkezé q + 1-ed

rendd mdtriz:

L (=1
(19" Q+1,

P =

q

. (1.4)
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2. Ha ¢ = 1 mod 4, akkor az un Paley II Hadamard mdtriz eqy 2(q + 1) rendd

mdtrix:

P = S+Iq+1 S_Iq+1

= : (1.5)
Tl S—I —S—1I,

1.3.8. Definicié. Legyenek {q;,i € I} és {q},j € J} véges sok primhatvanyoknak
a halmazai, melyek rendre 3-al illetve 1-gyel kongruensek, modulo 4. Ekkor Paley-
matrixnak neveziink minden olyan méatrixot, amely ekvivalens egy (®;cr P, ) ®@(®;e JP(;/.)

J

alakt méatrixszal.

A Paley-méatrixok automorfizmuscsoportja teljesen le van irva. Kantor a Paley I
matrixokét mar 1969-ben karakterizalta |50], mig a Paley II méatrixok automorfizmus-
csoportjara mintegy 40 évvel késGbb deriilt fény: ezt csak 2007-ben tudta de Launey

és Stafford meghatarozni [25]. A két eredmény Gsszevetésébdl adodik az alabbi

1.3.9. Lemma (Kantor [50], de Launey-Stafford [25]). Egy Paley I tipusi P, és egy

Paley II tipusi Pé, mdtriz akkor és csak akkor ekvivalensek, ha ¢ = 11 és ¢’ = 5.

1.3.10. Példa. GF(11)-ben a kvadratikus maradékok 1,3,4,5,9, és az ebbdl kaphato

Paley I tipust P;; Hadamard métrix a kovetkezd, 12 x 12-es matrix:

H12 = P11 = (16)

G N VL G VAL G O UL G VUL G U U G ) [ S

-1 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 1 1

1.3.3. Blokkrendszerek és Hadamard-matrixok

Harom lényegesen kiilonb6z6 modon lehet blokkrendszerek segitségével Hadamard méat-
rixokat konstrualni. Ezek egyike, az el6bb emlitett Paley I konstrukcié. Most egy kis

blokkrendszer-elmélet kovetkezik:
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1.3.11. Definici6. Egy négyzetes 2 — (v, k, A\)-rendszer egy olyan D = (P, B) par,
ahol P = {p1,ps,...,py} a pontok halmaza, B = {By, B, ... B,} pedig ezen pontok
valamely £ elemi részhalmazai (1 < k < v), a blokkok, mégpedig tigy, hogy barmely
két kiilonb6z6 pont pontosan A blokkban szerepel.

A D teljes automorfizmus csoportja Aut(D), mely az Gsszes olyan illeszkedés tartod
P U B bijekciobol all, mely pontokat pontokba-, blokkokat blokkokba képez. D egy
automorfizmus csoportjan Aut(D) egy részcsoportjat értjiik. Ha G egy olyan auto-
morfizmus csoportja D-nek, hogy barmely p és p’ pontok esetén egy és csak egy olyan
g € G van, hogy p? = p/, és ez hasonléan a blokkokra is teljesiil, akkor azt mondjuk,
hogy D regularis a pontokon, az ilyen tulajdonsaga G pedig D-nek egy reguléris- vagy
Singer csoportja.

D illeszkedési matrixa az az A = [ ij ] v X v-es {0, 1}-matrix, melyben a;; = 1

akkor és csak akkor, ha p; € B;.
Elemi leszamlalasbol adodik a kovektezd észrevétel:
1.3.12. Lemma. Egy 2 — (v, k, \) blokkrendszer létezésének sziikséges feltétele, hogy
Mv—1)=k(k-1) (1.7)
fenndlljon.

Ezekbdl kovetkezik, hogy egy v x v-es {0, 1}-matrix akkor és csak akkor az illesz-

kedési matrixa egy (v, k, \) strukturanak, ha
AAT = (k= NI+ M, AT =kJ (1.8)
ahol szokas szerint [ az identitas-, J pedig a csupaegy métrixot jeloli.

1.3.13. Példa. Hogy illusztraljuk a konstrukciot, tekintsiik a P; Paley I maétrixot,
amelyet az {1,2,4} kvadratikus maradékok (mod 7) definidlnak, majd normalizaljuk

le, azaz szorozzuk be az Gsszes, els6tdl kiillonb6z6 oszlopat —1-gyel, hogy a kovetkezdt

kapjuk:
(1] 01 01 1 01 1 1 1]
1l-1 1 1 -1 1 -1 41
1]-1 -1 1 1 -1 1 -1
poa| ! 17 R N e B R S R (1.9

1T —(Q+1) 11 -1 -1 =1 1 1 -1
1
1
1
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Lathato, hogy a normalizalt P; matrix —(Q + I) magja ciklikus. A magnak a (0, 1)-

verzi6ja nem mas, mint

(0011010 0]
0011010
0001101
A:%(J—(QJrI)): 1000110 (1.10)
0100011
1010001
(110100 0]

Ekkor AAT = 21 + J, AJ = 3J, A tehat az illeszkedési matrixa valamely (7,3, 1)-

struktiranak, amely nem mas, mint a jol ismert Fano-sik.

Altalaban véve az (1.8) formula segitségével lehet normalizalt n = 4m rendii Ha-
damard métrixokat késziteni blokkrendszerekbdl, mégpedig oly modon, hogy a (4m —
1,2m — 1,m — 1)-rendszert azonositjuk a Hadamard matrix magjaval, azaz ha A’ =
2A — J az illeszkedési matrixbol kapott -1 méatrix, akkor az alabbi

1 14m—1
H =
(

14m—1)T A (1'11)

a megfelels n = 4m-ed rendti Hadamard matrix, és megforditva. Ervényes tehat a

kovetkezs

1.3.14. Lemma. Akkor és csak akkor létezik n = 4m-ed rendd valds Hadamard mdtriz,

ha létezik egy négyzetes (4m — 1,2m — 1,m — 1)-rendszer.

1.3.15. Definici6. Egy (4m — 1,2m — 1, m — 1)-rendszert Hadamard-rendszernek ne-

veziink.

Az egyik leghatékonyabb moédja az Hadamard-rendszerek konstrukcidjanak, ha dif-

ferencia halmazbol szarmaztatjuk Gket.

1.3.16. Definicié. Legyen G egy additivan irt véges Abel-csoport. A D C G részhal-
mazt (v, k, \) differencia halmaznak nevezziik, ha |G| = v, |D| = k, tovabba minden
0 # g € G esetén pontosan A olyan d; # dy D-beli par van, amelyre d; — dy = g. A
differencia halmaz rendje n = k — \. Egy differencia halmazt ciklikusnak, Abel-félének,

stb. neveziink, ha G ilyen tulajdonsaggal rendelkezik.

A differencia halmazok és Hadamard rendszerek kapcsolatarol szol a kovetkezs
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1.3.17. Tétel ([6]). Legyen G egy v-ed rendd csoport, D pedig eqy k elemd valddi
részhalmaza. Jeldlje dev(D) a (G,{gD,g € G}) pdrt. Ekkor D egy (v,k,\) diffe-
rencia halmaz G-ben akkor és csak akkor, ha dev(D) egy négyzetes (v, k, \)-rendszer,
amelynek G eqy requldris csoportja. Minden requldris G csoporttal rendelkezd négyzetes

blokkrendszer reprezentdlhato ilyen maodon.

1.3.18. Példa. Tekintsiik (az additivan irt) Z;-ben a kvadratikus maradékok D =
{1,2,4} halmazat. Ekkor D egy (7,3, 1) differencia-halmaz Z-ben, és a dev(D) illesz-
kedési matrixa éppen a fenti (1.10) alatti A.

1.3.19. Definici6. Egy Hadamard (precizebben: Paley-Hadamard) differencia hal-
maz valamely G csoportban (4m — 1,2m — 1, m — 1) paraméterekkel rendelkezik. A
GF(q)-beli kvadratikus maradékoktol eltekintve, melyek segitségével a Paley I Ha-
damard matrixok konstruélhatok, két tovabbi differencia halmaz konstrukci6 ismert,

mégpedig a Singer- és az ikerprim differencia halmazok.
1.3.20. Példa. Az ismert harom differencia halmaz csalad a kovetkezs:

1. Paley differencia halmazok, melyek paramétere (¢, (¢—1)/2,(¢—3)/4), ahol ¢ = 3
mod 4, amelyek nem méasok, mint a véges GF(q) testnek a (GF(q),+) additiv

csoportjaban 1év6 kvadratikus maradékok halmaza:

D={¢*:gcGF(q)"} (1.12)

2. Singer differencia halmazok, vagy més néven m-sorozatok, melyek paramétere
(2 — 1,271 — 1,272 — 1). Ebben a differencia halmaz valaszthat6 mod 2! — 1

azon egészeknek [47|, amelyekre

D={i:0<i<2 —1,tr(a") =0}, (1.13)
ahol « egy generatora GF(2')*-nak, és tr : GF(2') — GF(2) nyomleképezés:
tr(g) =i 9”

3. Az ikerprim differencia halmazok, melyek paramétere (¢(q + 2), [q(q + 2) — 1]/2,
lq(q¢ + 2) — 3]/4), ahol ¢ és ¢ + 2 mindketten primhatvanyok. Itt a differencia
halmaz véalaszthato (GF(q),+) x (GF(q+ 2),+) részeként, igymint

D ={(g,h) € GF(q)" x GF(q+2)" : x(9)x(h) = 1} U{(9,0) : g € GF(q)},
(1.14)
ahol x a kvadratikus karaktere a megfelel§ testnek [48].

Es akkor most egy példa a példara:
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1.3.21. Példa. Legyen g = 3, ekkor ¢ + 2 = 5 primhatvanyok. Ekkor G = GF(3) x
GF(5), és a fenti 3-as konstrukcié szerint kivalogathatjuk azokat a (g, h) parokat, ame-
lyek vagy mindketten kvadratikus maradékok, mod 3 és mod 5, vagy egyikiik sem.
Az igy nyert D halmaz a kovetkezé: D = {(0,0), (0,3),(0,4),(1,1),(1,2),(1,4),(2,4)}.
Ebbél pedig ugy kapunk méatrixot, hogy ezt a D halmazt GF(3) x GF(5) minden ele-
mével eltoljuk. Ezt kovetGen vessziik a csupanulla 15 x 15-6s matrixot, amelynek a
sorait illetve oszlopait G elemeivel indexeljiik. Egy rogzitett (g,h) indexii sorban a
0-kat +1-re pontosan a (g,h) + D elemeivel indexelt oszlopokban cseréljiik le. Igy a
kovetkezd (15,7,3) Hadamard-rendszerhez jutunk, melynek A illeszkedési matrixa:

{0,0}
{0,1}
{0,2}
{0,3}
{0,4}
{1,0}
{1, 1}
{1,2}
{1,3}
{1,4}
{2,0}
{2,1}
{2,2}
{2,3}
{2,4}

(1.15)

_ o O B HRFIO =B = O RO O O© O =
SO O = H H|=E =2 O = OO O O = O
O = = = Ol O = O RO O = O O
_ = = O Ol R O R RO~ O O O
_ = 0 O R O = = Ok, o o o O
O R R O RO O O O Rk O O = =
_H R O R Ol ©O O - Ol O F —= o=
_ o = O H[O O = O OO0 = = = O
O = O R RO R O o Ol = = o o
_ O = = Ol O O O Ol = O O =
S O O O H|lkHr O O = RHR|IO =R = O =
o O R O Ol B B R Ol O R O -
O R O O Ok H KRB O OO R O KR -
_ O O O O = O O FH|lFk O = = O

S O O = Ol O = = Rk RFBE O = O

Ezt kovetGen A-t transzforméljuk at a szokdsos moédon +1 matrixszi, majd egészitsiik
ki egy extra +1 sorral és oszloppal, hogy a kovetkez§ 16 x 16-os Hadamard méatrixhoz

jussunk:
f+¢{ 2 1 1 1 1{ 1 1 1 1 1} 1 1 1 1 1]
1 -1 -1 -1 -1/ 1 1 -1 -1 1| 1 -1 1 1 -1
-1 1 -1 -1 -1} 1 1 1 -1 —=1]-1 1 -1 1 1
-1 -1 1 -1 -1}{-1 1 1 1 =1} 1 -1 1 -1 1
-1 -1 -1 1 -1{-1 -1 1 1 1| 1 1 -1 1 -1
-1 -1 -1 -1 1| 1 -1 -1 1 1]-1 1 1 -1 1
1 -1 1 1 -1/ 1 -1 -1 -1 —-1| 1 1 -1 -1 1
Hyg = -1 1 -1 1 1|/-1 1 -1 -1 =1 1 1 1 -1 -1 (1.16)
1 1 1 -1

N = T = T = T S I e O e e e e e
—
|
—_
—
|
—_
—_
|
—_
|
—
—_
|
—
|
—_
|
—_
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1.3.4. Williamson Hadamard matrixok

A Williamson Hadamard konstrukcié az egyik legegyszeriibb helyettesitési technikat
alkalmazo konstrukcio, amely segitségével igen sokféle Hadamard matrixot lehet konst-
ruilni. Az alapgondolat az, hogy prébaljunk egy ,nagy” Hadamard matrix helyett t6bb
Hkicsi” épitSkockat keresni, amelyek bizonyos, az ortogonalitast helyettesité tulajdon-
saggal birnak. A Williamson Hadamard konstrukcié pillére egy 4 x 4-es Hadamard
matrix, amely elemeit valamilyen nagyobb dimenziés blokkokra cseréljiik a kovetkezd

lemma szerint:
1.3.22. Lemma. Ha léteznek olyan A, B,C, D m x m-es £1 mdtrizok, melyekre
XYT =Y XTminden X #Y € {A, B,C, D}, (1.17)

tovdbbd
AAT + BB + ¢CT + DD = 4mlI,,, (1.18)

akkor az aldbbi

B -A D —-C

W= (1.19)
C -D —-A B
D C -B -A

tomb egy n = 4m rendd Hadamard mdtrix.

Williamson eredetileg szimmetrikus, ciklikus matrixok formajaban kereste az A, B,

C' és D komponenseket, ekkor ugyanis (1.17) automatikusan teljesiil.

1.3.23. Definici6é. A Williamson Hadamard maéatrixok azok, amelyek a fenti 1.3.22

lemma segitségével kosntrualhatbak.

A Williamson Hadamard-matrixok tobbségét massziv szamitogépes kereséssel pre-
zentaltak. Pokovié talalta az els6 olyan péaratlan m = 35 szdmot, amelyre nincs szim-
metrikus, ciklikus komponensekbdl adédé Williamson-Hadamard matrix [29]. Ez a
legkisebb ilyen tulajdonsagi szam. Valészintsitik, hogy Williamson Hadamard métrix

minden 4k alakt n-re 1étezik, a legkisebb eldontetlen eset a w = 47.

1.3.24. Sejtés. Minden néggyel oszthato n-re létezik n X n-es Williamson Hadamard

mdtriz.

A Williamson Hadamard matrxiok kétféleképpen altalanosithatéak: egyrészt tovab-
bi szimmetriai feltételeket szabhatunk az A, B, C, D komponensekre, mésfel6l magat a
4 x 4-es alap-Hadamard matrixot is varidlhatjuk. Két specialis konstrukciot fogunk em-
liteni a kovetkez§ szakasz végén. Megjegyezziik, hogy az itt prezentdlt négy konstrukci6
nem feltétleniil ad egy adott dimenzi6ban inekvivalens méatrixokat. Ilyen egybeeséseket

vilagit meg a fejezetet lezar6 két lemma.
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1.3.25. Lemma (Turyn, [85]). Legyen ¢ = 1 mod 4 egy primszdm, és legyen P, egy
Paley II tipusi Hadamard mdtriz. Ekkor P, ekvivalens egy olyan Williamson Hadamard

mdtrizszal, amelynek komponensei szimmetrikus, ciklikus mdtrizok.

1.3.26. Lemma (|42]). A Singer differencia halmazbdl konstrudlhaté Hadamard mdt-

rizok ekvivalensek az S; Sylvester csaldddal.

1.4. Véges csoportokbol szarmaztatott konstrukciok

Az el6z6 fejezetet a Williamson-matrixok targyalasaval fejeztiik be, és megemlitet-
tiik, hogy egy modern kutatasi irdny a komponens matrixok bels6 strukturajanak a
varidlasa. Egy jol bevalt technika az, hogy a ciklikus méatrixokat ,megforditjuk”, és
anticiklikussa tessziik, ezaltal a matrix bels6 struktirdja nagyban hasonlitani fog egy
ciklikus csoport szorzastablajara. Természetesen, ha egy Williamson matrix kompo-
nenseit mind-mind szisztematikusan ciklikusbol anticiklikussa valtoztatjuk, akkor az
eredetivel ekvivalens matrixot kapunk. Ez az észrevétel az, ami alapjan véges csoportok
elméletével probalnak kiilonféle specialis Williamson Hadamard métrixokat konstruéal-
ni. A {6 eszkozok a véges csoportok karakterelmélete és kiilonféle differencia-halmazok

kombinatorikus tulajdonsigainak az ismerete.

1.4.1. Definici6é. Legyen G egy v-ed rendi multiplikativ csoport, melynek elemeinek
egy rogzitett felsorolasa {gi1,¢2,...,9,}. Egy valamely S halmaz elemeibdl készitett
méatrixr6l azt mondjuk, hogy a G csoportbol szarmazik, ha G elemeivel indexelve a
matrix sorait és oszlopait van egy olyan ® : G — S leképezés, hogy a matrix (i, j)-dik
eleme ®(g;g,), minden 1 < 4,j < v-re. Az ilyen méatrixokat [ ®(g:9;) ]1<i,j<v modon
jeloljiik.

Egy csoportbdl szarmazé métrixot csak egyetlen oszlopanak, vagy sordnak és persze
a hattérben meghtzodo G csoportnak az ismerete alapjan felépithetiink. A ¢ elem-

mel indexelt [ ®(g9;) ] sort megkaphatjuk magébdl az 1 € G elemmel indexelt
1<ivy

[ d(g;) } sorbdl egyetlen balszorzas segitségével.
1<i<v
Nyilvanvaléan a centralis kérdés az az, hogy mikor lesz egy csoportbdl szarmazo

matrix Hadamard?

1.4.2. Példa. Az alabbi, negaciklikus Hadamard matrix Z, = {0, 1, 2, 3}-bdl szarma-
zik, mégpedig tigy, hogy ®(0) = ®(1) = ®(2) = —1, és ®(3) = 1.

-1 -1 -1 1
-1 -1 1 -1

(1.20)
-1 1 -1 -1
1 -1 -1 -1
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Az egyik centrélis fogalom a regularitas:

1.4.3. Definici6é. Azokat a matrixokat, amelyekben egy adott sorban, vagy oszlopban

1év6 elemek Osszege allando, regularisnak neveziink.

Természetesen egy olyan, csoportbdl szarmazé matrix, amelynek elemei rdadésul

egy (S,+) Abel-csoport elemei, mindig regularis.

1.4.4. Lemma ([42]). Legyen H egy vxv-es =1 mdtriz és legyen A = S(H+J) a hozzd
tartozd {0, 1} mdtriz. Tegyik fel, hogy v > 2. Ekkor eqy H Hadamard mdtriz pontosan
akkor requldris, ha v = u?, és A az illeszkedési mdtriza eqy négyzetes (4u?, 2u® £u, u® £

u)-rendszernek.

1.4.1. Menon Hadamard matrixok

Sejthets, hogy egy csoportbdl szirmazé6 Hadamard métrix — lévén reguléris — szoros
kapcsolatban all a négyzetes blokkrendszerekkel. Val6jaban kombinatorikai konstruk-
ciokkal adodnak differencia halmazokbol. Egy (4u?, 2u? 4+ u, u* +u)-differencia halmazt
Menon-Hadamard differencia halmaznak neveziink. A kovetkez6 lemma Gsszekapcsolja

ezen differencia halmazokat és a csoportbol szarmaz6 Hadamard matrixokat.

1.4.5. Lemma. Legyen G egy v = 4u? rendi csoport, és ¢ : G — {*1} egy leképezés.
Egy G-b6l szdrmazd mdtriz akkor és csak akkor Hadamard, ha a {g € G : ¢(g9) = —1}

eqy Menon-Hadamard differencia halmaz G-ben.

1.4.6. Definicié. A Menon-Hadamard matrixok azok az 1.4.5 lemma alapjan létrejové

matrixok.

Szamos algebrista foglalkozott Menon-Hadamard differencia halmazok konstruk-
ciojaval, felvonultatva karakter elméleti-, véges geometriai- és algebrai szamelméleti
apparatusokat. A természetes, legegyszertibb it az az lenne, hogy ciklikus G = Z,»
csoportbdl kiindulva probalunk meg G-bél szarmazé Menon-Hadamard méatrixot konst-
rudlni. Meglep6 modon azonban, az egyetlen 4 x 4-es negaciklikus matrixtol eltekintve
nem ismeriink ilyen matrixokat, s6t, Schmidt aszimptotikus eredményének koszonhe-

t6en valoszintisithetd, hogy — valésban legaldbbis — nincs is mas ilyen matrix.

1.4.7. Tétel (Schmidt, [49]). Legyen I pdratlan primek véges halmaza. Ekkor legfel-

2

jebb csak véges sok olyan ciklikus u® rendd Menon-Hadamard differencia halmaz lehet,

2

amelyben u® minden primosztdja I1-beli.

Specialisan, mindossze 14 olyan paratlan v < 10.000 van, amelyre még nem tiszté-

zott, hogy van-e ciklikus valés Hadamard matrix, a legkisebb ilyen az u = 165.
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1.4.8. Sejtés (Ryser, [60]). Ha n > 4, akkor nincs ciklikus valés Hadamard mdtriz.

4. Megjegyzés. A valosakkal ellentétben komplex esetben vannak ciklikus komplex Ha-
damard matrixok, melyek egy igen fontos altalanos csalddot alkotnak. Ezt b&vebben a

2.3.3 szakaszban targyaljuk.

A szakaszt néhany csoportbol szarmazé Hadamard matrix konstrukcioval zarjuk.
Az els6 egy rendkiviil mély eredmény, amely nemrégiben nyert bizonyitas. A tétel

allitasa az, hogy minden 4m* dimenziéban van valés Hadamard matrix.

1.4.9. Tétel (Xia [90], Wilson—Xiang [88], Chen [13]). Bdrmely a,b > 0 és barmely
pdratlan m-re létezik n = 4 - 22 . 3% . m* rendd, Abel-féle csoportbol szdrmazd Menon-

Hadamard mdrtiz.

A nem kommutativ csoportok esetén a diéder csoport lehetne az els§, amelybél
Hadamard méatrixokat probalna konstruélni az ember, de sajnos egy ilyennek a felbuk-

kanasa ugyanigy nem til valészint, mint a ciklikus Hadamard maéatrixoké.

1.4.10. Tétel (Dillon, Fan et al. [22]). Ha egy 4u® rendi diéder csoport tartalmaz

Menon-Hadamard differencia halmazt, akkor mdr maga Zy,> is.

Ennek ellenére azért sikeriilt olyan Menon-Hadamard differencia halmazokat konst-
rudlni nem kommutativ csoportok segitségével, ahol kommutativokbol egyébként nem
lehet. Smith reprezentaci6 elméleti és szamitogépes eszkozoket felhasznalva lelt ra egy
olyan 100-ad rendii csoportra, amely se nem kommutativ, se nem a diéder csoport, de
5-Sylow részcsoportként tartalmazza a Z2-t. A tenzorszorzés segitségével ez az egyetlen

példa egy végtelen csaladda egészithets ki.

1.4.11. Tétel (Smith, [76]). Bdrmely olyan a,b,c > 0 szamok esetén, amelyekre ha
b > 0, akkor a > 0 teljesiil, létezik n = 4 - 2%¢ . 3% . 52 . 102 rendd Menon-Hadamard

mdtrix.

1.4.2. Ito Hadamard matrixok

Ito 1981-ben vezette be az un. Q-tipusa Hadamard matrixokat [43]. Ezek azon Hada-

mard mértixok, amelyek ekvivalensek egy, a kovetkezd alakban adott matrixszal:

A4 B C D

B -A D -C
Q= or _pro_ar pr (1.21)

Dt ¢t BT —AT

ahol az m-edrendii A, B, C, D matrixok mindegyike ciklikus. Ito észrevette, hogy

egy ilyen () matrix akkor és csak akkor lesz Hadamard, ha
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AAT + BB + CCOT + DD = 4ml,, (1.22)

tovabba

ABT + CD" = BAT + DC* (1.23)

Igy specialisan azok a Williamson Hadamard matrixok, amelyek szimmetrikus, cik-
likus komponensekbdl allnak egyuttal @) tipusi Hadamard métrixok. [to megmutatta
azt is, hogy a 4m rendii Paley I Hadamard martixok minden olyan m-re @) tipusuiak,
amelyekre 4m — 1 primhatvany [44]. Nem sokkal kés6bb csoportelméleti eszkozok se-
gitségével olyan 4m dimenzios Hadamard matrixokkal bévitette a palettat, amelyekre

2m —1=1 mod 4 primhatvany [45].

1.4.12. Definici6. Az Ito Hadamard maétrixok azok az olyan Hadamard matrixok,

amelyek ekvivalensek egy () tipusi matrixszal agy, hogy mind A, B, C, D ciklikusak.

1.4.13. Sejtés (Ito). Minden pdratlan m-re létezik 4m-ed rendd Ito Hadamard mdtriz.

1.4.3. A dupla ciklikus magii matrixok

Most Fletcher, Gysin és Seberry konstrukciojat ismertetjiik, melynek segitségével si-
keresen mutattak Hadamard matrixokat 4m = 2t + 2 dimenzidéban, minden paratlan
3 <t < Th-re, igy az els6 hidnyzo eset az m = 39-hez tartozik, és mindossze 6t ¢ = 50-
nél kisebb hianyzo eset van [54]. A konstrukcio a kovetkezs blokkméatrix-reprezentéciot

hasznélja:

-1 -1 1 1t
—1 1 1t (=1)
(=1) , (1.24)
anr  aHrt A B
<1t)T (_1t>T BT AT
ahol A és B olyan ciklikus méatrixok, amelyekre
AAT + BBT = (2t + 2)I, — 2J, (1.25)

teljestil.

1.4.14. Sejtés (Kotsireas—Koukouvinos—Seberry, [54]). Minden n = 4m dimenzidban

van dupla ciklikus magu Hadamard mdtriz.
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1.4.4. T-matrixok és a Goethals—Seidel tomb

A fejezetet egy modern, am rendkiviil szdmitasigényes konstrukcioval zarjuk. A mod-
szer erdsségét mutaja, hogy 2004-ben ennek a segitségével sikeriilt az akkori legkisebb
nyitott dimenziéban, 428-ban Hadamard-matrixot konstruélni, és vitathatatlanul leg-
nagyobb esélyt a kivetkezd, 668-as dimenzio tisztazaséara is ez a modszer szolgaltat. A

kovetkezd tétel tulajdonképpen kombinalja Williamson és Ito elképzeléseit.

1.4.15. Tétel (Goethals—Seidel). Tegyiik fel, hogy A, B,C, D olyan ciklikus m x m-es

mdatrizok, amelyre szokds szerint
AAT + BBT + ¢CT + DD = 4mlI,, (1.26)

teljesiil. Jeldlje R az antidiagondlis mdtrizot. Ekkor a kévetkezd mdtriz Hadamard:

A BR CR DR
BR -A RD —RC

GS = (1.27)
CR —RD —A RB

DR RC —-RB -A

A fenti A, B,C, D matrixokat specialis +1 sorozatokbol, an. 7T- illetve Turyn-
sorozatokbdl lehet konstrualni. Az érdekldds olvasoé mindezekrél sokkal részletesebben

a Hyos felfedezésérol szolo [51] cikkben olvashat.

1.5. Osszefoglalas

Ebben a fejezetben a mindannyiunk altal jol ismert klasszikus konstrukciok mellett
bemutattuk azokat az Gjabb fajta megkdzelitéseket is, amelyek segitségével valos Ha-
damard métrixokat probalnak konstrualni. Kiemelnénk ezek koziil egyrészt a néhany
éves, akkor nagy meglepetést keltett 1.4.9 tételt, illetve a mai szdmitogépes vildgban a
legeredményesebbnek bizonyulé Goethals-Seidel tomb konstrukciojat.

Megjegyezziik, hogy a Sylvester- és a Paley I konsrtukci6 segitségével, valamint
a tenzorszorzassal csupan az n = 92, n < 100 eset az ami eldontetlen, erre viszont
egyszerl szamitogépes kereséssel lehet Williamson-t6mbot késziteni.

Habar szamtalan modon lehet valés Hadamard matrixokat konstrualni, maga az
Hadamard-sejtés lényegében tamadhatatlannak tiinik. A probléma centralitdsat tob-
bek kozott az is mutatja, hogy a Mathworld-6n (a Goldbach- és a Riemann-sejtést
kovetGen) a harmadik legfontosabb nyitott kérdésként szerepel [86]. A fejezetet né-

hény ezirdnyu aszimptotikus eredmény idézésével zarjuk.

1.5.1. Tétel (Agaian, [1]). Ha van 4u és 4v rendd valds Hadamard mdtriz, akkor 8uv

rendd 1s van.
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Ennek egy bizonyos szempontbdl erésebb valtozata a kdvetkezs.

1.5.2. Tétel (Craigen-Seberry-Zhang, [21]). Tegyiik fel, hogy létezik 4u,4v,4p és 4q

rendd valos Hadamard mdtriz. Ekkor létezik 16uvpq rendd is.

1977-ig a legkisebb eldontetlen dimenizo n = 268 = 4 - 67 volt [69], azutan 2004-ig
n =428 = 4-107 |51]. A jelenlegi legkisebb ilyen az n = 668 = 4-167. Az 6sszes tobbi,
legfeljebb 1000-es dimenziéra a 668-on kiviil mar csak a 716 és 892 esetek eldontet-
lenek, legutobb Pokovic konstruélt 764 dimenziéban csoportelméleti megfontolésokat
és szamitogépes keresést kombindlva Hadamard matrixot [30]. Azt gondoljuk, hogy a
szamitastechnika toretlen fejlédésének koszonhetGen néhany éven beliil sikeriil a harom
szoban forgd, eddig még eldontetlen dimenzioban is valos Hadamard métrixot mutatni.

Az egyik lehetséges modszer az Hadamard-sejtés igazolasara az, hogy megmutatjuk,
hogy elég nagy n-t6l kezdve mér létezik Hadamard-matrix, a fennmaradé dimenziékban
pedig valahogyan konstrualunk matrixokat. Az els§ ilyen irdnytu eredmény 1976-bol
Seberry nevéhez fliz6dik [73] (lasd még [46]). Ezt lényegesen megjavitotta Craigen, aki
csoportelméleti eszkozokkel, és specialis {0, £1} sorozatok segitségével érte el az alabbi

eredményét:

1.5.3. Tétel (Craigen, [20]). Ha m pdratlan természetes szdm, akkor van
o 22m rendd Hadamard-mdtriz, ahol b az m bindris alakjdban lévd 1-esek szdma.
e 2'm, hat =6 |:log, ((m—1)/2)] +2.

Egy masik, az eddigiektdl eltéré ut az Hadamard-sejtés megoldasahoz a kovetke-
z6 kérdés minél pontosabb megvalaszolasa: Melyik az a legnagyobb r := r(n) szam,
amelyre van r x n-es {£1} matrix agy, hogy HHT = rI teljesiiljon? Masszéval, egy
Hadamard métrixnak hany sorit tudjuk mindenképpen garantélni? Ismert, hogy elég
nagy n-re r > sn mindig teljesiil [24].

A fenti két iranyt kombinélva igazolta nemrégiben de Launey és Gordon a kévetkezd,

meglepd eredményt:

1.5.4. Tétel (de Launey—Gordon, [26]). Legyen € > 0. Ha az dltaldnositott Riemann-

sejtés igaz, akkor minden n = dm-re r(n) > in — nl7/22%e,



2. fejezet

Komplex Hadamard matrixok

2.1. Bevezetés

A valés Hadamard maéatrixok altaldnositasanak egyik lehet&sége az, hogy a valos, 41
elemek helyett méar tetsz6leges, egységnyi abszolit értéki komplex szamokbdl épitjiik
a méatrixainkat. A komplex Hadamard matrixok iranti altaldnosabb érdeklGdés tu-
lajdonképpen Werner [87]-ben koz6lt eredményeinek koszonhetd, ahol arra mutat ra,
hogy kiilonb6z6 kvantum-informécidelméleti fogalmak — a paronként torzitatlan bazi-
sok (MUB), az unitér operatorokbdl 4116 bazisok és bizonyos teleportalé illetve kvantum
kodold sémak — szoros kapcsolatban allnak a komplex Hadamard matrixokkal. A komp-
lex Hadamard matrixok tehat inkdbb mér analitikus, semmint algebrai struktiranak
tekinthet&ek, és az alkalmazasok tekintetében is inkdbb kvantumfizikai problémakhoz
kothetsk.

A szituaci6 itt meglehetGsen mas, mint a valos esetben: egyrészt a jol ismert F),
Fourier métrix az egy komplex Hadamard matrix minden n dimenzioéban, igy nincs az
Hadamard-sejtésnek komplex megfelel§je, mésfel6l meglehetGsen reménytelen vélalko-
zasnak tiinik atfogo, teljes képet adni roluk még kis dimenzidkban is. Jelenleg teljes
karakterizacio csak 5 dimenzioig van, Haagerup 1996-os eredményét [37] csak most si-
keriilt Beauchampnak és Nicoarandk megjavitani: munkajuk teljesen leirja a 6 x 6-0s
onadjungdlt komplex Hadamard matrixokat [4]. Két tovabbi figyelemre mélto, struk-
turalis eredmény koziil az egyik Moorhouse karakterizacioja, aki a legnagyobb szim-
metridkkal rendelkez§, Gn. 2-tranzitiv komplex Hadamard matrixokat irta le teljesen
[57]. A masik cikk, amelyre felhivnank a figyelmet, Bjorck és Haagerup munkassaga,
akik a komplex Hadamard méatrixoknak egy nagyon fontos osztalyat, az tn. 3-indext
ciklikus komplex Hadamard matrixokat klasszifikaltak [10].

Egy mésik alapvet§ eltérés abbol fakad, hogy mig a valés Hadamard métrixok ke-

resése egy diszkrét, kombinatorikus probléma, addig a komplex Hadamard métrixok
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elemeit mar a komplex egységkoron keressiik, és el6fordulhat hogy bizonyos matri-
xok paraméteres csaladokat indukalnak. Ditd 2004-ben ramutatott arra [28], hogy
Osszetett dimenzidban egy, a tenzorszorzashoz hasonlo eljaras segitségével kisebb di-
menzi6jui Hadamard méatrixokbo6l nagyobb dimenzi6ji, paraméteres csalddokat lehet
létrehozni. Ezaltal ma mar az ember a valds esettdl eltérGen nem egyszertien izolalt
Hadamard matrixok irdnt érdeklédik, hanem arra kivancsi, hogy egy adott matrixbol
milyen paraméteres csalddok indulnak ki, és milyen kapcsolat van ezen csaladok k6zott.
2006-ban két lengyel fizikus, W. Tadej és K. Zyczkowski publikalt egy katalogust [82],
amelyben leirtdk a Fourier matrixok egy paraméterezési lehetGségét, valamint felsorol-
tak 16 dimenzioig az 6sszes (altaluk ismert) komplex Hadamard métrixot. Ok vetették
fel el6szor azt a kérdést is, hogy vajon igaz-e hogy minden val6s Hadamard matrixbol
indul ki valamilyen paraméteres csalad. A kataléogusuk azonban korant sem teljes, Ma-
tolesi Maté, Refty Jilia és a szerz6 egy kozos munkidban egy parkettdzd konstrukeid
segitségével néhany 1j paraméteres Hadamard matrix csaladot talalt 8,12 illetve 16
dimenzioban [56]. Ez a fejzet azonban nem a kozés munkat, hanem a szerz6 tovabbi

eziranyu, ondlld eredményeit mutatja be [81].

A fejezet felépitése a kovetkezs: elGszor roviden ismertetjiik a komplex Hadamard
matrixok alaptulajdonsigait, valamint bemutatunk néhany korabbi olyan eredményt,
amelyre a késGbbiek folyaman hivatkozni fogunk. Ezt kovetGen mutatunk egy, a [82]
katalogusbol kimaradt méatrix csaladot. Bemutatjuk, hogy miként leltiink ra el6szor
konkrét 10 és 14 dimenzids 0j méatrixokra, tovabba hogy ebbdl miként kdovetkeztettiink
magasabb dimenziés matrixok létére, hogyan jottiink ra a konferencia métrixokkal val6
kapcsolatra. Legfontosabb eredményként megmutatjuk, hogy minden ilyen, konferen-
cia matrixokbol konstrualhaté komplex Hadamard matrix paraméterezhets. A fejezet
masodik részében valés Hadamard matrixok paraméterezésével foglalkozunk. Matol-
csi Maté és Reffy Julia korabbi eredményeit [56] felhasznalva megmutatjuk, hogy nem
minden val6s Hadamard matrix Ditd-szert [28]. Specidlisan, ha p prim, akkor a 4p
rendi valos Hadamard méatrix nem ilyen. Végezetiil megadjuk a valés Hadamard mat-
rixok egy természetes paraméterezési lehetGségét: 12 dimenziotél kezdve minden valos
Hadamard matrixot ellaitunk paraméterekkel. Eredményeink 10,12 és 14 dimenzidéban
1j komplex Hadamard matrixokkal egészitik ki a [82]| katalogust, és megvélaszolnak

egy abban felvetett nyitott problémaét.

A kovetkez6 két fejezetben x-gal jeloltiik azokat a lemmékat illetve tételeket, ame-

lyek a szerz6 6nalld, eddig az irodalomban sehol nem szerepl§ eredményei.
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2.2. Attekintés

Legel6szor tisztaznunk kell azokat a tulajdonsagokat, amelyek a komplex Hadamard
méatrixokat lényegesen megkiilonboztetik a valosaktol. Az els lépés az 1.2.4 definicio

kiterjesztése:

2.2.1. Definicid. Legyen H egységnyi abszolut értékeki elemekbdl 4116 nxn-es matrix.

Ha HH* = nl teljesiil, akkor H-t (komplex) Hadamard méatrixnak nevezziik.

A komplex Hadamard métrixok tehat tetszdleges egységnyi abszolut értékd elemek-
b6l allhatnak. Innen azonnal adédik egy, a valosakkal szembeni relevans kiilonbség.
Mig egy fix n-re csak véges sok valos Hadamard matrix lehetett, és mind a konstruk-
ciokat, mind pedig az osztalyozast is lényegében diszkrét eszkozokkel lehetett kezelni,
addig a komplex esetben méar nem ez a helyzet. Egy komplex Hadamard méatrix barmely
sorat egy tetszéleges, egységnyi abszolut értéki komplex szammal szorozva tovabbra
is komplex Hadamard maétrixot kapunk, ily médon maris végtelen sok méatrixot kapva.
Annak érdekében, hogy az igy egymasba transzformélhaté matrixokat faktorizalhassuk,

ki kell terjeszteniink az 1.2.6 definiciot a komplex esetre is:

2.2.2. Definici6é. Két komplex Hadamard méatrixot, Hi-et és H>-t ekvivalensnek neve-
ziink, ha vannak olyan D; és D, unitér diagonalis matrixok, illetve P; és P, permuta-
ci6s méatrixok, hogy Hy = D P, H, P> D> teljesiil. Erre a relaciora szintén a H; = Hy-t

jelolést hasznaljuk.

Valojaban az igy nyert ekvivalencia rel4ciot ki lehetne terjeszteni a transzponalas-
ra illetve a komplex konjugélasra is, azonban harom okboél is a szokisos definicional
maradnank: egyrészt maga a transzponalés nem egy algebrailag kezelhets miivelet, ez-
altal elveszne (a valés Hadamard méatrixoknal nagyon lényeges) automorfizmus csoport
(lasd az 1.2.7 definiciot) jelentGsége. Masrészt a transzpondlas, transzponalodas a gya-
korlatban, fizikai rendszereknél sem fordul el6, mint jelenség. Harmadrészt a fellelhets
irodalom els6pré tobbsége ezt a sziikebb definiciot hasznalja.

Meglep6 modon a komplex esetben mar nincs analogiaja az Hadamard-sejtésnek.
2.2.3. Lemma. Minden n dimenzioban van komplex Hadamard mdtriz.

Bizonyitds. A diszkrét Fourier transzformacié métrixa, vagyis az [F,]; ; = e’ ¥ matrix

ilyen. Ezt a métrixot roviden Fourier-matrixnak nevezziik. U

Latszolag sokféle lehetGségilink van tehat komplex Hadamard matrixokat konstru-
alni, azonban 5 dimenzi6ig méar tisztazott a helyzet. Teljesen elemi titon ellenérizhetd,
hogy a legfeljebb harmad rendii komplex Hadamard matrixok azok ekvivalensek a meg-

felels F,, Fourier-métrixokkal. Némi megfontolés igényel ugyan, de hasonl6an kénnyen
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lathato, hogy a négy dimenziés komplex Hadamard métrixok az F;-bél kiindulo egy-
paraméteres matrixcsalad tagjaiként allnak els. A jelolések ugyanazok, mint [82]-ben:
a szabad paraméterek szamat, ha ezt kiilon hangsilyozni akarjuk, fels6 indexként je-
16]jiik:

2.2.4. Példa. F\" = H,, F\") = H,, 1asd az 1.1 példat.

1 1 1 1
1 1 T 1 _jei
ie’ —1 —ie"
FO= |1 w w?|,FVa) = (2.1)
1 -1 1 -1
1 w? w L .
1 —ie™ —1 ie™

Itt w = e%ﬂi, a komplex harmadik egységgydk.

A komplex Hadamard métrixok osztalyozasaban fontos szerepet jatszik az alabbi,

a TZ-katalogusban [82]-ban bevezetett fogalom:

2.2.5. Definicié. Egy normalizalt n x n-es komplex Hadmard matrix izolalt, ha van

olyan kornyezete amelyben rajta kiviil nincs mésik normalizalt Hadamard méatrix.

2.2.6. Definicié. Legyen H egy paraméterezett komplex Hadamard méatrix. Ekkor
H orbitjan, vagy masként a H-bol kiindul6 métrixcsalddon azon méatrixok Osszességét

értjiik, amelyek a H-ban 1év6 szabad paraméterek értékadésait kovetGen addédnak.

2.2.7. Definicidé. Egy paraméterezett komplex Hadamard métrix orbitja affin, ha az
elemek fazisa a paramétereknek linedris fiiggvénye. Egy orbit maximalisan affin, ha

tovabbi affin paraméterekkel nem bé&vithetd.

Az el6z6 definiciok tiikrében tehat Fl(o),FQ(O) és Féo) azok izolalt Hadamard mat-
rixok, mig FAfl)(a) nem izolalt, orbitja pedig a {Fﬂfl)(a) : a € [0,27)} halmaz, mely
természetesen affin. A 3. fejezet végén a 3.5.3 példa illusztralja a nem-affin paraméteres
métrixcsalddokat.

1996-ban sikeriilt Haagerupnak igazolnia, hogy ekvivalencia erejéig csak az F5 Fou-
rier matrix az egyediili komplex Hadamard matrix 5 dimenziéban [37]. Magasabb
dimenzidkban azonban meglehet&sen elbonyolodik a helyzet: 6 dimenzidéban példaul
tobb, lokalisan inekvivalens paraméteres csalad is talalhato, lasd [82]. Beauchamp és
Nicoara nemrégiben megjelent cikke [4] leirja az 6nadjungalt 6 x 6-os komplex Hada-
mard matrixokat, szintén egy érdekes, nem-affin orbitot prezentalva. Sajnos azonban
még mindig nem tudni, hogy van-e tovabbi ismeretlen csalad ebben a dimenziéban.

Petrescu PhD dolgozataban igazolta az alabbi struktaratételt, példat mutatva ez-

altal végtelen sok izolalt komplex Hadamard matrixra.

2.2.8. Tétel (Petrescu, [64|). Ha p prim, akkor F, izoldlt komplex Hadamard mdtriz.
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5. Megjegyzés. Petrescu tétele korantsem jelenti azt, hogy primdimenziéban ne lenné-
nek paraméteres csaladok, mint erre 6 maga is ramutatott: 7,13,19,31 és 79 dimenzi-
Okban algebrai megfontolasok és szamitogép segitségével sikeresen konstruélt legalabb
1-paraméteres komplex Hadamard méatrix csaladokat. Allitasa minddssze annyit jelent,
hogy maguk az F), matrixok nem paraméterezhet6k. Munkajat késébb Nicoara alta-
lanositotta, aki elméleti iton adott magyarézatot a szamitogéppel megtalélt méatrixok
létére [59].

6. Megjegyzés. Jelenleg nem ismert, hogy 11 dimenzi6éban van-e paraméteres Hadamard

matrixcsalad, vagy minden 11 dimenziés Hadamard matrix izolalt [82].

Lathato, hogy még kis dimenzidkban is rendkiviil sokféle Hadamard matrix lelhetd
fel, tobb koziiliikk paraméteres csaladokat indukal. Az alabbi két példaval szeretnénk

azt megviladgitani hogy nem minden paraméter, ami annak latszik:

2.2.9. Példa.

1 1 1 1 1 1 1 1
1 -1 1 -1 . 1 ielr -1 —jel

Ho=| . o . | .FE )= (2:2)
e e —e —¢ 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1 | 1 i 1 el

H, formélisan egyparaméteres 4 x 4-es Hadamard csalddnak tiinik, viszont lathato,
hogy a harmadik sorat e~¥-vel megszorozva a ,matrixcsalad” minden tagja ekvivalens
azzal a méatrixszal, amelyet eleve ¢ = 0 helyettesitéskor kapunk. Feltehetd tehat, hogy
egy paraméteres métrixcsalad minden tagja normalizalt. Sokkal érdekesebb a méasik F)
méatrix, amelyben a-t a [0, 7) intervallumon varialva egymaéssal inekvivalens méatrixok

jonnek ki. Hogy ez miért van igy, arrél szol a kovetkezd, igen fontos eredmény.

2.2.10. Lemma (Haagerup, [37]). Legyen H tetszdleges komplex Hadamard mdtriz.
Tekintstik a hozzd tartozo Ay = {hl-jhklﬁkﬁu} halmazt. Ez a halmaz invaridns a =

ekvivalencidra nézve.

2.2.11. Kovetkezmény ([37|, Haagerup). Ha két komplex Hadamard mdtriz kilonbozd

A-invaridns halmazzal rendelkezik, akkor nem lehetnek ekvivalensek.

7. Megjegyzés. A fenti 2.2.10 lemma megforditdsa nem érvényes. Minden valés H
Hadamard matrix esetén Ay = {—1, 1}, ugyanakkor vannak inekvivalens Hadamard

matrixok 16 dimenziéban.

A kovetkezGkben ratériink a komplex Hadamard métrixok konstrukcidjara.
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2.3. Komplex Hadamard matrixok konsrtukcidja

Az alabbiakban ismertetjiik a komplex elemi Hadamard méatrixokra vonatkozé harom
legéltalanosabb konstrukciot. Az els§ lehetGség a valés Hadmard matrixok egy ter-
mészetes altalanositasabol adodik, nevezetesen egységgyokok segitségével probalunk
Hadamard métrixokat konstruélni. A valés Hadamard matrixok tovabbi &ltalanosi-
tasaként lehet tobbdimenzids, n x n X ... X n-es ortogonalis méatrixokat is vizsgalni,
err6l tovabbi informaciokat az érdekl6ds Olvas6 Agaian monografidjaban talal [1], mig
egy harmadik altalanositasként a kvaternié elemii Hadamard métrixokrol Chterental
és Bokovié [14] cikkében lehet olvasni.

A teljesség kedvéért alljon itt az 1.3.3 lemma komplex valtozata.

2.3.1. Lemma. Ha H egqy kompler Hadamard mdtriz, akkor H és H* is komplex
Hadamard.

2.3.1. Butson Hadamard matrixok

A talén legkézenfekv6bb dolog komplex Hadamard matrixokat komplex egységgyokok
segitségével konstrualni: Erre vonatkozéan Butson vezette be a H(q,n) jelolést azon
n-ed rendli Hadamard matrixokra, amelyek minden eleme g-adik egységgyok. Ezzel az
irasmoddal H (2, n) az n-ed rendd valés, mig H(4,n) az n-ed rendd {£1, +i} elemkbdl
allé komplex Hadamard matrixokat jeloli [12|. A komplex Hadamard matrixokra ugyis
tekinthetiink tehat, mint a H (oo, n) halmazra.

Néhany szoérvanyos negativ eredménytél eltekintve nem sokat tudni a Butson Ha-
damard maétrixok létezésérsl. Butson maga bizonyitott egy sziikséges feltételt [12] a
létezésre abban az esetben, ha m = p® primhatvany. Késébb ezt Winterhof [89] alta-
lanositotta, majd egy negativ feltételt prezentalt. Ennek egy specidlis esetét igazolta

t6le fliggetleniil de Launey [15|. A f6bb eredményeket Gsszegzi az alabbi

2.3.2. Lemma. 1. Ha p prim, és létezik eqy H(p*,n), akkor n = pt valamilyen
pozitiv egész t-re, [89].

2. Ha p prim, akkor létezik H(p,2p*) minden 0 < j < k esetén [12].

3. Hap =3 mod 4 prim, n = p’r%s pdratlan, s négyzetmentes, tovdbbd (s,p) = 1,
és van olyan q prim, melyre q | s és (%) = —1, akkor sem H(p®,n), sem pedig

H(2p*, n) nem létezik [89].

Az 1.2.5 lemma miatt vilagos, hogy egy Butson H(g,n) tipusi Hadamard matrix
létezésének egy sziikséges feltétele az, hogy legyen n olyan komplex egységgyok, me-

lyek Gsszege 0. Lam és Leung [55], illetve sokkal altalanosabban és més kontextusban
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Coppersmith és Steinberger is éppen ezt a problémat vizsgalta [18], és tulajdonképpen

az alabbi eredményre jutott:

2.3.3. Tétel (Lam-Leung, [55|). Minden m = p}*p3? .- p%" esetén akkor és csak akkor
van n olyan komplex m-edik eqyséqgqydk, melyek dsszege 0, han € Np;+Npy+...+Np,.

Most lassuk a pragmatikus Agaian-Moorhouse-Tao méatrixot [1], [57], [84].

2.3.4. Példa. Az alabbi Séo) matrix egy szimmetrikus Butson H(3,6) tipusi métrix,
mely az egyetlen ma ismert 6 X 6-os izolalt komplex Hadamard métrix. Séo) kbézponti
szerepet jatszott a Fields medalos Terrence Tao egy eredményében is, melyben a Fugle-
de sejtés [34] egyik iranyat cafolta. A masik iranyt Kolountzakis és Matolcsi tamadtak
sikerrel [53]. A probléma érdekessége, hogy a Fuglede sejtés egy tisztan analizisbeli
probléma, Tao mégis egy latvanyos diszkretizacio, majd Hi, illetve Séo) felhasznalésa-

val ért el sikereket.

(1101 01 1 1]
1 1 w w w? W?
Séo) _ 1 w 1 w? W w (2.3)
1 w w? 1 w W?
1 w? w? w 1 w
1 w2 w w w 1

Butson-tipusi matrixok kiilonféle spektralhalmaz- illetve parkettdzo konstrukciok-
bdl is szdrmazhatnak, mint erre Matolesi Maté és Réfty Julia egy eredménye ramutat.
Ok 1j, nem-Ditd-szeri matrixokat mutattak egy [53]-bol illetve [78]-bol vett konst-
rukcid segitségével 8,12 és 16 dimenziokban, ezaltal kiegészitve a TZ-katalogust. Az
alabbi Sg matrix egy 4-paraméteres folytonos matrixcsaladot indukal, amelyet egymas-
tol fiiggetleniil W. Tadej és a szerz6 is felfedezett. Mindezekrdl b6vebben [56]-ban lehet

olvasni.

2.3.5. Példa. Az alabbi H(4,8) matrixot Matolcsi Maté és Réffy Julia konstruélta

parkettazo- és spektralhalmazok vizsgalatakor.

(1 1 1 1 1 1 1 1]
1 -1 i —i 1 -1 i —i
1 -1 —i i 1 -1 —i i
5, = 1 1 -1 -1 1 i -1 —i (2.4)
1 i 1 i -1 —i -1 —i
1 —i 1 -1 -1 i —1 i
1 -1 -1 1 -1 1 1 -1
1 1 -1 -1 —i —i 1 1
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A negyedik egységgyokokbdl allo Butson tipust matrixokkal kapcsolatosan egy fon-
tos sejtést emlitiink a 2.4 szakaszban. Tovabbi példak Butson Hadamard métrixokra
a 3.5 fejezetben talalhatok.

2.3.2. A Dita konstrukci6

Ditd most kovetkezd, valosakbol atvett [42] konstrukcioja azt mutatja, hogy Osszetett

dimenzi6ban mindig vannak paraméteres Hadamard matrix csaladok:

2.3.6. Tétel (Dita, [28]). Ha az M és N;,i = 1,2,...,k k X k-as illetve n x n-es
mdtrizok mindannyian Hadamard mdtrizok, akkor a kévetkezd kn dimenzids () mdtrix

18 az:
muNt . . my Ny

0 — . o . 2:5)
mpiNy .. MmNy,

2.3.7. Definici6. Egy komplex Hadamard méatrixot Dita-szeriinek neveziink, ha ekvi-

valens egy olyan matrixszal, amely a (2.5) formulabdl szarmazik.

A Dita-konstrukcié segitségével tehat kisebb dimenzi6ji Hadamard métrixokbol
magasabb dimenzidju matrixokat lehet késziteni. A konstrukci6 igazi erejét azonban
az adja, hogy igy lehet&ség van paraméteres Hadamard méatrixoknak a megépitésére.
Az eljarés nagyon egyszerti: ha az el6z6 tételben szereplé N;,7 > 1 métrixok j > 1-dik
sorait végigszorozzuk egy tetszGleges egységnyi abszolit értékd szammal, akkor az igy
adodo N/ matrixok véltozatlanul komplex Hadamard méatrixok maradnak, tehat az

alabbi g egy paraméteres komplex Hadamard méatrix csaladot indukal.

2.3.8. Példa. Jelolje D(.) a diagonalis matrixot, és legyen

M = Fy, Ny = Fy(a), Ny = D(1,€", €, ) Fy(e) (2.6)
Ekkor
1 11 1 1 11 1]
1 ieia -1 _ieia eib iei(e+b) _eib _iei(e+b)
1 -1 1 -1 eic _eic eic _eic
1 _ieia -1 ieia eid _iei(e+d) _eid iei(e+d)
S) (CL, ba &) d7 6) = (27)
1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
1 ieia -1 _ieia _eib _iei(e+b) eib iei(e+b)
1 -1 1 —1| —ei¢ eic _gic eic
1 —jel —1 jele| —eld jeiletd)  eld  _jeiletd)

egy 5 paraméteres komplex Hadamard matrix.
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Ez alapjan kimondhat6 a kdévetkezs

2.3.9. Lemma (Dit3, [28]). Ha M illetve N;,i =1,...,k rendre k X k illetve n X n-es
komplex Hadamard mdtrizok, amelyek rendre my illetve n;, i = 1,...,k paramétertdl

fiiggenek akkor a (2.5) formula segitségével definidlt nk rendd QQ mdtriz az

mi+(n—1)k-1)+> n (2.8)

paraméteres csalddot indukdl.

Osszetett dimenziokban tehat garantaltan vannak paraméteres Hadamard matrix
csaladok, s6t a Dita konstrukcié mutatja, hogy szemben a 2.2.8 tétellel 6sszetett n-re

az F, Fourier métrix mindig paraméteres csaladokat indukal.

2.3.3. Ciklikus komplex Hadamard matrixok

Most egy masik altalanos moédszert ismertetiink komplex Hadamard matrixok konst-
rukciojara. Az elképzelés az, hogy specialis alaki, ciklikus formédban megadott komplex
Hadamard matrixokat probélunk keresni. A szekciéban a Haagerup dolgozatédban leir-
takat kozoljiik [37].

Legyen n > 2, és jelolje Z az egész szamok Z,, gytrtjének invertalhaté elemeit.

Egy (o, B) € ZF x Z, parra tekintsiik a kovetkezd Z,-en értelmezett »(*?) fiiggvényt,

(CHE))

melynek j helyen felvett x; " értéke a kovetkezs:

(a8 )P <% (%2 + ﬁj)) ha j € Z,, n paros

T DR (2.9)
exp <% (W + ﬁj)) ha j € Z,,, n paratlan

J

Ekkor természetesen |z;| = 1,j € Z,, és konny( ellendrizni, hogy

2.3.10. Lemma. Az U = <ﬁxi,j) ctklikus mdtriz unitér.
4,§ELn

B n ha k=0 (mod n)
Z Tk = (210)
J€Ln 0 hak#0 (mod n)
Mas szoval az x olyan egységnyi abszolut értéki elemekbdl allo vektor, melynek &
Fourier transzformaltjat is egységnyi abszolut értékd elemek alkotjak: |z;| = |z;| =
1,7 € Z,. Az U métrixot sztenderd biunitér matrixnak nevezziik.

1983-ban Enflo azt a kérdést vetette fel, hogy valamely p prim esetén a

cx' P (c,a,3) € T x Ly X Ly (2.11)
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alaka z : Z, — C fliggvények az egyetlenek, amelyekre mind z-nek, mind Z-nak

egységnyi abszolut értékiek az elemei? Enflo azt sejtette, hogy a kérdésre a valasz

Tj+1
Zj

igenls. Bjorck atfogalmazta a (2.10) egyenletet, és a z; = valtozotranszformacioval

az alabbi n egyenlethez jutott [7]:

;

Zo+21+22+...+2n_120
2’02’1+212’2+...+2n_12’0:0

(2.12)

Z()Zl...Zn,Q—'—ZlZQ...Zn,l—'—...+Zn,121...2n,3:0

20”1 ---%p—1 — 1
\

Megjegyezziik, hogy a fenti egyenletrendszer altalanos tagja csak egy n tagu ciklikus

Osszeg, amely altaldban nem elemi szimmetrikus polinom.

2.3.11. Definicio. A (2.12) egyenletrendszer valamely z = (29, 21, . . ., 2,—1) megoldé-

sat ciklikus n-dik gyoknek (cyclic n-root) nevezziik.

2.3.12. Definici6. A (2.9) altal definialt (transzforméaland6) megoldasok a klasszikus

cyclic n-rootok.

Vil4dgos, hogy az egységnyi abszolut értéki cyclic n-rootok egyuttal Enflo unitér
problémajara is megoldast szolgéltatnak. n = 2, 3-ra az egyenleteket trivialis megolda-
ni. n = 4-re végtelen sok megoldas, valojaban a teljes F4(1)(a) csalad adodik. S6t, mint

arra Backelin ramutat: nem négyzetmentes n-re mindig van végtelen sok megoldas [2].

2.3.13. Lemma (Backelin, [2|). Ha m? osztja n-t, akkor a cyclic n-root megolddshal-

maz legaldbb m — 1 dimenzios.

Az egyenleteket n = 5-re Lovész, majd kés6bb Bjorck és Froberg 9], végiil Haagerup
[37] oldotta meg, és igy igazolta, hogy annak az egységnyi abszolit értékd megoldéasai
kizarolag a klasszikus cyclic 5-rootok. n = 6-ra a klasszikus megoldas mellett van egy
attol lényegesen kiilonb6z6 is, amely a Cy matrixot generélja [82]. Bjorck egy altalanos
megoldasa alapjan p > 7 primre a klasszikus cyclic n-root megoldasokon kiviil tovabbi
egységnyi abszolut értékiiek konstrualhatok [8], igy Enflo sejtése altalanossagban nem
igaz. Bjorck eredeti konstrukciojat késébb egymaéstol fiiggetleniil Munemasa és Wa-
tatani [58], valamint de la Harpe és Jones [23] is felfedezte. Valojaban mindharom

cikkben az x : Z, — T az alabbi alakot 6lti:

1 j =0 (mod p)
zj=4qa j#0, 7 kvadratikus maradék (mod p) (2.13)

B j#0, j kvadratikus nemmaradék (mod p),
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ahol a és (3 értéke ugy van megvalasztva, hogy mind x, mind pedig & egységnyi abszolut

1
N
definicié bemutatja a cyclic-n-root matrixok egy fontos osztalyét.

értékil elemekbdl alljon, mésszoval a — [2;_x]; ; ., mAtrix unitér legyen. A kdvetkezs
vy P

2.3.14. Definici6. A fenti, (2.13) sszefiiggéssel definialt ciklikus komplex Hadamard

matrixokat 2-indext cyclic n-root méatrixoknak nevezziik.

A 2-indexii cyclic n-roots matrixokat egy kicsit b6vebben a 3. fejezetben targyaljuk.

8. Megjegyzés. A ,2-indexti” elnevezés onnan szarmazik, hogy p prim esetén a kvad-
ratikus maradékok egy 2-indexii részcsoportjat alkotjak Zj-nak, és o és [ ugy van
definialva, hogy az x vektor x; koordinatai ezen részcsoport mellékosztalyain konstans
értéket vegyenek fel. Ha p =1 ( mod 6) prim, akkor a kobos maradékok egy 3-indexii
részcsoportot fognak alkotni, és a (2.13) Gsszefiiggés értelemszeri modositasaval ilyen-
kor is komplex Hadamard maétrixokat lehet konstrualni. A 3-indexi cyclic n-rootok
teljes klasszifikaciojat 12 év munkat kovetGen Bjorck és Haagerup 2008 aprilisiban
publikalta [10].

2.3.15. Példa. Ha n = 7, akkor a fenti egyenleteket Grobner-bazisok [11] segitségével
meg lehet oldani, és a klasszikus megoldasok mellett nemklasszikus, 2-indexi illetve
3-indexti megoldasok is vannak. Mi a 2-indexti megoldasokbdl szarmaz6 Hadamard-
méatrixokat, a C;4 és a konjugéltjat, C;p-t prezentdljuk. Az n = 7 eset részletes

targyalasa és a tovabbi megoldasok [3]-ban talalhatoak.

—_ =

—_
— = =0
o)
@)
—_
@)

Cra,Cip=| ¢ (2.14)

—_
o

— = =0
— =

c c
1 ¢
c c 1l ¢ 1 1

Backelin mar ismertetett eredménye alapjan n = 8-ra és n = 9-re végtelen sok cyclic

c 1 ¢

— = =0

n-root van. El6bbit még Bjorck és Froberg osztalyozta 1992-ben, mig utébbit Faugere
egy teljesen 1j komputer algebrai csomag megirasaval nagyjabol tiz évvel késébb, 2001-
ben karakterizalta [32]. A cyclic 10-rootok karakterizalasahoz nélkiilozhetetlen Grobner
béazisoknak els§ izben torténd eléallitésa is az 6 nevéhez fiizédik [33]. n > 11-t6] csak
részeredmények ismertek [70].

A szekcidt egy Haageruptol szarmazo végességi eredménnyel zarjuk.

2.3.16. Tétel (Haagerup, [36]). Ha p prim, akkor multiplicitdssal egyiitt (2;:12) cyclic
p-root van. Specidlisan: a p primszimrendi, 1 fddiagondlisi ciklikus komplexr Hada-

2p72)

mard mdtrizok szdma legfeljebb (p,1 .
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2.4. Komplex Hadamard- és konferencia matrixok

2006 elején jelent meg egy monumentalis — t6bb mint 50 oldalas — cikk, amelyben két
lengyel fizikus, W. Tadej és K. Zyczkowski probalt meg atfogo képet adni a komplex
Hadamard matrixokroél, és sok érdekes eredmény mellett felsoroltdk az altaluk ismert
osszes komplex Hadamard métrixot 16 dimenzidig bezarolag. Erre a katalogusra a
tovabbiakban [82] helyett TZ-katalogusként fogunk hivatkozni. A katalogusban bemu-
tatott matrixok egyrészt igen sokfélék, hiszen szerz6i paraméteres csaladokat mutatnak
be, masfeldl bizony hidnyos, mint ahogyan arra Matolcsi Maté és Réffy Jilia munkéja
ramutat: egy, az [53]-ban szerepl6h6z hasonld spektralhalmaz-konstrukeio segitségé-
vel 14j, a katalégusban nem szereplé métrixokat készitettek 8,12 és 16 dimenzioban,
mely méatrixok paraméterezését a szerzd végezte el [56]. A koézés munka rendkiviil
gyiimolcs6z6 volt: szamos itt felsorolt 11j eredmény alapgondolata ekkor sziiletett meg.
Hangsiulyozni szeretnénk azonban, hogy ez a dolgozat pusztan felhaszndlja az [56]-ban
koz6lt kozos eredményeket, és valojaban az egyénileg készitett, [81]-ben szerepld 1j, tel-
jesen 6nallo eredményeket tartalmazza. Az 6nalléo kutatds megkezdéséhez sziikségilink

volt egy oOtletre, amely a kdvetkezd sejtést latva fogant meg:

2.4.1. Sejtés (|71], Seberry). Minden pdros dimenzicban van Butson-tipusi H(4,N),

azaz {£1, 1} elemekbdl dllo komplex Hadamard mdtriz.

9. Megjegyzés. Vilagos, hogy ilyen matrixokat nem remélhetiink paratlan dimenziokban
a 1.2.5 kovetkezmény miatt, és az is érvényes, hogy amennyiben ez a sejtés igaz, akkor

az Hadamard-sejtés is az [71].

A kutatis megkezdését az motivalta, hogy a TZ-katalogusban nem szerepelt expli-
cite a fenti 2.4.1 sejtésnek megfelel6 H (4, N) matrix 10 és 14 dimenziéban. Persze nem
zarhattuk ki azt a lehetGséget, hogy esetleg valamelyik ottani paraméteres csalddban
ezek mar szerepelnek, viszont ez mar 6 dimenziéban sem igaz, ahol az FG(Z) és Dél)
matrixcsaladok eltérGek, 1évén nem egyforma szamu affin paraméteriik van [82]. A
tény, hogy ezen matrixcsaladok méar 6 dimenziéban is kiillonb6z6ek mindenképpen azt
sugallta, hogy érdemes magasabb dimenziokban is koriilnézni, és megprobalni a 2.4.1
sejtésnek megfelel6 Hadamard matrixokat konstruédlni. A kiindulési cél tehat az volt,

hogy valahogyan mutassunk 10 és 14 dimenziés H (4, N) matrixokat.

2.4.1. A diszkrét modell:

Butson H(4, N) Hadamard matrixok keresése

Az N = 8,12 és N = 16 dimenziés métrixokkal els§ korben nem foglalkoztunk, mert

egyrészt az [56]-ban szereplé Sg méatrix az pont egy H (4, 8) tipusi Hadamard matrix
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volt, masrészt ezek azok a dimenzidok, ahol még valés Hadamard csaladok is vannak,
és el6fordulhat, hogy egy altalunk tjnak vélt H(4, N) méatrix az valojaban benne van
valamely N-ed rendi valés Hadamard matrix orbitjdban. Az els§ érdekes dimenzi6
az N = 10 volt. Egyrészt nincs 10-ed rendd valés Hadamard matrix, masrészt a
TZ-katalogusban kizarolag az Fiy paraméterezett Fourier-méatrix szerepelt, amir6l he-
urisztikusan azt gondolja az ember, hogy - 1évén az tele van 10-ik gyokokkel - nem lehet
beforgatni egy H(4,10) matrixba.

A keresés a kovetkezGképpen zajlott: mivel a matrix elsd sora valaszthato a csupa-
egy vektornak, a normalizalas miatt pedig feltehtd, hogy az Osszes tobbi sorok 1-gyel
kezd6dnek, azt kaptuk, hogy a méatrix mésodik sora - ekvivalencia erejéig - mar csak az
alabbi 5-féle sorvektor valamelyike lehet. Ellenkez6 esetben ugyanis barmilyen, az 1.2.5
kovetkezmény miatti zérus elemosszegt sorvektort oszloppermutacié révén az alabbi 5

alak valamelyikére hozhatjuk:

sp=[1,1,1,1,1,—-1,-1,—-1,-1,-1] 8o = [1,1,1,1,i,—i,—1,—1,-1,—-1]  (2.15)

s3=[1,1,1,i,i,—1,—1,—1,-1,—1],ss = [, 1,111, —i, -, —i, -1, —1] (2.16)

ss = [1,1,1,1,1, -1, —1, -1, -1, —1] (2.17)

Nyilvan az ember ugy folytatn& a keresést, hogy legeneralja a fenti sorvektorok
Osszes olyan 1-essel kezd6d6 permutaciojat, amely merGleges a fenti 5 sorvektor vala-
melyikére, ezaltal elkészitvén olyan sorparokat, amelyek mer&legesek egymasra. Ezt
kovetGen teljesen hasonldéan paronként meréleges sorhdrmasokat csinalna, stb. Ez a
modszer azonban mar 10 dimenziéban is kivitelezhetetlen. Konnyen latszik ugyan,

hogy az s; sorvektorra semmilyen mésik {41, +-i} sorvektor nem lesz meréleges, azon-

ban ezt elhagyvan a megmaradé négy s;,7 = 2,...,5 sorvektoroknak 15750 kiilénb6z6
1-gyel kezd6d6 permutécidja létezik, ezek koziil 6912 olyan, amely az s;,¢2 = 2,...,5

sorvektorok valamelyikével meréleges sorpart alkot. Az ezekre merdleges 3-asok pedig
mar kezelhetetleniil sokan vannak.

Megprobaltuk ezt a dolgot megkeriilni, és egyediil azt néztiik, hogy valamely rogzi-
tett i-re a fenti s; sorvektornak hany olyan 1-gyel kezd6d6 permutaciéja van, amelyek
paronként merélegesek egymasra. Heurisztikusan tgy gondoltuk, hogy érdemes a leg-
kevesebb permutéicioval rendelkezé sorvektort nézegetni, hiszen ez lesz az, amely még
szamitogéppel kovethets esetszamot general: ez a sorvektor az s;. Meglepd eredmény
sziiletett. Gyakorlatilag kimerit§ kereséssel sikeriilt 9 paronként ortogonélis sorvektort
csinalni, ami a csupaegy sorral egyiitt egy 10 dimenziés komplex Hadamard matrixot

eredményez. Igy késziilt el az alabbi, Djo-zel jelslt matrix [81].



32 2. KOMPLEX HADAMARD MATRIXOK

i1 1r 1 1 1 1 1 1 1 1
1 -1 —-i —i —-i —i i i i i
1 —i -1 —i i i —i —i i i
1 —i —-i -1 i i i i -1 —i
Dy — 1 —i i i -1 -1 —i i —i i (2.18)
1 —i 1 i -1 -1 i —i i —i
1 i —i i —i i -1 -1 —i 1
1 i —i i i -1 -1 -1 i —i
1 i i -1 —i i —i i -1 —i
|1 i i —i i —i i —i —-i -1 |

Nagyon vazlatosan a program, amelyet a Mathematica programcsomagban implemen-
taltunk a kovetkezSképpen nézett ki: sorra definialtunk olyan A (kK > 2) tombdket,
amelyek minden eleme k& — 1 paronként ortogonélis sorvektor. Kezdetben minden Ay
tires, A[i] az A halmaz i-edik elemét, mig # A az A halmaz elemszamat jeloli.
A program egy pszeudo-kodja:
Legyen A; = {s5}
Legyen 2 = {s5 1-gyel kezdddd permutacidi}
For ¢ from 1 to #()

Ha Q[i] merdleges ss-re, akkor A, = Ay U Q]
1+ +
For k from 2 to 9

For 7 from 1 to #A,

For j from 1 to #A;
Ha A,[i] merdleges Aj[j]-nek mind a k — 1 elemére, akkor
Apr1 = A U {Ak[j], A2[i]}
j++

L+ +

Ha Ag-nak van két olyan z é&s y eleme, hogy az Ai[x] illetve Ay[y]

elemekhez tartozdé k£ — 1 sorvektor csupan sorrendben kiilénbozik

egymastdl, akkor Aj-bdl Ailr]-et dobjuk ki.

Ha #A; még igy is nagy, akkor dobjunk el belfle annyit,

hogy kezelhetd méretid maradjon.
kE++
Ha Ay iires, akkor kezdjiikk elélrél az egészet, egyébként KESZ.

10. Megjegyzés. A fenti program egyetlen nemvildgos részt tartalmaz, mégpedig azt,

hogy miért lehet ad hoc médon az A; elemszamét csokkenteni, ha mar az nagyon fel-
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fajodna. A hattérben az all, hogy amennyiben van egyetlen Hadamard matrix, amit
a fenti eljaras megtalal, akkor nagyon sok ilyen is van: a sorok és oszlopok permutal-
gatasat kovetGen szamtalan egymaéssal ekvivalens Hadamard métrixot lehet csinalni.
Amikor Ag-bol kidobédlunk elemeket, akkor val¢jaban csak annyi torténik, hogy fel-
tessziik, hogy a keresend6 matrix elsé k + 1 sora éppen olyan alakra van permutalva,
amilyen elemek az Ag-ban végiil megmaradtak.

A fentihez teljesen hasonl6 eljarassal sikeriilt még ilyen Hadamard matrixokat 14 és

18 dimenzi6ban is konstrualni. Mivel a TZ-katalogus szempontjabol csak a legfeljebb

16 dimenzidsak az érdekesek, ezért itt csak Dis-et adjuk meg:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1]
1 -1 i —i i i -1 -1 -1 -i i i —i i
1 i -1 i -1 1 i -1 —-i -1 -i i i i
1 —i i -1 i -1 1 i -1 -1 -1 -i 1 1
1 i —i i -1 i —i i i -1 -1 -1 -i i
1 i i -1 i -1 i —i i i -1 -1 -1 -i
1 —i i i —i i -1 i —i i i -1 -1 -1

Dqy = (2.19)
1 -1 —i i i —i i —1 i —i i i -1 -1
1 -1 -1 -i i i i i -1 i -1 i i i
1 -1 -1 -1 -i i 1 —i i -1 i —i i i
1 i -1 -1 -1 -i 1 i i i -1 i -1 1
1 i i -1 -1 -1 -i i i -1 i -1 i i
1 —i i i -1 -1 -1 -i i i —i i -1 i
! i —i 1 i -1 -1 -1 -1 1 i i i -1 |

2.4.2. A folyonos matrixcsaladok:

Paraméterezés 10 és 14 dimenziéban

Az el6z6ekben megtalalt Dg és D14, matrixokrdl azt sejtjiik tehat, hogy nem szerepel-
nek a TZ-katalogusban. Nem allitjuk azonban azt, hogy ezek a matrixok tjak: egyalta-
l4n nincs kizarva, hogy mar valamelyik milt szdzadi kombinatorikus lapban lekdzolték
6ket, mint akkori 0j eredményt (valdjaban, mint azt késébb latni fogjuk, ez a helyzet).
Az viszont garantalt, hogy senki nem vizsgilta még meg, hogy miféle orbittal rendel-
keznek, vagyis hogy indulnak-e ki paraméteres csaldadok ezen H(4,10) illetve H(4,14)
tipust matrixokbol. Ebben a fejezetben azt irjuk le, hogy miként konstrualtunk orbitot
a Dy illetve a D4 méatrixoknak.

Egyaltalan nem vilagos az, hogy egy matrixba hova, mely elemek helyére rakjunk
be szabad paramétereket. Semmiféle dltalanos eljaras, modszer nincs ilyenkor. A mi
otletiink a kovetkezG volt: tegyiik fel, hogy egy métrix az valamilyen moédon para-

méterezhetd, esetleg tobb paramétere is van. Ekkor ha egyetlenegy szabad paraméter
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mentén modositjuk a kiindulasi matrixot de tgy, hogy az eredményiil kapott métrix
még mindig ugyanolyan, H(4,10) tipusid, akkor van remény arra, hogy megtalaljuk a
modositando elemeket. Hogyan? A koradbban prezentélt példakbol, és a TZ-katalogus
alapos attanulmanyozasat kovetGen az ember azt gondolja, hogy egy paraméter esetén
a matrix méretéhez képest viszonylag kevés elem valtozik meg. Ezért azt csinédltuk,
hogy rogzitettiik a Dy els6 négy sorat, majd legeneraltuk az dsszes olyan normalizalt
H (4, 10) matrixot, amelyik ezen 4 sor kiegészitésével volt kaphato. Jelolje az igy kapott
matrixok halmazit ‘H. Ebben a H halmazban nem til sok, minddsszesen 11520 matrix
volt, ennyiféleképpen lehetett Dy els6 4 sorat Hadamard matrixsza kiegésziteni. Ezt
kovetSen sorra vettiik az Osszes H € H matrixokra a Dy — H kiilonbség matrixokat, és
olyat kerestiink ezek kozott, amelyekben nagyon sok 0 szerepelt. Ez nyilvan azt mutat-
ta, hogy a két méatrix egyméstol eltér ugyan, de csak viszonylag kevés helyen. Ezekre
a helyekre pedig ad hoc megprobaltunk paramétereket illeszteni. Az alabbiakban mu-
tatunk egy konkrét H € H-ra vonatkozdé D,y — H matrixot, tovibba megadjuk azt
az R-rel jelolt perturbalé matrixot, amely ez alapjan Djp-et sejtésiinknek megfelelgen

paraméterekkel latja el. Itt és a tovabbiakban mindeniitt e-tal helyettesitettiik a 0-kat

R-ben:

Dyy—H=

[ ¢ o o o . . . . ° ° e o o o . e o o o o
e o o o . . . . ° ° e o o o . e o o o o
e o o o ° . ° . ° ° o o o o . o o o o o
e o o o . . . . ° ° o o o o ° o o o o o
e o o o . o —2i 21 —2i 2i e o o o . e t t t t
e o o o . . 2 —2i 2 —2i 7RDS)) = e o o o . e t t t t
e o o o —2i 2i . . . . e o o o I —t e e o o
e o o o 2 —2i . . ) ) e o o o i —t e e e @
e o o o 2i 2i . . ) ) e o o o i —t e e e @
e o o o 2 —2i . . ° ° e o o o —t —t o o o o |

(2.20)

2.4.2. Definicio. Az A és B N x N-es matrixok Hadamard-szorzatan azt az Ao B-vel

jelolt N x N-es métrixot értjiik, amelyre [A o BJ, ; = [A], ;- [B], ; teljesiil.

2.4.3. Definicio. Jelolje EXP (H) azt a matrixot, amelyet H-bol ugy kapunk, hogy
H minden elemét e-re emeljiik: [EXP (H)|, ; = el#li;. Hasonlo modon legyen log (H)

7/7]

az a mod 1 vett matrix, amelyre EXP (27ilog (H)) = H teljesiil.
Szamitogéppel ellendriztiik, hogy érvényes a kovetkezd

2.4.4. Lemma (x). A D%) (t) = Dygo EXP (z R (t)) eqy egyparaméteres komplex
10

Hadamard mdtriz csaldd.

Az el6z6ekben tehat azt illusztraltuk hogyan paramétereztiik be sikerrel a kordbban

megtalalt Dy méatrixot. Megjegyezziik, hogy az itt mutatott egyparaméteres orbit

tovabbi vizsgalatok segitségével 3-ma bévithetd; mind ezt a D%)-at, mind a Dy4-bé6l

(6)

konstrualt 6-paraméteres Dli csaladot a fejezet végén prezentaljuk.
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2.4.3. Konstrukcidé altalaban — A konferencia matrixok

Mindenképpen figyelemre mélt6 az a tény, hogy mind D;y mind pedig a D4 méatrixok
olyan specialis alaki komplex Hadamard matrixok voltak, amelyeknek a magja az tgy
nézett ki, hogy a f6atld az csupa —1 volt, az Gsszes tobbi elem pedig +i. Ez motivalt
benniinket abban, hogy megpréobaljuk a Dy matrixok struktirajat egy kicsivel jobban
megismerni.

Ha elhagyjuk Dy els6 sorat és oszlopat, és csakis a magra koncentrdlunk, akkor
a kovetkez6t kapjuk: olyan @, {—1,0,1} elemekbdl allo6 N — 1 x N — l-es méatrixot

keresiink, amelyik a kovetkezd matrixegyenletet elégiti ki:
iQ—-0N{EiQ—-1)"=NI-J (2.21)
ahol J a szokasos mdédon a csupaegy métrixot jeloli. Ezt atalakitva
Q' —iQ+iQt = (N-1)I—J (2.22)
Mivel mind @, QQT, valamint az egyenlet jobb oldala valés, ezért Q = QT adédik.
2.4.5. Kovetkezmény. A Dy mdtrizok szimmetrikusak.

Igy tehat olyan @, {—1,0,1} elemekbdl all6 N — 1 x N — 1-es szimmetrikus mAtri-
xokat keresiink, amelyekre
QR =(N-1)I—J. (2.23)

Egyaltalan nem viladgos, hogy 4ltalaban ki lehet-e ezt az egyenletet elégiteni. Az viszont,
hogy ilyen méatrixok vannak 6,10, 14 és 18 dimenziéban mindenképpen biztato jel. A

megoldast egy jol ismert fogalom, mégpedig a konferencia-matrixok szolgaltattak.

2.4.6. Definicié. Egy N-edrendii konferencia matrix az egy olyan C' N x N-es métrix,
amelyre CCT = CTC = (N — 1)1 teljesiil, tovabba C;; = 0,1 = 1,2...,N és C}; €
{=1,1} hai # j.

A konferencia méatrixok egy nagyon fontos és érdekes struktirat alkotnak, régota
és rendkiviil széles korben vizsgaljak ¢ket. Mi itt csak annyit emlitenénk meg, hogy
kizarolag paros rendi konferencia matrixok léteznek [27], azonban Raghavarao [68]-ban
ramutatott arra, hogy ez csak egy sziikséges, de nem elégséges feltétel. Hasonloan az
Hadamard méatrixok tulajdonsigaihoz egy konferencia méatrix sorait illetve oszlopait is
szabad £1-gyel szorozni, és szamos konstrukcié van arra, hogy bizonyos dimenzidkban
hogyan lehet ilyen matrixokat létrehozni. A tovabbi veliik kapcsolatos eredményeket
illetGen lasd [31], [74]. Azt, hogy @ milyen kapcsolatban van a konferencia matrixokkal

a kovetkez6 lemma tisztézza:
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2.4.7. Lemma. Legyen C egy olyan N-ed rendd szimmetrikus konferencia mdtrix,
amelynek sem az elsd sora, sem az elsd oszlopa nem tartalmaz —1-et, tovdibbd legyen
Q az az N — 1 x N — 1-es mdtriz, amelyet gy kapunk, hogy C elsd sordt és oszlopdt
elhagyjuk. Ekkor QQT = (N — 1)I — J teljesiil, és igy H = i1C — I egy N-ed rendi

komplex Hadamard mdtrizot definidl.

Bizonyitds. Konnyi meggondolni, hogy mivel az els6 sorban és oszlopban nem szerepel-
nek —1-ek, ezért elhagyvan az els6 sort és oszlopot olyan () matrixhoz jutunk, amelyet
ha megszorzunk a transzponaltjaval, akkor a szorzatmétrix minden eleme pontosan
1-gyel kisebb, mintha magat C-t szoroztuk volna meg a transzponaltjaval. Ez éppen
azt jelenti, hogy QQT = (N —1)I — J, ezzel az 4llités els6 részét belattuk. Ha C konfe-
rencia matrix volt, akkor H minden eleme egységnyi abszolut értéki, tovibba C' = C7

miatt
HH* = (iC - N({iC - I)*=C0CT +iCT —iC + 1= (N-1)I+1=NI. (2.24)
teljesiil. Ezzel az allitast igazoltuk. O

Azt latjuk tehat, hogy konferencia méatrixok segitségével Butson tipusia H (4, N)
komplex Hadamard métrixokat lehet konstruilni. Sajnos mint kideriilt, ez nem 1j
eredmény: ezt a fajta konferencia méatrixokbol adodo konstrukciot tobbek kozott [57]
és [19] is emliti. Ezen matrixok altalanos paraméterezési lehetGségeit azonban eddig

még senki nem vizsgalta meg; mi ezt fogjuk tenni a kovetkezGkben.

2.4.4. Paraméterezés altalaban — Egy struktaratétel

A 10 és 14 dimenziéban szdmitogép segitségével végrehajtott paraméterezéseket ko-
vetGen felmeriilt a kérdés, hogy vajon tudunk-e altaldban is valamit mondani a Dy
matrixok orbitjarol. Jelenleg gy tiinik hogy maximalis (tehat tovabb mar nem bo-
vithets) orbit felallitasa teljesen reménytelen, annyit azonban sikeriilt tisztazni, hogy

minden Dy matrixbél indul valamilyen paraméteres csalad. Ervényes tehat a kovetkezs

2.4.8. Tétel (x). A Dy mdtrizok legaldbb 1-paraméteres affin csalddot indukdlnak

minden olyan dimenzioban, amelyben léteznek.

Bizonyitds. A bizonyitas teljesen elemi, de szadmos esetet kell megvizsgalni. Legyen
N > 10 és legyen Dy egy tetszGleges, a konferencia matrix konstrukciobol adodé N-ed
rendd komplex Hadamard matrix. Feltehetd, hogy Dy szimmetrikus és normalizalt. A
kovetkez6kben eljarast adunk 1 paraméter bevezetésére. Tekintsiik most Dy mésodik
(u) és harmadik (v) sorat. Mivel Dy Hadamard matrix, pontosan 22 koordinatanal

fognak az u és v sorvektorok csak egy el§jelben kiilonbozni. Szorozzuk meg ezeket az
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elemeket e'-vel. Most tekintsiik Dy masodik és harmadik oszlopdt, és szorozzuk meg

e _vel azokat az elemeket, amelyek soronként csak elGjelben kiilonbéznek. Megmu-

tatjuk, hogy az igy ad6édé 1-paraméteres Dg)(t) métrix ¢-t6l fliggetleniil Hadamard

métrix; egészen pontosan azt fogjuk igazolni, hogy az igy kapott métrix sorai ¢ értékeé-
t6] fliggetleniil paronként ortogonalisak. Szamos trivialis eset mellett kett6 olyan van,

amely némi meggondolast igényel:
ELSO ESET: Most azt fogjuk megmutatni, hogy mind u mind pedig v meréleges
lesz minden valtozatlanul hagyott sorra. Teljesen vilagos, hogy Dy els6 sorara orto-

gonélisak. Dj(é) (t) sorainak és oszlopainak esetleges permutéacioit kovetGen feltehetd,
hogy a matrix a lenti (szimmetrikus) forméat 6lti; vilagos tovabba, hogy sziikség esetén
a matrix konjugéltjat véve, a bal fols6 3 x 3-as részmétrixban 1évs elemek i-k. Most
tekintsiik barmely, az els6tdl kiilonb6z6, &m modositatlan sort. Egy ilyen sor elsé ha-
rom eleme értelemszertien vagy (1,1i,1) vagy (1, —i,—1i). Az els6 esetet vizsgaljuk, a
masodik teljesen hasonléan kezelhetd.

M1 1 1 1 1 1 1 1 1 .. 1 1 1
(u) 1 -1 i i i i ielt ieit | —jelt —ielt | —i —i
(v) 1 i —1 i i i| —ieft ... —ieit ielt .. ielt | —i ... —i
1 i il —1 a b c d e f g h
1 i i —1
1 i i -1
1 ie—it  _je—it -1
1 ie~it  _je—it -1
1| —ieit je—it -1
1| —ie™it ie~ 1t -1
1 —i —i -1
|1 i —i 1
(2.25)

A fenti abran a negyedik sor az, amellyel foglalkozunk. Ebben az (1,1i,1)-vel kez-
d6dé sor megfelels cellajaban jelolje a, c, e és g az i-k, még b, d, f és h a —i-k szdmét.
Dy els6 harom soranak a skalarszorzatat tekintve kiszdmolhato, hogy Gsszesen hany
(i,1), (i, —1), (—i,1) illetve (—1i, —i) alaku, fiiggtleges par van az (u,v) sorokban, mely

a kovetkez§ Osszefiiggéseket adja:

N -2
b="——"-2-q¢ (2.26)
4
N -2
d="—"=—¢ (2.27)
4
N -2
f=—"—¢ (2.28)
4
N -2
h="—""_yg (2.29)
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. . , N—2 .
Az i-k szdma soronként ==, igy

N

Mivel D](\})(O) Hadamard, ezért a negyedik sor ortogondlis a modositast megel6z&en
u-ra, igy
24a—-b+c—d—e+f—g+h=0 (2.31)

Most helyettesitsiik be a (2.26)-(2.29) egyenleteket (2.31)-be, hogy
at+c=e+g—2 (2.32)

adédjon. Hasonlban, D](\P(O) negyedik sora mer&leges a mddositast megelézGen v-re,
amibdgl
24+a—-b—ct+d+e—f—-g+h=0 (2.33)
folyik. Visszahelyettesitve (2.26)-(2.29)-et (2.33)-ba kapjuk, hogy
at+e=c+g—2. (2.34)

Végezetiil hasznaljuk (2.30)-at (2.32) és (2.34)-ben, hogy

N -1
a+c:a—|—e<: O) (2.35)

4

adodjon. Kapjuk, hogy ¢ = e, és igy (2.27) és (2.28)-bol mér d = f. Innentdl egyszerii
szamolas mutatja, hogy u és v t-t6l fiiggetleniil merGleges D](\P (t) negyedik sorara.
MASODIK ESET: Mar csak azt kell megmutatni, hogy az e~ alakt paramé-
tereket tartalmazo sorok merdlegesek mind u-ra mind pedig v-re. Ismét feltehets (a
alakot olti. A jelolések megegyeznek az el6zGekkel, azonban felhivjuk ra a figyelmet,

hogy a celldk mérete eziittal megvaltozott:

1 1 1 111 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(u) | 1] -1 i| et i i| et ieft | —ielt ielt | —i —i
(v) 1 i —1 | —ie't | i i| —ieft —ielt ielt ieft | —i —i
1]ie ¥ —je —1]a b c d e f| g h

(2.36)

A fenti abraban tehat tekintsiik most a negyedik sort. Ebben a,b,c,d e, f,g és h
ugyanazzal a jelentéssel bir, mint az els6 esetben. Dg)(t) els6 harom sorara ismét

felirva az ortogonalitasi egyenleteket kapjuk, hogy

b=—""—1-aq (2.37)

d=—"_1-¢ (2.38)
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N -2

f=m e (2.39)
N -2
4
Es az i-k szdma miatt
N —2
a+c+e+g:T—1. (2.41)

Mivel u és v merdleges a paraméterezett sorra, ha ¢t = 0, kapjuk, hogy
a—b+c—d—e+f—g+h=0, (2.42)

valamint

24a—b—-—c+d+e—f—-g+h=0. (2.43)
Behelyettesitve (2.37)-(2.40)-et (2.42) és (2.43)-ba
at+c=e+g—1 (2.44)
és
at+e=c+g—1 (2.45)

adodik. Végiil ugyantigy, mint az els§ esetben a (2.41)-et (2.44) és (2.45)-be behelyet-

N —6
a+c:a+e<:T> (2.46)

nyerhetd. Innen ¢ = e, és (2.38) és (2.39)-bsl d = f—1 adédik. Ezen utolso két egyenlet

tesitve

felhasznaladsaval konnyen latszik, hogy mind u mind v ¢-t6l fliggetleniil ortogonélis
D](VI) (t) negyedik sorara. Teljesen trivialis, hogy barmely mésik két sorvektor merdleges

egymasra. Fzzel a bizonyitas kész. O

2.4.5. A TZ-katalogus kiegészitése

Egyetlen egy dolog vart mar csak tisztazasra, mégpedig az, hogy az altalunk talalt D%)
illetve Dﬁ) matrixok azok szerepelnek-e vagy sem a TZ-katalogusban. Mint mondtuk:
heurisztikusan azt sejtjiik, hogy nem lehet beforgatni illetve atszorozgatni a 10 illetve
14-ik gyokoket tartalmazo, a TZ-katalogusban szereplé matrixokat H (4, N) alakura.
Ennek tisztazasara elevenitsiik fel hogy Matolcsi Maté és Réffy Julia hogyan valaszolt
meg [56]-ban egy hasonlé tipust kérdést. A parkettazo konstrukciojukkal adédé Ha-
damard maétrixaikkal tigy sikeriilt kiegésziteniiik a TZ-katalogust, hogy megmutattak,
hogy az altaluk talalt matrixok nem Dita-szertiek. Mivel a TZ-kataloégusban csupan
Dita-szerti matrixok szerpeltek 8 és 16 dimenzidkban, nyilvanvald, hogy azok, amiket
talaltak j Hadamard matrixok. Pontosan ezt fogjuk a kovetkezGkben mi is csinélni.

A Dita-méatrixok altalanos struktiarajarol szol a kovetkezs két, [56]-bol vett eredmény:
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2.4.9. Definici6. Legyen L egy N x N valos méatrix. Egy I = {i,is,...,i,} C
{1,2,..., N} indexhalmazra nézve két sort (vagy oszlopot), s-t és g-t, I-ekvivalensnek
neveziink és s ~; g-val jeloliink, ha a koordindtdnként értelmezett s; — ¢; kiilonbségek
tortrészei megegyeznek minden i € I esetén. Két sort (vagy oszlopot), s-t és g-t, (d)-n-
ekvivalensnek neveziink, ha vannak olyan n-elemt diszjunkt Iy, ..., I; indexhalmazok

hogy s ~1, q teljesiil minden j =1,...,d esetén.

2.4.10. Lemma (Matolcsi—Réfly, [56]). Legyen H egy komplex Hadamard mdatriz. Ek-
kor log (H) sorainak illetve oszlopainak a permutdcidja, tovibbd egyes sorok (vagy o0sz-
lopok) elemeinek egy konstanssal valé mddositdisa nem befolydsolja a H-ban lévd (d)-n-

ekvivalens sorok vagy (oszlopok) meglétét vagy hidnydt.

Ezen két észrevétel valamint a (2.5) formula segitségével azt latja az ember te-
hat, hogy az N x N-es (N = nk) D-vel jelolt Diti-szerii méatrixok szerkezetébél

adédodan a log (D) matrixban vannak olyan n elemi diszjunkt indexhalmazok, I, =
{1,2,...,71},...,]]C = {(k? - l)n + 1,,]{571} és Rj = {rj,rj+n,...,rj+(k_1)n} (j =

1,...,n) sorvektor k-asok, hogy egy rogzitett k-asban 1évé barmely két sor ekvivalens
az Ip-ekre nézve, azaz rj _1yn ~1, Tj+(s—1)n Minden j = 1,... n illetve ¢,s,m =
1,...,k esetén. Masszoval barmely R;-vel jelolt sorvektor k-as barmely két sora (k)-n-

ekvivalens az I,, halmazokra nézve. Ezek alapjan elmondhaté a kovetkezé

2.4.11. Lemma (x). Ha egy normalizdlt kompler Hadamard mdtriz magjiban nem

szerepel 1-es, akkor a mdtriz nem Ditd-szeri.

Bizonyitds. Legyen H egy normalizalt komplex Hadamard métrix, és tegyiik fel indi-
rekt modon, hogy mégis Diti-szerti. Ekkor az el6z6ek miatt feltehets, hogy {1} C Iy,
majd H oszlopainak esetleges permutéalasat kovetSen az, hogy {1,2} C I;. A felte-
vésiink miatt log (H)-nak kizarolag az els6 soraban van egynél tobb 0. Most vegyiik
észre, hogy ha valamelyik sor I;-ekvivalens log (H) els6 soraval, akkor abban az elsd
két koordinata meg kell, hogy egyezzen. Mivel az els6 koordinata minden sorvektorban
0, ezért a méasodiknak is annak kellene lennie, de ez ellentmondas, hiszen nincs ilyen
sor log (H)-ban. O

Ebbél viszont mar azonnal addédik, hogy
2.4.12. K6évetkezmény (). A Dy mdtrizok nem Ditd-szeriek.

Végezetiil megemlitiink egy a 2.4.8 tételnél altalanosabbnak tiiné paraméterezési
konstrukciot, amely segitségével egy N dimenzi6s konferencia matrixbol képzett Hada-
mard maéatrixba % — 2 paramétert lehet beilleszteni. Ez a konstrukcié miikodik 6, 10 és

14 dimenzidban, de nem sikeriilt dltalanossagban is igazolni:
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2.4.13. Konstrukcid. Legyen D egy normalizdlt szimmetrikus, a konferencia mdtriz
konstrukciobol adodo N-ed rendd komplex Hadamard mdtriz. Haszndljuk a 2.4.8 té-
telben ldtott maodszert, és D eqy sor- illetve a hozzd tartozo oszloppdrjdba vezessiink be
eqy uj, szabad paramétert. Ezt kivetden tekintsink egy tovdbbi ,,megfeleld” sorpdrt (és a
hozzd tartozo oszloppdrt), ha ez lehetséges, hogy djra a 2.4.8 tételt haszndlva egy tovdbbi

paramétert vezessiink be. Eqy sorpdr ,megfelelé”, ha az aldbbi két feltételt teljesiti:

i) az dsszes fiiggdleges elempdrja (a mdr bevezetett paramétereket is figyelembe véve)
vagy ugyanazon elemekbdl, vagy pedig ellentétes eldjeli elemekbdl dll (kivéve az
elkeriilhetetlen (—1,%) és (x, —1) pdrokat);

ii) van még olyan fiiggdleges (i, —t) vagy (—1,1) elempdrja, amely nem figg paramé-
terektol.

Ha egy megfeleld sorpdrt taldltunk, akkor vezessink be (a hozzd tartozd oszlopokat is
figyelembe véve) egy 1ij paramétert a 2.4.8 tételnek megfelelden, azaz szorozzuk be az
+it_

ellentétes eldjeli elemeket e=*-vel. Ismételjiik az eljdrdst egészen addig, amig ilyen

megfeleld sorpdrok vannak.

A fenti két feltétel a paraméterezhetGség sziikséges feltétele az alabbi értelemben. Az
i) feltétel azt biztositja, hogy D elsG sora és az tijonnan paraméterezett sorok paronként
merdlegesek maradjanak. A ii) feltétel azért sziikséges, hogy garantaljuk, hogy az 1j
lépésben a mar meglévéektdl fiiggetlen paramétert vezetiink be. Nem vilagos azonban,
hogy ez a két feltétel elégséges-e, azaz jelenleg nem tudjuk formalisan bizonyitani, hogy
a konstrukci6 alapjan paraméterezett matrixok ortogonalisok maradnak. Emellett,
el6fordulhat hogy egy adott allapotban tobbféle megfelelg sorpar is adodik, és nem

tudni, melyiket érdemes paraméterezni. Mindenesetre ezzel a moddszerrel legfeljebb
N

N
és Dy, méatrixok orbitjait, majd szamitdgéppel ellenériztiik az eredmények helyességét.

1 paraméteret lehet bevezetni. Ezen konstrukci6 segitségével készitettiik el a Dyq

2.4.14. Példa.

DP(a,b,¢) = D1y o EXP <i R (a,b, c)) (2.47)
ahol
[ e o [ ] L] [ ] [ [ ] [ ] [ ] [ ] |
° o a—b a —c e —c a a—b e
e —a+b e b —c e —¢ ° —a—+b
e —q —b o o o o e ) —a
Ryw(abe)= | ° coorrrr e e (2.48)
10 e o [ ] L] [ ] [ [ ] [ ] [ ] [ ]
® C C L] [ ] [} [ ] [ C C
e —a —b o o o o e ) —a
e —aq+b e b —c e —c b o —a+b
o o a—b a —c e —c a a—b e




42 2. KOMPLEX HADAMARD MATRIXOK

Dﬁ)(a, b,c,d,e, f) = D1y o EXP <i R (a,b,c,d, e,f)) (2.49)
14
ahol
RD53)<0’7 ba &) d7e7f) =

. . . a—b a-—>b —c a —e —c . a —e a a
° ° . a—b a—b —c a —e —c e a —e a a
e b—a b-—a . . b b —e . —f —e b —f
e b—a b—a . . b b —e . —f —e b —f
. c c —b —b . c—d c ) . ) c c—d )
° —a —a —-b -b d-c ° d—e d—c e d—f d—e . d—f (2.50)
. e e e e —c e—d . —c e —f . e—d —f
. c c —b —b . c—d c ) . ) c c—d )
e —a —a f . f—d f . . . f f—d .
. e e e e —c e—d . —c e —f . e—d —f
. —a —a —-b b d—c . d—e d—c o d—f d—e . d—f
e —a —a f f ) f—d f . . . f f—d .

2.4.15. Lemma (x). A Dﬁ’)) illetve DS) mdtrizok lokdlisan inekvivalensek a TZ-katalogusban

felsorolt mdtrizok mindegyikével.

Bizonyitds. A 2.4.11 lemma miatt Dig és D14 nem Diti-szerti matrix. Mivel a Diti-szert
matrixok halmaza zart [56], ezért a paraméterezett D illetve D4 méatrixok orbitja lokalisan
nem Ditd-szerd. Végil vegyiik észre, hogy 10 és 14 dimenzidéban kizérélag Ditd-matrixok

szerpelnek a TZ-katalégusban. O

11. Megjegyzés. Nem tudunk tobbet allitani a lokalis inekvivalencianal, el6fordulhat ugyanis
az, hogy a Djp-bdl és az Fip-b6l kiinduldé métrixcsalddok valahol metszik egymést hasonléan
ahhoz, ahogyan 8 dimenziéban az Fg és az Ss matrixok orbitjai is a valés Hg métrixban
talalkoznak [82], [56].

12. Megjegyzés. Elsfordulhat, hogy egy adott N dimenzioban tdbb, paronként inekvivalens
konferencia matrix is létezik [31], amelyekbdl lokalisan inekvivalens Dy komplex Hadmard

métrix csaldadokat lehet késziteni.

Osszegzésként elmondhatjuk tehat, hogy sikeresen konstrualtunk két olyan paraméteres
komplex Hadamard matrix csalddot 10 és 14 dimenzidban, amely elkeriilte a TZ-katalogus
készitGinek a figyelmét. A méatrixok altal indukalt orbit 4j, sehol az irodalomban fel nem

lelhets eredmény.

2.5. Valés Hadamard matrixok paraméterezése

Ebben a fejezetben egy mas jellegli eredményiinket fogjuk ismertetni. A mar t6bbszor is
emlitett [56]-ben szerepls Ss, S12 és Si¢ matrixok paraméterezését a szerzd végezte el. Ezen
munkalatok kézben sikeriilt rajonni arra, hogy altaldban hogyan lehet paramétereket elhelyez-

ni egy akdrmilyen komplex Hadamard métrixba, a legfontosabb eredményiink pedig az, hogy
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tisztaztuk a TZ-katalogus szerzoinek, W. Tadej és K. Zyczkowski egy kérdését, mely szerint
minden valés Hadamard métrix paraméterezhets. Mellékeredményként megmutatjuk, hogy
a = ekvivalencia erejéig egyértelmd valés Hio matrix sem szerepelt a TZ-katalégusban, és
megadjuk neki egy 7 paraméteres orbitjat. Mindezek el6tt azonban nézziik meg kozelebbrsl

a 4p rendd valés Hadamard méatrixokat.

2.5.1. Egy masik alkalmazas a Matolcsi—-Réffy kritériumra:
Hy, nem Dita-szerd

Legel6szoris egy onmagéban is érdekes, a valés Hadamard maéatrixok altaldnos struktarajara
jellemzd tételt prezentalunk, amely arrdl szél, hogy a Ditd-konstrukcio segitségével dltaldban
véve nem &llithaté el6 minden valés Hadamard maétrix. Specidlisan, ha p prim, akkor a 4p
rendd val6s Hadamard métrix nem Ditd-szerd. Miel6tt igazolnank a fenti allitast, sziikségiink

van egy kozismert lemmara.

2.5.1. Lemma. Legyen p > 3 tetszdleges pdratlan szam. Tegyiik fel, hogy egy valds, {—1,1}
elemd, 4p rendd mdtriznak az elsé 4 sora a kovetkezd alaki: (minden valds Hadamard mdtriz

ekvivalens egy olyannal, amelynek az elsé 3 sora ugyanolyan, mint az aldbbi mdtriznak):

(2.51)

ahol 1P a p db 1-est tartalmazd sorvektort jelenti. Ekkor ezen sorvektorok mem egészithetdek

ki egy olyan tovdbbi, {—1,1}-b6l dllé sorvektorral, amely mind a 4-re merdleges volna.

A lemma a 2.4.8 tételhez hasonlé eszkozokkel lathaté be, ezért bizonyitdsat mellGzziik.

Most pedig ratériink a korabbiakban méar felvezetett strukturatételnek az igazolaséra:

2.5.2. Tétel (x). Ha p egy pdratlan prim, akkor semelyik 4p rendd Hyi, valds Hadamard

mdtriz nem Ditd-szerd.

Bizonyitds. Az [56]-ban szerepls eredményeket (vagyis lényegében a 2.4.10 lemmat) fogjuk
felhasznalni. Megjegyezziik azonban, hogy lévén Hy, valés Hadamard matrix, természetes
modon tudjuk log Hy,-vel azonositani. Technikai okokbo6l mi most a log (Hap) métrix helyett
magara Hy,-re fogjuk alkalmazni a 2.4.10 lemma értelemszertd médositasat.

Tegyiik fel indirekt, hogy Ha, mégis Ditd-szerd. Ebben az esetben (lasd megint [56]-ot) n
lehetséges értékei 2,4, p valamint 2p (és igy k rendre 2p, p, 4 valamint 2). Feltehetd hogy Hy,
normalizalt, és jelolje (2.51) sorait rendre s,t,u és v. Az n és k értékeitsl fiiggSen tehat 4
kiilonbozé esetet kell vizsgalnunk:

ELSO ESET: Tegyiik fel hogy n = 2p,k = 2. Ekkor ha H,, Dita-szert lenne, akkor

lenne két diszjunkt 2p elemd I és I indexhalmaz tgy, hogy Hy,-ben 2p sorpar ekvivalens
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I;-re és Is-re. Most tekintsiik s-t, és tegyiik fel hogy van egy I1-re és I>-re vonatkoz6 parja.
A sorok és oszlopok permutéaldsat kovetSen feltehets, hogy Hyy elsé 3 sora rendre s,t és u,
azaz s parja t, és Iy = {1,2,...,2p} valamint Iy = {2p + 1,2p + 2,...,4p}. Most tekintsiik
u-t. Ha lenne neki is egy péarja, akkor az els6 2p elemiik meg kellene hogy egyezzen. Ekkor
viszont mivel Hy, Hadamard métrix, a tovibbi 2p eleme u-nak és a parjanak sziikségképpen
kiilonbozik. Azt kaptuk tehat, hogy u pérja v, de ez ellentmondas, hiszen a 2.5.1 lemma
miatt nincs ilyen sor Hy,-ben.

MASODIK ESET: Tegyiik fel most, hogy n = p,k = 4. Ebben az esetben van 4
olyan p-elemt Iy, I, I3 valamint I indexhalmaz, hogy Hy,-ben p darab diszjunkt sorvektor
4-es taladlhato tugy, hogy barmely két sor egy rogzitett sor 4-esen beliil ekvivalens ezekre az
indexhalmazokra nézve. Feltehets, hogy I = {1,2,...,p}, Io = {p+ L,p+2,...,2p}, I3 =
{2p+1,2p+2,....3p} és I = {3p+1,3p+2,...,4p}. Most vegyiik észre, hogy mivel s-ben
csak 1-esek vannak, barmely sor, amely ekvivalens vele az I, Io, I3 valemint I, halmazokra
nézve sziikségképpen t,u vagy v lesz. Ebben az esetben viszont mindharom megnevezett

sorra sziikségiink van ahhoz, hogy egy sor 4-est hozzunk létre, de ez ismét ellentmond a 2.5.1

lemmaénak.
HARMADIK ESET: Most az n = 4,k = p esetet vizsgaljuk. Ebben az esetben van-
nak olyan Iy, Is,..., I, 4 elemi indexhalmazok, hogy Hy,-ben van 4 diszkjunt sorvektor p-s

agy, hogy barmely két sor egy rogzitett p-esben ekvivalens ezekre az indexhalmazokra néz-
ve. Az el6z6ekhez hasonlé modon kereslink egy part s-hez. Most vegyiik észre, hogy mivel
minden s-t6l kiilonb6z6 sor 2p darab 1-est és 2p db —1-est tartalmaz, lehetetlen az elemeiket
paratlan darab diszjunkt halmazza bontani tgy, hogy a halmazok pontosan ugyanazokat az
elemeket tartalmazzak. Igy nincs olyan sorvektor Hjp-ben, amely s-sel ekvivalens lenne ezen
indexhalmazokra nézve.

NEGYEDIK ESET: Végiil tegyiik fel, hogy n = 2,k = 2p. Ismét feltehets (Hy,
oszlopainak a permutacioit kovetéen), hogy I; = {1,2} valamint I = {3,4} teljesiil. Mivel
Hy, valos Hadamard matrix az is feltehets tovabba, hogy (néhany sor permutélasat kovetGen)
Hyy, €ls6 harom oszlopa pontosan ugyanaz, mint (2.51) els6 harom soranak a transzponaltja.
Most vegyiik észre, hogy az els6 2p sor és a masodik 2p sor alkotja sziikségképpen a 2 db
sorvektor 2p-eseket. Ekkor viszont ahhoz, hogy az Is-re valé ekvivalenciat is megdrizziik,
konnyen latszik hogy Hy, negyedik oszlopa éppen (2.51) negyedik sordnak a transzponaltja
kell, hogy legyen. Ez ismét ellentmondés. O

Ebbél azonnal adodik, hogy

2.5.3. Kovetkezmény (x). Hiy nem Dita-szerid.

2.5.2. Paraméterezés altaladban:
W. Tadej és K. Zyczkowski kérdésének a megvalaszolasa

Mar korabban is emlitettiik, hogy a komplex Hadamard métrixok paraméterezése egyéltalan

nemtrivialis feladat. MindGssze 3 altalanos modszer ismert paraméterek bevezetésére. Fgy-
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részt van a Dit#-konstrukcié, ami egy direkt mddszer arra, hogy hogyan készitslink Osszetett
dimenziéban paraméteres méatrixcsalddokat, azonban ez semmit nem mond arrél, hogy egy
altalanos méatrixba hova helyezziink el paramétereket. Egy masik lehetéség M. Petrescu konst-
rukcidja, akinek bizonyos prim dimenzidkban is sikeriilt paraméteres csaladokat konstrualnia
[64] (és ezzel cafolni Popa azon sejtését, miszerint primdimenziokban csak izolalt komplex
Hadamard méatrixok vannak [67]). Végiil van egy harmadik, ezektdl eltérs, kombinatorikai
eljaras, az un. ,linear variaton of phases method”, amelyek segitségével affin csaladokat le-
het bevezetni [82]. Az algoritmus héatranya, hogy rendkiviil szamolasigényes, és gy tinik,
hogy csupéan kis dimenzidkban, és csak specialis strukturaja (Fourier) matrixokra mikodik
hatékonyan. A kovetkezGkben egy teljesen természetes paraméterezési lehet&séget mutatunk,
tulajdonképpen az aldbbi lemma segitségével sikeriilt az [56]-ban szerepld 5(4),S$) illetve

S%l) métrixokat felparaméterezni.

2.5.4. Lemma (x). Legyen H egy tetszéleges, normalizdlt N-ed rendid komplez Hadamard
mdtriz, és tegyik fel, hogy H-ban van két olyan oszlop, mondjuk u és v, hogy u; +v; = 0 vagy

u; = v; teljesil minden i = 1,2,..., N-re. Ekkor H affin paraméteres csalddot indukdl.

Bizonyitds. Legyen H a fenti lemma feltételeit kielégité matrix, és minden olyan (u;,v;) ko-
ordinatakat, amelyekre u; + v; = 0 teljesiil szorozzunk meg e't-vel (méssz6val az (u;,v;) koor-

t vielt)-re. Ekkor az igy kapott 0j matrix Hadamard lesz, hiszen

dinatapart cseréljiik ki (u;e!
minden eleme tovabbra is egységnyi abszolit értékd, tovibba konnyen latszik, hogy barmely
két soranak véve a skaléris szorzatat a ¢ paraméter kiesik a szorzatokbol, és ha H Hadamard

volt akkor a modositott méatrix is Hadamard marad. |

A kovetkezSkben azt mutatjuk meg, hogy a trividlis (N = 1,2) esetektdl eltekintve nincs
izolalt valos Hadamard matrix. Régéta ismert tény, hogy Hy egy egyparaméteres csalddot
indukal, mig Hgs-ra két lényegesen kiilonb6z6 orbitot sikeriilt nemrégiben konstrualni [82],

[56]. Az ennél nagyobb dimenzidji matrixok esetét a kovetkezd tétel tisztazza:

2.5.5. Tétel (x). Legyen Hy valamely N > 12-re egy valds Hadamard mdtriz. Ekkor H n-bél

legaldbb egy % + 1 fiiggetlen paramétert tartalmazo csaldd indul ki.

Bizonyitds. Legyen N > 12, éslegyen H egy normalizalt, N dimenzios valéos Hadmard matrix.
Vil4dgos, hogy H barmely két oszlopat is tekintjiik, pontosan % olyan sor lesz, amelyben az
oszlopokban 1évE elemek eltérnek, és ugyanugy % olyan sor, ahol megegyeznek. A 2.54
lemma feltételei tehat teljesiilnek. A kovektez6kben ennek a lemmaéanak a bizonyitasaban
latott konstrukciot fogjuk egy kicsit altalanosabban alkalmazni.

Feltehetjiik, hogy H a kovetkezd ,kanonikus” alakra van permutélva: Ho 1 = Hyo = ... =

Hynjp = 1 ésigy Hynjay1 = Honjogo = ... = Hon = —1, tovabba H33 = Hzy =1
és H3o = H3n_1 = H3ny = —1. Tekintsiik most a kovetkezd, indexpéarokbol all6 halmazt:
T={(2i—1,2i),i =1,2,..., %} Minden T-beli elem megfelel H egy oszloppérjanak. A pa-
raméterezési eljaras legyen a kovetkezs: minden ¢ = 1,2,..., % esetén vegyiik 7' i-dik elemét,

majd tekintsiik a megfelel§ oszlopok sorait. Ha egy adott sorban az elemek kiilénbo6zsek, akkor
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szorozzuk meg ket el®i-vel (hangsulyozzuk, hogy pontosan % ilyen sor van). Ez az eljaras a
2.5.4 lemmahoz hasonléan egy % paraméteres, H-bdl kiindulé csaladot indukal. Vegyiik észre
azonban hogy az igy kapott matrix nem normalizalt, ezért normalizalnunk kell azt: szorozzuk
be néhany sorat e *1-vel. Lévén Hj3 3 = H3 4 azt latjuk, hogy a normalizélast kévetSen ezek
az elemek csak z;-t6l fliiggenek, vagyis x1, 22, ..., 7N/, fliggetlenek maradnak a normalizélas
utén is. Kényelmi szempontokbdl helyettesithetjiik x1-et —x1-gyel. Most tekintsiik H elsd
két sordt, és vegyiil észre hogy ezek még mind fiiggetlenek az x; paraméterektsl. Szorozzuk
be most ezen két sor utolsd % elemét e ¥N/2+1 vyel. Vilagos, hogy az igy kapott méatrix is
még mindig Hadamard, azonban hasonléan az elézéekhez nincs normalizalva. Vegyiik észre
azonban, hogy normalizélast kovetSen a H3 ny_1 = H3 n feltétel miatt ezek az elemek csakis
21-t6l és x /o1 1-t0l figgenek. Mivel a legutols6 parameéter bevezetése nem valtoztatta meg

sem H3 3-at sem H3 4-et ezért az allitast belattuk. [l

A fenti tétel tehat megvalaszolja W. Tadej és K. Zyczkowski kérdését. Most adunk egy
példat.

2.5.6. Példa.

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 1 -1 -1
1 -1 1 -1 1 -1 -1 1 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1 -1 1 -1 1 1 -1 -1 1
Hiy — 1 1 1 -1 -1 -1 1 -1 1 -1 -1 1 (2.52)
1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 1
1 1 -1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 -1
1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1 -1 1 1 1
1 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 1 -1
1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 1 1 -1 -1
I 1 -1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 -1 1 1 ]
Hg)(a, b,c,d,e, f,g) = His o EXP (i . RH{;) (a,b,c,d,e, f, g)) (2.53)
ahol
RH§;> (a,b,c,d,e, f,g) = (2.54)
[ ] ° ] ° ] ] ° (] ] ] L[] [ ] 1
o o . . . . . . . . .
o o a a a a a+g a+g at+e+g ate+g a+g a+g

e o a+b a+b a+c¢c a+c a+d+g a+d+g a+e+g at+e+g a+f+g a+f+g
e o a+b a+b a+c¢c a+c a+d+g a+d+g a+e+g at+e+g a+f+g a+f+g

o o b b . . d+g d+g e+g e+g f+g f+g
o o . ° c c d+g d+g e+g e+g f+g f+g
e o b b J J g g g g f+yg f+yg
e o a+b a+b a+c a+c a+g a+g at+e+g a+e+g a+g a+g
e o o o c c g g g g f+yg f+yg
o o a a a a a+d+g a+d+g a+g a+g a+g a+g
|l ¢ ¢ a+b a+b a+c a+c a+d+g a+d+g a+g a+g a+g a+g

(2.55)
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2.5.3. A TZ-katalogus kiegészitése Hi,o-vel

Ismét csak az volt hatra, hogy a 16 dimenzionél kisebb esetekrél eldontsiik, vajon
szerepelnek-e a TZ-katalogusban, vagy sem. A 8 dimenziés métrixszal nem foglalkoz-
tunk, arr6l ugyanis nem mond semmit a 2.5.5 tétel. A kovetkezs szoba johets rend,
a 12, rendkiviil igéretesnek mutatkozott. Nem lehetett azonban itt ugyanigy érvelni,
mint a Dy matrixok esetében, ugyanis 12 dimenziéban nem csupan Dita-szeri matri-
xok voltak felsorolva a TZ-katal6gusban. Heurisztikusan azonban itt is azt gondoltuk,
hogy 12-ik gyokoket tartalmazo matrixot nem fog tudni az ember atforgatni, atper-
mutalni valosba. A megoldast Matolcsi Maté szolgaltatta, aki ramutatott arra, hogy
a Haagerup-feltétel (lasd a 2.2.11 lemmat) alkalmas arra, hogy belassuk: Hjy nem

szerepel a TZ-katal6gusban.

2.5.7. Lemma (Matolcsi'). Hio inekvivalens a [82]-ben illetve az [56]-ban felsorolt

mdtrizok mindeqyikétdl.

Bizonyitds. A Haagerup kritériumot fogjuk alkalmazni. Vilagos, hogy a Hy-h6z tarto-
z0 invarians halmaz csupan a +1 szamokat tartalmazza, vagyis Ay, = {—1,1}. Most
vegyiik sorra elGszor a TZ-katalogusban szerepld kiilonféle orbitjait az Fjo métrixnak,
és vegyiik észre, hogy paramétervalasztastol fiiggetleniil e*™/8 € Ap,,. Tekintsiik most
az [56]-bol szarmaz6 Sj, matrixot, és vegyiik észre, hogy — megint, paraméterezéstdl
fiiggetleniil — e2™/3 € Ag,,. Mivel a matrixok A-invaridns halmazai kiilonboznek, ezért

a 2.2.11 lemma értelmében nem lehetnek ekvivalensek. O

2.5.8. Kovetkezmény (x). His(a,b,c,d, e, [, g) lokdlisan inekvivalens a TZ-katalogus-

ban szerepld mdtrizok mindegyikével.

13. Megjegyzés. A fenti konstrukci6 természetesen 16 dimenzioban is miikodik, am itt
mar 5, egyméssal inekvivalens val6s Hadamard matrix van, amiket nem tudunk &sse-

hasonlitani a TZ-katalégusban szereplé F'g métrixbol indulé paraméteres csaladokkal.

Sikeriilt tehat ismét egy 1j, paraméteres Hadamard matrix csaladot kosntrudlnunk.
Maga Hi, természetesen egy jol ismert matrix volt, az orbitja azonban 1j eredmény.

A fejezetet a komplex Hadamard matrixok egy nem vért alkalmazéisaval zarjuk.

2.6. Egy meglep6 alkalmazas Hadamard matrixokra

A BME Analizis Tanszékének munkatéarsai évek ota behatbéan vizsgalnak kiilonféle
kvantumfizikai rendszereket. Ezen vizsgalatok kozben meriilt fel egy érdekes problé-

ma, amelynek megoldasaban (t6bbekkel egyiitt) jelen diplomamunka szerzGje is részt

' Magénbeszélgetés
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vett. Mivel ez a témakdr nem kapcsolodik szervesen a dolgozathoz, ezért csak roviden
vazolnank magat a problémat, illetve a ra adott megoldast.

Egy két qubitbdél all6 kvantumrendszer leiradsa 4 x 4-es matrixok segitségével tor-
ténik. Ha a rendszert olyan Gsszetett rendszerként fogjuk fel, ami két feles spinbdl
all, akkor ez matematikailag azt jelenti, hogy a 4 x 4-es méatrixok M,(C) algebréjat
azonositjuk az My(C) @ My(C) algebraval. Petz Dénes azt a kérdést vetette fel, hogy
legkevesebb hany olyan Aj, részalgebrat kell venni M,(C)-bél, melyek egyrészt izomor-
fak M5 (C)-vel, masrészt a valos linearis kombinaciojuk kifesziti az egész M, (C) teret.
Mivel M,(C) nyomnélkiili altere a valosak felett 15 dimenzios, minden Ay pedig 3 di-
menzids, ezért vilagos, hogy legaldbb 5 ilyen részalgebrat kell mutatni. Ismert, hogy
M, (C)-t kifeszitik a oy, k = 0, ..., 3 Pauli-méatrixok, és konnyen adodik, hogy annak a
feltétele, hogy valamely Aj, részalgebra algebrailag izomorf legyen M, (C)-vel az alab-
bi két feltétellel ekvivalens: Létezik egy olyan (Si, Ss, S3) operatorharmas, amelyre i)
Sk, k = 1,2,3 6nadjungélt unitér, és ii) S3 = —151.52, S1.52 + 5251 = 0 teljesiil. Ekkor
az I,S51,5,, 55 operatorok természetes modon azonosithatéak a Pauli matrixokkal, és
igy egy My (C)-vel izomorf részalgebrat generalnak.

Ezzel a probléméaval korabban Szént6 Andrés is foglalkozott, aki a Pauli-matrixok

segitségével sikeresen konstrualt 6 ilyen algebrat [79]. Az 6 megoldéasa az alabbi volt:

2.6.1. Példa.
{01 ® 01,01 ® 09,00 ® 03},
{02 ® 09,00 ® 03,00 ® 01},
{3 ® 03,03 ® 01,00 ® 02}, (2.56)
{02 ® 09,03 ® 02,01 @ 0p},
{03 ® 03,01 ® 03,09 @ 0¢},
{o1® 01,00 ® 01,03 ® 00}
Az I identitas operatorral egyiitt a fenti hArmasok egy-egy A;,1 < j < 6 részalgebrat
generalnak, és a 6 részalgebra egyiitt az egész My (C) @ My(C) teret kifesziti.

A fenti konstrukcié elegans, mert jol ismert matrixok segitségével konstrualja meg
ezeket az algebrakat, és konnyd elendrizni, hogy ez a hat részalgebra elégséges az
M, (C)® M, (C) tér kifeszitéséhez. A konstrukci6 ,hatranya” azonban az, hogy nagyfoku
redundanciaval is bir, hiszen a 0;®0;,7 = 1, 2, 3 elemeket két-két algebra is tartalmazza.
De vajon meg lehet szabadulni az itt fellépé redundanciatol?

A kérdésre a valasz igenld, ugyanis a fenti konstrukciot sikeriilt a szerzének megja-
vitania, és a minimalis 5 részalgebrat prezentélnia. Meglep6 médon egy olyan algebra
keriilt el8, és jatszott kozponti szerepet a megoldasban, amelynek az elemei (konstans
szorz6tol eltekintve) komplex Hadamard matrixok. Az alapgondolat az volt, hogy a

Pauli-méatrixok segitségével probaljuk meg a lehets legh6vebb, &m redundéans elemek
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fellépése nélkiili részalgebrakat megkonstruélni, a maradék, My (C) ® My (C) kifeszité-
séhez hidnyzoakat pedig valamilyen nagyfokd szimmetriamegkotések mellett keresni.

Igy talaltunk ra az alabbi négy, illetve az azt kiegészits 6todik részalgebrara:

2.6.2. Példa. Az alabbi négy, Pauli matrixokbol 4116 halmaz az I identitdsoperatorral

egyiitt egy-egy Ay, My(C)-vel izomorf részalgebrat alkot.

{0'0@0'1,-0’1@0'3,0'1@0’2} (257)
{o3®@ 01, 01 ® 01, 02 ® 00} (2.58)
{01 ® 00, 09 ® 02, 03 ® 02} (2.59)
{00 ® 09, 092 ® 03, 09 ® 01} (2.60)

Fontos észrevenni, hogy az itt felsorolt méatrixok paronként ortogonalisak, tovabbé
mindegyikiiknek azonosan 0 a f6diagonalisa. Pauli matrixokbél nem varhatunk kiegé-
szit6 részalgebrat, hiszen az itt felsorolt négy részalgebrédnak az ortokomplementuma
mar kommutativ, de ha talalunk egy tovabbi olyan algebrat, amelyben szereplé méat-
rixok diagonélisa linearisan fiiggetlen, akkor ez a mar felsorolt négy algebraval egyiitt
kifesziti az egész My(C) @ My(C) teret. A kérdés mar csak az, hogyan konstrualjunk
Lbermészetes” modon unitér matrixokat? Megdobbentd modon a probléméra van ,szép”,

mégpedig (atskalazott) komplex Hadamard métrixokbol all6 megoldas:

11 1 1 1 i i -1 1i1 i
11 1 -1 -1 1] - -1 -1 i 1401 i1
201 =1 -1 1| 2] 4 11 —io2] 1S i

1 -1 1 -1 | i1 i -1

(2.61)

A tovabbi részleteket, illetve a kvantum-informéaciéelméleti hatteret illetGen lasd
[79], [66] és [65].






3. fejezet

Uj konstrukciok komplex Hadamard

matrixokra

3.1. Bevezetés

1983-ban Popa az M, (C) méatixalgebra ortogonalis rész x-algebrai vizsgalata kovetkez-
tében mutatott ra arra, hogy egy ortogonélis részalgebra-par létezése 1ényegében egy
komplex Hadamard matrix megadéasaval jellemezhets. Popa azt sejtette, hogy ha n
prim, akkor az egyetlen ilyen komplex Hadamard matrix (természetesen ekvivalencia
erejéig) csak a Fourier matrix lehet. Ezt azonban révidesen cafolta Bjorck [8] majd téle
fiiggetleniil Pierre de la Harpe és a Fields-medalos Vaughan F. R. Jones, akik [23]-ban
n > 13-t6l kezdve minden n =1 mod 4 primre mutattak egy ett6l inekvivalens mat-
rixot. Konstrukci6jukban jol ismert diszkrét matematikai objektumokat, az in. Paley
grafokat hasznaltadk. Ezt a konstrukciét némileg modositotta néhény évvel kés6bb Mu-
nemasa és Watatani, akik n = 3 mod 4 prim esetén asszociiciés sémak segitségével

gyartottak a Fouriertdl inekvivalens komplex Hadamard matrixokat [58].

Mi ebben a fejezetben valos Hadamard méatrixok segitségével egy teljesen elemi bi-
zonyitast adunk Munemasa és Watatani eredményeire, amelybdl nem feltétlen prim
n-ekre is j komplex Hadamard métrixok adédnak. Az els§ ilyen, eddig ismeretlen
példa n = 15 dimenziéban konstrualhaté. A legfontosabb, fejezetbeli eredményiink
az, hogy ha feltessziik még azt is, hogy a szobanforgd valés Hadamard méatrix még
szimmetrikus is, akkor egy tovabbi, mind az el6z6t6l, mind pedig a Fourier métrixtol is
inekvivalens komplex Hadamard matrixot lehet gyartani. Végezetiil Gjra elGvessziik a
konferencia matrixokat, és ezek segitségével de la Harpe és Jones eredményét fedezziik
fel ismét, de egy olyan altalanosabb formé&ban, amely a nem feltétlen prim dimenzi-
okban is miikodik, feltéve hogy egy valds, szimmetrikus konferencia matrix létezése

garantalva van.
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A konstrukcidink legfontosabb gondolata az, hogy egy blokkrendszer olyan gazdag
szimmetridkkal rendelkezik, hogy két sor ortogonalitésa tulajdonképpen fiiggetlen azok
valasztasatol. Ha egy ,kicsit” modositjuk a blokkrendszeriinket, akkor még kezelhetd
mennyiségii ortogonalitasi feltételt kapunk, amelyeket jo eséllyel ki lehet majd elégiteni.
A fejezetben prezentélt harom konstrukcié olyannyira erésnek bizonyult, hogy a legtobb

ma ismert kis dimenziés (n < 16) komplex Hadamard méatrix szarmaztathat6 beldle.

3.2. Komplex Hadamard matrixok és blokkrendszerek

Ebben a fejezetben visszatériink az 1.3.3 szekcidéban ismertetett blokkrendszerek vizsga-
latara. Adunk egy elégséges feltételt arra, hogy egy valés 2 — (v, k, A) blokkrendszerbdl
mikor lehet egy v x v-es komplex Hadamard matrixot nyerni. Az alapgondolat az, hogy
mig a valos esetben a (4m — 1,2m — 1,m — 1) blokkrendszert még kiegészitettik egy
tovabbi sorral és oszloppal, addig a komplex esetben ez nem feltétleniil sziikséges, 1étez-
nek ugyanis 4m — 1 dimenziés komplex Hadamard matrixok. A szakaszban feltessziik,

hogy A < k < v, hogy kizarjuk az elfajuld eseteket.

3.2.1. Definicié (x). Azt mondjuk, hogy egy v x v-es komplex Hadamard méatrix egy
négyzetes 2 — (v, k, A) blokkrendszerbdl szarmazik, ha ki lehet cserélni a blokkrendszer-
ben lévé 0-k mindegyikét egy egységnyi abszolut értéki x komplex szamra gy, hogy

egy komplex Hadamard méatrixhoz jussunk.
Némi elGkésziilet kovetkezik.

3.2.2. Lemma. Legyen H egy v X v-es requldris komplex Hadamard mdtriz. Ekkor H

valamely sor- illetve oszlopdban lévd elemek dsszege abszolit értékben \/v.

Bizonyitds. Jeloljik o-val H valamely soraban 1év6 elemek 6sszegét. Ekkor H regulari-
tasa miatt HJ = oJ. Ezt megszorozva balrél H*-gal H*HJ = o H*J adddik, ahonnan
kapjuk, hogy vJ = |o|>J. Specidlisan: |o| = \/v. O

3.2.3. Tétel (x). Akkor és csak akkor létezik 2 — (v, k,\) blokkrendszerbdl szdrmazo
komplex Hadamard mdtriz, ha teljesil a

VIVU VWY

- 2 (3.1)

egyenlitlenséy.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy van egy 2 — (v, k, \) négyzetes blokkrendszeriink, és te-
kintsiik neki az A illeszkedési matrixat. A blokkrendszer definici6ja alapjan nézhet-
jiik, hogy valamely két sort tekintve hényszor fordul el§, hogy oszloponként két +1,
vagy egy +1 és egy 0, végiil két azonos 0 elem szerepel. Nyilvan két +1 pontosan
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A koordinatan, egy +1 és egy 0 (a sorrend miatt) 2(k — \) koordinatan, végiil két
0v—2(k—AX) —X=uv+ X— 2k koordinatan talalkozik. Most cseréljiik le a 0-kat
egy ismeretlen x komplex szamra, és valasszuk meg x értékét tigy, hogy teljesiiljon az

ortogonalitis. Specidlisan

A+2(k = NR[z]+v+ =2k =0, (3.2)
adodik, ahonnan rendezés, majd k — A # 0-val val6 osztés, és a A\ = % értékadas
utéan kapjuk, hogy

2k% — 20k +v? — v v(v—1)
= =1——". )
Rz 2%k — v) 2%(v — k) (3:3)

Vilagos, hogy innen x valds része nem lehet nagyobb, mint +1, kell még, hogy ne legyen
kisebb, mint —1, vagyis

v(v—1)
© 2k(v— k) 2 -1 (34

ahonnan mar a kivant (3.1) egyenl6tlenség adodik. A megforditas nyilvanvalo, ekkor

ugyanis R[z] < —1 volna, ami ellentmond a Hadamard-tulajdonsagnak. O
A fenti tétel bizonyos értelemben vett megforditasa kovetkezik.

3.2.4. Tétel (). Ha létezik egy olyan H vxv-s komplex Hadamard mdtriz, amely requ-
laris, és pontosan két kiilonbézd komplex szdm szerepel benne, akkor ebbdl eqy négyzetes

2 — (v, k, ) blokkrendszer szdrmaztathatd.

Bizonyitds. Ha H valos, akkor készen vagyunk, a szarmaztatott renszer a jol ismert
Menon-rendszer. Ha H komplex Hadamard matrix, akkor feltehets, hogy benne kizaro-
lag +1 és valamilyen, egységnyi abszolut értéki x szdm szerepel. Célunk megmutatni,
hogy ha z-et nullaval helyettesitjiik, akkor egy 2 — (v, k, \) blokkrendszert kapunk. El-
s6ként megmutatjuk, hogy a regularitdsbol az adodik, hogy a méatrixban minden sorban
és minden oszlopban ugyanannyi +1 szerepel. Tegyiik fel indirekt, hogy ez mégsem
igaz, vagyis van egy olyan sor, amiben s db +1 és (v — s) db = szerepel, tovidbba van
egy tole kiilonb6z6, amelyben ¢ db +1 és (v — t) db x szerepel. Felhasznalva, hogy a

méatrix regularis, kapjuk, hogy
v=35"+(v—5)*+2v — s)R[7] (3.5)

v="=1"4 (v—1t)* +2(v —t)R[x] (3.6)

adodnak. A két egyenletet kivonva egymasbol kapjuk, hogy

2(s —t)(s+t)—2v(s—t) —2R[z](s —t) =0 (3.7)
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Innen végigosztva 2(s — t) # 0-val kapjuk, hogy
Rz]=s+t—v (3.8)

Speciélisan, R[] egész szam. Igy R[x] = 0, vagyis (konjugalas erejéig) v = i adédik. Ez
viszont megint nem lehet, ugyanis konnyen latszik, hogy két olyan sorvektor, amelyben
kizarolag +1 és 1 szerepel nem tartalmazhat azonos koordin&tan 1é6vé +1-et illetve i-
t. Ebbdl kifolyolag az egyik vektor minden olyan koordinatan, ahol +1 van a mésik
vektorban i-nek kell lennie, és forditva. Mivel ilyen tulajdonsagu ortogonélis sorokbol
is Osszesen csak legfeljebb 2 lehet, kapjuk, hogy csupan 2 x 2-es Hadamard métrix lehet
az, amelyben R[x] = i. Ilyenkor viszont s = ¢t adodik, ami ellentmondas. Kaptuk, hogy
a regularitds maga utan vonja azt, hogy H-ban minden sorban és minden oszlopban
pontosan ugyannanyiszor fordul el6 +1, a H-hoz hozzarendelt A illeszkedési matrix
tehat a szokésos értelemben regularis, legyen a regularitas szama k.

A szokasos modon tekintsiik H két sorat, és allapitsuk meg, hogy abban pontosan A
koordinatéaban taladlkoznak +1-ek, 2(k — \) koordinataban az 1,z végiil v —2(k—\) — A
koordinatan talalkozik az x, x par. Megmutatjuk, hogy ez a \ szam fiiggetlen a sorok

valasztasatol. Az ortogonalitas miatt
A+2(k=MNR[z]+v—-2(k—X)—A=0 (3.9)

teljesiil, ahonnan a R[z] # 1 természetes feltétel miatt

Ezzel a bizonyitast befejeztiik. O

14. Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy az el6bbi bizonyitasbdl az is kijon, hogy

v —2k* — v? + 2kv v(v—1)
_ A 11
Rz 2%(v — k) 2%(v — k) (3:11)
valamint, hogy tulajdonképpen nem meglepé modon
k(k —1)
= 7 12
A p— (3.12)

Ehhez semmi méast nem kell tenni, mint (3.5)-ben s = k helyettesitést kovetGen kifejezni
R[z]-et, majd azt (3.10)-be behelyettesiteni.

Most a 3.2.3 tételt hasznalva bebizonyitjuk a szakasz egyik {6 eredményét.

3.2.5. Tétel (x). Ha van 4m-ed rendd valds Hadamard mdtriz, akkor ebbdl konstrudl-

hato egy 4m — 1-ed rendd komplex Hadamard mdtriz.
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Bizonyitds. Legyen H egy valés Hadamard maétrix, és tekintsiik a bel6le szarmaztat-
hato (4m — 1,2m — 1,m — 1) blokkrendszert. Ekkor azt kell igazolni, hogy a (3.1)

egyenlGtlenség fennél, azaz

dm —1—+4dm —1 dm —14++/4dm —1

m Mol g VEm (3.13)
2 2
fennall, ami viszont trivialis. Speciélisan, (3.11)-bél azt kapjuk, hogy
(4m —1) (4m — 2) 4m —1 1
g - —1+-—. (314
Rzl 2(2m —1)(4m —1—2m + 1) om T om (3:14)
és igy
1 d4m — 1

=14+ —+i— 3.15
o * 2m ! 2m ( )
U

3.2.6. Definicid. A 3.2.5 tételbsl szarmazo n = 4m — 1-ed rendd komplex Hadamard

métrixokat U,-nel jeldljiik.

Fentebb igazoltuk tehat, hogy végtelen sok olyan struktira van, amelyekb&l komp-
lex Hadamard matrix konstrualhat6. Felmeriil azonban a kérdés, hogy van-e més, nem
a Hadamard-rendszerbdl szarmazo6 blokkrendszer, amely teljesiti a 3.2.3 tétel feltéte-
leit? Mésszoval: ismeriink-e tovdbbi olyan struktirat, amelyben & ~ 77 A kérdésre
nem konnyti felelni. A sztenderd referencianak szamité6 Handbook of Combinatorial De-
signs konyv 21 szimmetrikus struktira csaladot sorol fel, ezen kiviil tovabbi 50 egyedi
konstrukciot, amelyekbél egy-egy konkrét struktira kaphaté [16]. Attanulmanyozva

v

ezeknek a struktiraknak a listajat azt lathatjuk, hogy az esetek zomében k ~ 7, az

egyediili eset a Hadamard-rendszer mellett a Menon-rendszer, amely természetesen a
valés Hadamard matrixokat adné vissza. Ez a bizonytalansdg motivéalja a kdvetkezs

megvalaszolatlan kérdéspart:

3.2.7. Kérdés (x). Tudunk-e olyan, a Hadamard- és a Menon-rendszertdl kilonbo-
20 kombinatorikus struktiurdt mutatni, amelybdl a 3.2.1 definicio értelmében komplex

Hadamard mdiriz szdrmaztathaté? Lehet-e a 3.2.3 tétel dllitdsdt élesiteni?

3.2.8. Példa. A fenti 3.2.5 tétel segitségével szamos kis dimenziés komplex Hadamard
méatrix meglétére adhatunk elméleti magyarazatot. Specidlisan, n = 4-re F5, n = 8-
ra a Fano-sikbol C74, illetve a konjugéltja, C;p adédik, n = 12-re a Paley-matrixbdl
Ci1a és a konjugaltja, Ciip [82], végiill n = 16-ra, valés ekvivalencia osztalyonként
legalabb 1-1, azaz Osszesen legalabb 6t (!) 1j, eddig ismeretlen komplex Hadamard
métrixot konstrudlhatunk. Illusztracioként alljon itt az S, Sylvester-féle matrixbol
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kaphaté matrix:

[ 1 z z 1 1 2 2 1 1 2z = 1 1 x sc_
z 1 1 2 1 =z 1 z 1 =z 1 = 1 =z
z z 1 1 z 21 1 2z zz 1 1 o 2 1
11 1 2z 2 2 2 1 111 2 2 2 x
1l 2z 2z 2z 2 1 1 1 1 2z 2 2 2 1 1
z 1 2z 1 1 1 2z 1 2 =z 1 « 1
z z 1 z 1 1 =2z 1 2z 2 1 =z 1 1 =z

Us=|1 1111112 2 2 2 2 2 2z x|,c= f£+1ﬁ (3.16)
1l 2z 21 1 2 2z 2 2 1 1 2z o« 1 1
z 1 1 =2 1 z 2 1 =z 1 =z 1 2 1
z z 1 1 2z 21 1 1 z =z 1 1 =z
111 2 2 2 2 2 2 z 2 1 1 1 1
1l 2z 2 2z 21 1 2 2 1 1 1 1 2z =z
z 1 2z 1 2 1 1 = 1 1 2 1 =z
|z z 1 2z 1 1 2 2 1 1 2z 1 2 z 1

Sztenderd érvelés mutatja, hogy az U;s matrix nem szerepel a Tadej-Zyczkowski

katalégusban:

3.2.9. Lemma (x). Ujs inekvivalens mdtriz minden eddig ismert 15 x 15-6s komplex

Hadamard madtriztol.

Bizonyitds. Jelenleg egyetlen 15 x 15-0s komplex Hadamard matrixcsalad talalhato
a TZ-katalogusban, ez pedig Ff?. Konnyen latszik, hogy a nyolcparaméteres csalad
minden egyes matrixdnak a Haagerup-féle A halmazaban megtaldlhaté pl. a w = e’
komplex 5-ik egységgyok. Ez viszont vilagos, hogy nincs benne U;5 invarians halmaza-

ban, hiszen az nem més, mint Ay, = {1, 2,2 7,7} O
15. Megjegyzés. Nem tudni, hogy a U matrix ekvivalens-e a konjugaltjaval, a Haagerup
invarians halmazuk ugyanis azonos.

A fenti 3.2.5 tételbdl nagyon fontos, ciklikus komplex Hadamard métrixok ad6dnak.
3.2.10. Kovetkezmény. Teqyiik fel, hogy létezik eqy n = 4m rendd, ciklikus maggal

rendelkezd valos Hadamard mdtrixz. FEkkor van 4m — 1 dimenzids ciklikus komplex

Hadamard mdtriz is.

Mivel abban az esetben, ha n = 4m — 1 prim, akkor a Paley-konstrukcié szolgéltat

ilyen matrixot, kapjuk Munemasa és Watatani eredményét:

3.2.11. Kovetkezmény (Munemasa—Watatani, [58]). Ha n = 4m — 1 prim, akkor

létezik a Fourier mdtriztol inekvivalens n-edrendd ciklikus kompler Hadamard mdtriz.
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3.3. Egy szemtelen altalanositas

Ebben a fejezetben a 3.2.5 tételnek egy igen jelentGs altaldnositasa kovetkezik. Az
alapgondolat az volt, hogy ha bizonyos extra szimmetria tulajdonsigokat tesziink fel
egy Hadamard-rendszerre, akkor két kiilonb6z6 elem segitsége helyett hdrom kiilonbo6zé
elem felhasznalasaval komplex Hadamard métrixot tudunk gyartani. Az els6 gondolat
természetesen a szimmetrikus, konstans diagonalisti matrixok vizsgalata. Ezek az extra
feltételek azt biztositjak, hogy még igy is viszonylag kevés ortogonalitési feltételeliink
lesz. Sajnos azonban viszonylag ritkdk a szimmetrikus, konstans diagonalist valos
Hadamard matrixok. Eppen ezért gondolunk egy nagyot, és egyszertien eldobjuk azt a
feltételt, hogy a diagonalis konstans legyen, és csak a szimmetriat tartjuk meg, vallalva
a négy kiilonbo6zé elem fellépésével ad6do nehézségeket. Ezzel a konstrukciéval bévitjiik
az ujra felfedezett kis dimenziés komplex Hadamard matrixok listajat, tobbek kozott
Petrescu hires, 7 dimenziés méatrixa is megjelnik, ezen feliil tovabbi 6t 0j 15 dimenzios

matrixszal egészitjitk ki Zyczkowskiék listajat. A szakasz f6 eredménye a kovetkezo:

3.3.1. Tétel (x). Tegyiik fel, hogy létezik egy szimmetrikus, n = 4m > 8 dimenzids
valos Hadamard mdtriz. Ekkor ebbdl eqy olyan 4m — 1 dimenzids kompler Hadamard

mdtrix nyerhetd, amelynek négy kilonbézd eleme van, s amelyek mindegyike benne van

a Q[iv/4m — 5] testben.
A bizonyitas el6tt tisztaznunk kell két nagyon fontos dolgot:

3.3.2. Lemma. Akkor és csak akkor van wvalds, szimmetrikus Hadamard mdtriz, ha

normalizdlt s van.

Bizonyitds. Legyen H egy valos, szimmetrikus Hadamard matrix. Ha H els6 soranak
els6 eleme —1, akkor tekintsiik —H-t, amely az 1.3.3 lemma miatt szintén Hadamard,
tovabba szintén szimmetrikus matrix. Ezt kovetSen tekintsiik H vagy —H koziil azt,
amelyikben az els§ sor els6 eleme mar +1, és azon sorait és oszlopait, amelyek els6
eleme —1, szorozzuk be —1-gyel. Igy egy normalizalt Hadamard matrixot nyeriink. Az

allitas megforditasa vilagos. O

3.3.3. Sejtés (Lin-Wallis, [16]). Ha létezik n-edrendd valds Hadamard mdtriz, akkor

olyan is van, amely ekvivalens eqy szimmetrikus Hadamard mdtrizszal.

16. Megjegyzés. A fenti 3.3.3 sejtést n = 88-ig igazoltak, a legkisebb eldontetlen dimen-
716 tehat a 92 [16].

A 8.3.1 tétel bizonyitdsa. A bizonyitas egy hosszi szamolds. Tegyiik fel tehat, hogy
van egy n = 4m dimenziés, valés szimmetrikus Hadamard méatrixunk. A métrix nor-

malizalasat kovetGen a 3.3.2 lemma miatt még mindig szimmetrikus matrixot kapunk.
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Hagyjuk most el a matrix els sorat és oszlopat, majd végezziik el a kovetkez6 helyet-
tesitést: A féatloban a —1-eket cseréljiik le x-re, a méatrix f6atlon kiviili +1-eit y-nal,
még a —1-eit z-re cseréljiik le, a f6atloban a +1-eket pedig ne valtoztassuk meg. Ezen
transzforméciot kovetSen egy {1,x,y, 2z} matrixot kapunk. A kiévetkezGkben feltér-
képezziik, hogy milyen ortogonalitasi feltételeknek kell teljesiilniiik annak érdekében,
hogy egy komplex Hadamard mértixot kapjunk.

Miel6tt hozzakezdenénk az esetszétvalasztashoz, elére bocsdjtanank a kovetkezét.
Ha tekintjiik H barmely két sorat, akkor a sorok és oszlopok permutéciojat kovetGen

feltehetjiik, hogy a két sor a kévetkezd alakot 6lti:

1 1|1 1 -1 —1
r 1
1 1|1 —1 1 —1 ,
1 =z
‘c 2k—3—¢c 2k—3—¢ ¢c+3

1 1 2z =z
1 2z 1 z

] 517

Itt a két blokkmatrix koziil a bal oldali az eredeti, valos Hadamard-rendszer két sorat
reprezentalja, még a jobb oldalon a konvenciénknak megfelel6 médon transzformaélt,
mér komplex elemekkel feltoltott képe lathatd. A bal oldali méatrix harmadik soraban
a jobb attekinthet&ség kedvéért a felette 1évG, tisztan +1 vagy —1-ekbdl 4ll6 blokkok
méretét jeleztiik. A bal fels6 2 x 2-es részmatrix természetesen négy, egyenként 1-1
elembdl all6 blokkot tartalmaz.

Az esetszétvalasztas aszerint megy, hogy egyrészt milyen elemek vannak a két al-
talunk vélasztott sor diagonalisdban, illetve, hogy milyen (azonos!) elempéar van a bal
fols6 részmatrix off-diagonalis helyein. Ezek alapjan sszesen legfeljebb 8 ortogonali-
tasi egyenletiink lesz: 4 féleképpen valaszthatjuk a diagonal elemeket, és mindegyik
valasztashoz még 2 — 2 valasztas a diagonal elemek sarkaira. Azonban jogunk van a
matrix valamely két sorat permutélni, ezaltal két esetet megtiszni. Osszességében tehét
6 db ortogonalitasi egyenletet kell kapnunk.

ELSO ESET: (+1,+1,+1)

Tegyiik fel, hogy az altalunk kivalasztott két sor a kovetkezs alaki. A diagonalisban
mindkét sorban, valamint az off-diagonal helyeken is +1 all. Jeloljiik c;-gyel azt, hogy
a két sor mindegyikében Gsszesen hany oszlopban talalhaté mindkét koordinatan +1.
Ennek segitségével mar megkaphatd, hogy hany olyan koordinata van, amelyben az
els6 sorban +1, a masodikban pedig —1 all, mégpedig a kovetkez&képpen: eredetileg
Osszesen 2m — 1 db +1 szerepelt a matrix baArmely soraban, ebbdl kettd mér az elsd két
koordinatan all, ¢; az els6 blokkban, igy aztdn a mésodik blokkba 2m —1 —2 —¢; db
van Osszesen. Teljesen hasonlé okfejtéssel, csak most a masodik sort nézve, ugyanigy
adodik, hogy a harmadik blokkban 2m—1—2—c; db egyes szerepelhet. Végiil a negyedik
blokk kitoltéséhez hasznaljuk fel, hogy egy sorban 2m db —1 szerepel, amelyekbdl mér
(mindkét sorban) 2m — 3 — ¢;-t felhasznaltunk, igy tehat ebbdl ¢; + 3 kell legyen.
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Ezeket a szamokat tiintettiik fel a jobb attekinthetdség kedvéért a bal oldali métrix
harmadik sordban. A jobb oldali métrix — mint azt mar irtuk — azt mutatja, hogy

milyen transzformacioét hajtottunk végre az eredeti Hadamard-rendszer elemein.

1 1 2z =
1 21 =

z 1

1 1)1 1 -1 -1
1 1)1 -1 1 -1 ,[

] (3.18)

1 =«

‘cl 2m—3—c¢ 2m—3—c¢ ¢+ 3

Az els6 feladat c¢; meghatarozasa, ezt onnan tudjuk kiszdmolni, hogy felirjuk a bal
oldali matrixra a kvéazi-ortogonalitisi egyenletet; a kvazi eltag amiatt van, hogy
mivel elhagytuk az els6 +1 koordinatdkat a Hadamard-matrixunkbdl, a megmaradd

Hadamard-rendszerben természetesen barmely két sor skalarszorzata —1 lesz.
24 —-22m—-3—c¢)+a+3=-1 (3.19)

Innen ¢; = m — 3 adédik. Itt rogton megjegyezziik, hogy ennek az esetnek csak akkor
van jelentGsége, ha m > 3. Most, hogy c; értékét mar meghataroztuk, felirhatjuk a

transzforméalt matrixban 1évé, itt mar val6di ortogonalitasi egyenletet:
2R[z] + 1 +22m -3 —c1)R[z]+ 1 +3=0 (3.20)

ahonnan
2mR[z] + 2R[z] +2m -3 =0 (3.21)

adodik. Ez az els6 esethez tartozo ortogonalitasi egyenlet.

MASODIK ESET: (+1,+1,-1)
Most is, mint az elsG esetben, a célunk, hogy feltérképezziik, hogy hany ko6zos koor-
dindtan vannak +1-ek a két matrixban. Ezt a szdmot ezittal co-vel jeloltiik. Az eset

diagramja az alabbi:

1 —1|1 1 -1 -1
r z|1 1 2z z
-1 1|1 —1 1 -1 , (3.22)
z x|l 2 1 =z
‘cg 2m—2—cy 2m—2—cy co+1
A kvazi-ortogonalitasi egyenlet most a kovetkezd.
—24c—-22m—2—c)+ca+1=-1 (3.23)

Innen ¢y = m — 1 adddik. A transzformalt matrixban 1év§ ortogonalitasi egyenlet:
2R[2Z] + o +2(2m —2 — )R[z] + o+ 1=0 (3.24)

ahonnan
2(m — 1)R[z] + 2R[2Z] +2m —1=0 (3.25)
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adodik. Ez a mésodik ortogonalitasi egyenlet.

HARMADIK ESET: (+1,—1,+1)
Most is, mint az els6 esetben, a célunk, hogy feltérképezziik, hogy hany kozos koor-
dindtan vannak +1-ek a két méatrixban. Ezt a szamot ezittal cs-vel jeloltiik. Az eset

diagramja az al&bbi:

1 1|1 1 -1 —1
z 1|1 1 2z 2
1 —-11 -1 1 -1 ; (3.26)
1 y|1 2 1 =z
‘03 2m—3—c3 2m—2—c3 c3+2
A kvazi-ortogonalitasi egyenlet most a kovetkezd.
c3—2m—3—c3)—(2m—2—c3)+c3+2=—1 (3.27)

Innen c3 = m — 2 adodik. A transzformalt matrixban 1évé ortogonalitasi egyenlet:
r+y+es+2m—3—c3)Z+2m—2—c3)z+c3+2=0 (3.28)

ahonnan

2mRz) +r+y—Z+2m—2=0 (3.29)

adodik. Ez a harmadik ortogonalitési egyenlet.

NEGYEDIK ESET: (+1,-1,—1)
Most is, mint az els6 esetben, a célunk, hogy feltérképezziik, hogy hany kozds koordi-
natan vannak +1-ek a két matrixban. Ezt a szdmot ezittal cs-gyel jeloltiik. Az eset

diagramja az alabbi:

z z|1 1 2z =z
-1 —-1]1 —1 1 -1 1, (3.30)
z y|ll 2z 1 z
‘04 2m—2—c4 2m—1—c4 ¢4
A kvazi-ortogonalitasi egyenlet most a kovetkezd.
ca—2m—2—cy) —2m—1—cy)+cy=-1 (3.31)

Innen ¢y = m — 1 adodik. A transzformalt matrixban 1év6 ortogonalitasi egyenlet:
Z4 2+ +2m—2—c)Z+2m—1—cy)z+c4=0 (3.32)

ahonnan

2mR[z] + 22+ 2y —Z+2m—2=0 (3.33)

adodik. Ez a negyedik ortogonalitisi egyenlet.
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OTODIK ESET: (—1,—1,+1)
Most is, mint az els6 esetben, a célunk, hogy feltérképezziik, hogy hany kozds koordi-
natan vannak +1-ek a két métrixban. Ezt a szdmot ezittal cs-gyel jeloltiik. Az eset

diagramja az alabbi:

-1 11 1 -1 -1

1
1 —1]1 -1 1 —1,y
Ly

11 2z =z
1 2z 1 z

] (3.34)

‘05 2m—2—c; 2m—2—c5 c5+1
A kvazi-ortogonalitasi egyenlet most ugyanaz, mint a mésodik esetben.
—24c¢—22m—2—c5) +cs+1=-1 (3.35)
Innen ¢; = m — 1 adédik. A transzformalt matrixban 1év6 ortogonalitasi egyenlet:
2R[y| + 5 +2(2m —2 —c5)R[z] +es+1=0 (3.36)
ahonnan
2(m — D)R[z] +2R[y] +2m —-1=0 (3.37)

adodik. Ez az 6t6dik ortogonalitasi egyenlet.

HATODIK ESET: (-1,—1,-1)
Most is, mint az els6 esetben, a célunk, hogy feltérképezziik, hogy hany ko6zos koor-
dindtan vannak +1-ek a két matrixban. Ezt a szidmot ezuttal cg-tal jeloltiik. Az eset

diagramja az alabbi:

-1 —1]1 1 -1 -1

z
1 —1|1 1 1 B I
z oy

1 1 2z 2
1 21 2

] (3.38)

‘06 2m—1—cs 2m—1—cs c5—1
A kvazi-ortogonalitasi egyenlet most ugyanaz, mint a mésodik esetben.
24c—22m—1—cg)+cg—1=-1 (3.39)
Innen ¢ = m — 1 adddik. A transzformalt matrixban 1évé ortogonalitasi egyenlet:
2R[yzZ] + s +2(2m — 1 —ce)R[z] + ¢ —1=0 (3.40)

ahonnan
2mR[z] + 2R[yz] +2m —3 =10 (3.41)

adodik. Ez a hatodik ortogonalitasi egyenlet.
A hatraléve két eset, nevezetesen a (—1,+1,+1) és (—1,+1, —1) a harmadik és ne-
gyedik esettel 1ényegében azonos. A szamolas soran a megfelel6 ortogonalitasi egyenle-

tek konjugdltjai jonnek be. Most ratériink a fenti (3.21)-(3.41) egyenletek megoldasara.
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A (3.37) egyenletbdl egyrészt

Rly] = — ((m — 1R[] + 27"2_ 1) (3.42)

masrészt (3.41) szerint, felhasznéalva, hogy R[ab] = R[a]R[b] — I[a|([b], kapjuk, hogy
2m¥R[z] + 2R[y|R[z] + 28 [y]S[z] + 2m —3 =0 (3.43)

Most felhasznélva, hogy y és z egységnyi abszolut értéki, tovabba, hogy konjugalas
erejéig feltehets, hogy S[z] > 0 kapjuk, hogy

(2m—2)R[z]* —R[z] —2m+3 = i2\/1 — ((m — R[] +
ahonnan négyzetre emelést kovetéen a

(8m® — 8m) R[2]*+(8m* — 16m + 4) R[2]*+(—8m” + 8m + 2) R[] —8m*+16m—6 = 0
(3.45)
harmadfokt egyenlet adodik. A 3.2.5 tételbdl tudjuk, hogy ennek garantdltan megol-

désa a R[z1] = —1 + 5, és innen a tobbi megoldas is egyszerii szamolassal adodik:
R[z) = 1, R[zs] = —1 + 52—. Ha 2z, = 1, akkor (3.42) miatt kdnnyen latszik, hogy

csakis m = 1 lehet, ezt viszont kizartuk. Marad tehat a két tovabbi, relevans eset:
Tegyiik fel, hogy z = 2z = =14 7 + 1 “12’:;*1. Ekkor (3.42) miatt y = —1 + 5 +
iv22=1  El kell donteniink, hogy y milyen el6jelet kap valojéban, ebben a (3.43)-ba

valo visszahelyettesités segit, ahonnan

1 1\ VAm—1
om (—1+2—> 2 <—1+2—) $ oY TG 4+ 2m - 3 =0, (3.46)

m m 2m
és igy Sfz] = —VA;”WL_l adodik, azaz val6jaban z = y. Hatra van x értékének a meghata-

rozésa. Ehhez a negyedik esethez tartozo (3.33) egyenletbe kell behelyettesiteni:
1
2m(—1+2—)+x§+1—2+2m—2:0, (3.47)
m

ahonnan x = 1 adédik. Tehéat ebben az esetben teljes egészében visszakaptuk a 3.2.5
tétel altal nyujtott konstrukciot.

Végiil tegyiik fel, hogy z = 2o = —1 + 52— + i%. Ekkor (3.42) miatt y = —1.
Végiil = értékét ujfent a (3.33)-ba valé behelyettesitéssel hatarozzuk meg:

2m | -1
m( +2m—

2)+x§+z—§—|—2m—2:0, (3.48)

ahonnan rovid szdmolas utan r = —z adodik.

Hatra van még annak az ellendrzése, hogy az igy kapott {1, z, —1, —z} elemekbdl allo
méatrix valoban teljesiti az Osszes ortogonalitasi feltételt. Ezt a szdmolast az olvaséra
bizzuk. O
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Osszefoglalva a fenti konstrukeiot, elmondhatjuk a kovetkezét.

3.3.4. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy van egy valds szimmetrikus n = 4m > 8-ad
rendd valos Hadamard mdtrizunk. Ekkor normalizdljuk le, majd hagyjuk el az elsd sordt

€s oszlopdt. Ezt kévetden a 3.3.1 tételnek megfeleléen a mdtriz minden +1 fédiagondlis

. P o/ Am— . L .y - P .
elemét cseréljik le az v =1 — 5 L_ 4 j¥Im=5 oodmra, végil a mdtric nemfédiagondl —1
m—2 2m—2 ’

elemeit —x-re. Ekkor eqy 4m — 1-ed rendid kompler Hadamard mdrtizot kapunk.

3.3.5. Definicio. A 3.3.1 tételbdl szarmazo n = 4m — 1 dimenzios, a Q[iv/4m — 5]

test elemeibdl 4ll6 komplex Hadamard méatrixokat V,,-nel jeloljiik.

3.3.6. Példa. n = 8-ra vehetjiik az S3 Sylvester-féle matrixot, amely nyilvanvaléan
szimmetrikus. Ha végrehajtjuk rajta a 3.3.4 kovetkezmény altal adott konstrukciot,
akkor Petrescu 7 x 7-es P; [82], [64], [5], a 3.2.5 tétel 4ltal adott konstrukcioval pedig a
méar megismert Cr4 és C7p matrixokat (lasd 29. oldal) kapjuk. Legyen tehat {z,y, 2z} =
{3413, 1,1 —i¥3} Ekkor az alabbi V5 = P; matrix Hadamard.

111 1 1 1 1 1 1 - -

r z z 1 1 2z =z
111 -1 -1 1 1 -1 -1

z xz z 1 2z 1 =z
11—-1 1 -1 1 -1 1 —1

z 2z x 1 z z 1
11—-1 -1 1 1 -1 -1 1

Hy = V=11 11y 2 2z 2

111 1 1 -1 -1 -1 -1

1 2z 2z z y 1 1
111 -1 -1 -1 -1 1 1

z 1 z 21 y 1
11—-1 1 -1 -1 1 -1 1

z 2z 1 21 1y
11—-1 -1 1 -1 1 1 —1 - -

(3.49)

A kovetkezdkben igazoljuk, hogy a TZ-katalogusban szerepld N1(?24 méatrix megkap-

hato a 3.3.4 konstrukci6 segitségével.

3.3.7. Példa. A 16. megjegyzés miatt létezik n = 12-re valés szimmetrikus Hadamard

marix. Természetes konstrukcié nem lévén, szamitogéppel generdltuk egy ilyen matri-
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xot, majd a 3.3.4 konstrukcié végrehajtasat kovetGen az alabbi matrixhoz jutottunk.

a —a —a —a —a —a —a 1 1 1 1
—a —1 1 1 1 —a —a —a —a 1 1
—a 1 -1 1 1 —a —a 1 1 —a —a
—a 1 1 -1 —a —a 1 1 —a —a 1
—a 1 1 —a -1 1 —a —a 1 1 —a
Vi=|-a -a —a —a 1 a 1 —a 1 —a 1]|,a= Z+i— (3.50)

1
1 1 —a —a 1 —a 1 —a —-a a —a
1

Legyenek most

Pl == [617 €2, €3, €4, €5, €71, €6, €3, €9, €11, 610] (351)

valamint

Py = [eq, €9, €3, €5, €4, €6, €7, €9, €3, €10, €11] (3.52)
permutécios-, tovabba
D = Diag(-1,1,1,1,1,1,1, —a, —a, —a, —a) (3.53)
unitér diagonélis matrixok. Ekkor
N = aDPV,P,D (3.54)

Végezetiil adunk egy példat egy 15 x 15-6s métrixra.
3.3.8. Példa. Vi; =

-1 1 —z 1 —z 1 —z 1 —x 1 — 1 —x 1 —x
1 -1 —x 1 1 —x —x 1 1 —2 —=x 1 1 —x —x
- -z T 1 —z —=x 1 1 —x —=x 1 1 —2 —=x 1
1 1 1 -1 —» —z —x 1 1 1 1l 2 —2 —2x —x
-z 1 —x —x T - 1 1 —z 1 -2 —=z 1 —xz 1
1l —x —x —2a —=x T 1 1 1l - —2 —2x —x 1 1
- -z 1 —xz 1 1 -1 1 —z —=x 1 —x 1 1 —x
1 1 1 1 1 1 1 -1 -2 -z -z -z —x —x —x |,z= 5 + i%
-z 1 —x 1 —x 1 —x —=z T -z 1 —x 1 —x 1
1 —x —x 1 1l - —ax —2x —=x T 1 —x —x 1 1
- -z 1 1 —x —=x 1 —x 1 1 -1 —=z 1 1 —x
1 1 l 2 -2 -2 —2x —2 —x —2x —x z 1 1 1
-z 1 —x —x 1 —z 1 —z 1 —=z 1 1 -1 1 —z
1 —x —ax —2x —=x 1 1 —x —x 1 1 1 1 -1 —x
- -z 1 —z 1 1 —x —=x 1 1 —xz 1 —2 —=x x

(3.55)
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3.3.9. Lemma. Vi35 nem szerepel a TZ-katalogusban.

) Fourier métrix szerepel 15 dimenziéban.

Bizonyitds. A TZ-katalogusban csakis az Fl(58
Ezen métrixok mindegyikének A invaridns halmaza tartalmazza az w komplex harma-
dik egységgyokot, V5 invaridns halmaza viszont nem. Az, hogy Vis inkekvivalens a
korabbi, U5 méatrixtél onnan kovetkezik, hogy elemeik a racionélis szamtest kiilonb6z6

méasodfoku algebrai bévitésében szerepelnek. U

17. Megjegyzés. Természetesnek hat az otlet, hogy a szimmetrikus méatrixok helyett
inkdbb a ferdén szimmetrikusakat tekintsiik, ekkor ugyanis tovabbi két ortogonalitéasi
egyenlettel kevesebb lesz, és reménykedhetiink benne, hogy hatha szabad paraméterek
maradnak a keziinkben, amelyek segitségével végtelen sok matrixot konstruilhatnank
egy adott n-re. Sajnos azonban — mint azt ellenériztiikk — ez a vizsgalati irAny nem

vezet el tovabbi 4j méatrixokhoz.

3.4. Ujra konferencia matrixok

Az el6z6 két fejezetben eljarast mutattunk arra, hogy ha n = 3 mod 4, akkor miként
lehet az Hadamard-struktirabol n = 4m — 1-ed rendidi komplex Hadamard méatrixokat
konstrualni. A szerz§ [81]|-ben szimmetrikus konferencia matrixokat vizsgélt, és segit-
ségiikkel paraméteres komplex Hadamard métrixokat konstrudlt. Ebben a fejezetben
még egyszer elGvessziik a szimmetrikus konferencia matrixokat, amelyek bels6 struktu-
ralis szimmetriait kihasznélva 14j, n = 4m+1 dimenziés komplex Hadamard méatrixokat
gyartunk.

A szakaszban 1j 9 dimenzi6s komplex Hadamard matrixot konstrualunk a kovetkezd

tétel segitségével.

3.4.1. Tétel (x). Tegyiik fel, hogy létezik eqy n = 4m + 2 > 6-od rendd szimmetrikus
konferencia mdtriz. FEkkor konstrudlhato olyan 4m + 1-ed rendid komplex Hadamard
mdtrix, amelyben dsszesen 3 kiilonbozd elem van, melyek mindegyike benne van a raci-

ondlis test eqy legfeljebb negyedfoki algebrai bévitésében.

Bizonyitds. A bizonyitas hasonlo a 3.2.5 tételéhez: elsé lépésként lenormalizaljuk a
konferencia matrixunkat, majd eldobjuk az elsGé sorat és oszlopat. Ezt kovetden a
megmaradt, 4m + 1 x 4m + 1 matrixban a f&diagonalisban a 0-kat lecseréljiik +1-gyé
(ezt mindig megtehetjiik, hiszen az utolag kapott komplex Hadamard matrix minden
sorat végigszorozhatjuk majd gy, hogy a f6diagonalisba +1-et kapjunk). Ezt kovetGen
a fédiagondlison kiviil 1év6 +1 és —1 elemeket cseréljiik le a most még ismeretlen x
és y valtozokra. A célunk feltérképezni, hogy milyen ortogonalitasi feltételeknek kell

teljesiilniiik ahhoz, hogy ily médon egy komplex Hadamard métrixot kapjunk.
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Vegyiik észre, hogy barmely két sort is vessziik, permutalgatas utdn azok a kovet-
kez6 két kanonikus alak valamelyikére hozhatoak:

ELSO ESET: (0,0, 1)
A 3.3.1 tétel bizonyitasidhoz hasonléan elGszor a célunk feltérképezni, hogy hany kozos
koordinatan vannak +1-ek a két métrixban. Ezt a szamot ezuttal di-tal jeloltiik. Az

eset diagramja az alabbi:

1 =z
1 01 -1 1 —1

0 1|1 1 1 1 [
‘dl om—1—d, 2m—1—d; dy+1

vy y] (3.56)

r llx y =z vy

A kvazi-ortogonalitasi egyenlet a kovetkez6:
di—22m—1—dy)+d; +1=-1 (3.57)
Innen d; = m — 1 adddik. A transzformalt matrixban 1év§ ortogonalitasi egyenlet:
2R[x] +dy +2(2m — 1 —d)R[2y] +di +1=0 (3.58)

ahonnan
2R[z]| + 2mR[zy] +2m — 1 = 0. (3.59)

Ez az els6 ortogonalitasi egyenlet.
MASODIK ESET: (0,0, 1)
A mésik lényegi rész az, amikor a diagonélelemekkel pdrban —1-ek 4llnak. Hasonléan,

mint az el6bb, elGszor do meghatarozasa a cél. Az eset diagramja az aldbbi:

0 —-1|1 1 -1 —1

1 T T
-1 0|1 -1 1 -1 , [ Y vy ] (3.60)
y Lz y xzy
‘dg 2m—d2 2m—d2 d2—1
A kvazi-ortogonalitasi egyenlet a kovetkezé:

Innen dy = m adddik. A transzformalt matrixban 1év§ ortogonalitasi egyenlet:
2R[y] + da + 2(2m — do)R[2y] +de — 1 =10 (3.62)
ahonnan
2R[y] + 2mR[zy] +2m — 1 = 0. (3.63)

Ez a masodik ortogonalitasi egyenlet.
Most megoldjuk ezeket az egyenleteket. Azonnal adodik (3.59) és (3.62)-bél, hogy

R[z] = R[y], és innen — nyilvanvald okokbol — y = T addédik. x = y nem lehet, mert
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akkor til sok egyforma eleme lenne a matrixnak, ezaltal nem teljesiilhetne az ortogo-
nalitds. Ezt, valamint az |x| = 1 miatti R[2?] = 2R[z]|> — 1 Osszefiiggést felhasznalva

kapjuk, hogy

2R[z] +2m (2R[z]* — 1) +2m —1=0 (3.64)
4mR[z]* + 2R[x] — 1 =0 (3.65)

ahonnan
Rz = —lE W = —ﬁ + LT (3.66)

Konnyen ellenérizhets, hogy x egységnyi abszolut értéki komplex szammé tehets. [

3.4.2. Definicid. A 3.4.1 tételbsl szarmazoé n = 4m + 1-ed rendid komplex Hadamard

matrixokat W,,-nel jeloljiik.

18. Megjegyzés. Ha p = 1 mod 4 prim, akkor létezik p 4+ 1-ed rendii szimmetrikus,
ciklikus konferencia matrix. A matrix a szokisos modon Z, kvadratikus karakterének

segitségével konstrualhato meg (lasd a Paley IT konstrukciot a 6. oldalon).

3.4.3. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy van n = 4m + 2 dimenzids, ciklikus magi

konferencia mdtrix. Ekkor létezik 4m + 1-ed rendd ciklikus kompler Hadamard mdtriz.

3.4.4. Kovetkezmény (de la Harpe-Jones, [23]). Han =1 mod 4 primszdm, akkor

létezik n-edrendi, a Fourier-mdtrixtol inekvivalens komplex Hadamar mdtriz.

3.4.5. Példa. A Dy matrixbol (lasd a 31. oldalt) az alabbi 9 x 9-es komplex Hadamard

matrix szarmaztathato:

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 22 z 22 23 2t b 2 o
1 A S T x bzt
1 3 3 22 x x! x a7t T . V5
Wo=11 22 22 2 22 o 2t 2 27! |,z= i iT5 (3.67)
1 27V 2z 27b oz o272 3 3 !
1 z7! T (A A v S At s
1 x ! 7! x 3 7! 7?2 73
R A A A

A TZ-katalogust, illetve annak online verziojat bongészve [83], igazolhat6 az alabbi
3.4.6. Lemma (x). Wy nem szerepel a TZ-kataldgusban.

Bizonyitdas. Wy Ay, invaridns halmazat vizsgalva adodik, hogy maga a matrix nem

)

szerepel az F9(4 csalad orbitjaban, hiszen az utébbi matrixok Ap,-halmaza a paramé-

tervalasztastol fiiggetleniil tartalmazza az w komplex harmadik egységgyokot, ellenben
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w ¢ Aw,. Hasonlo érveléssel lathato be, hogy Wy inekvivalens a 10-ik komplex egy-
séggyokokbdl allo By matrixtol is. Végill Wy inekvivalens Ng-t6l, mert —1 € Ap,
ugyanakkor —1 ¢ Ayy,. O

19. Megjegyzés. A fenti konstrukci6 Dg-bol [82] a jol ismert F5 Fourier matrixot adja
vissza, Dq4-b&l — lévén ciklikus maggal rendelkezik — pedig a C34 és Ci3p 2-indexti

ciklikus komplex Hadamard méatrixok adodnak [8].

3.5. Ad hoc konstrukcidok

Diplomamunkank utolsé szakaszaban tovabbi 1j, eddig ismeretlen komplex Hadamard
matrixokat mutatnank be, amelyek konstrukcioja nem kdévet semmiféle dltaldnos mod-
szert, hanem mindig az adott dimenziéra szabva adta magat. Egy egzotikus valamint
egy, a Q(iv/15) testbeli elemekkel rendelkez komplex Hadamard matrix mellett két
tovabbi, hatodik egységgyokokbdl allo H(6,10) és H(6,14) tipusu Butson Hadamard

matrixot ismertetiink.

3.5.1. n=9

Az alabbi példat TDK dolgozatunk végén prezentaltuk [80]. A matrix rendkiviil nagy
szimmetriaval rendelkezik: magja kvéziciklikus, melynek els§ sora radasul speciélis,
{1, 9, X3, T4, T1, T2, T3, T4} alakd. A méatrixot ugy talaltuk, hogy az x; ismeretlenekre

direktben megoldottuk a felmeriil6 ortogonalitési egyenleteket.

3.5.1. Példa. Legyen

\/2 — 24/13 cos (% + %arctan (3 4271)>

t1 = arccos ~3 + 5 ~ 1.607289, (3.68)
1 \/1—{—8\/13005 (%—F%arctan <3 4271>>

to = arccos e 1 ~ 0.574210, (3.69)
1 \/2 — 2v/13 cos (g + %arctan (3 4271)>

t3 = arccos 5 5 ~ 2.870637, (3.70)
1 \/1—1—8\/13003 (% + %arctan <3 4271)

t4 = arccos i~ 1 ~ 1.917311. (3.71)

Ekkor az alabbi
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[ 1 1 1 1 1 1 1 1 1]
1 eit1 eitg eitg eit4 efitl e*itz e*itg efit4
1 e—it4 eit1 eitg eitg eit4 e—it1 e—itg e—it3
1 e—itg e—it4 eit1 eit2 eit3 eit4 e—it1 e—itg
Qg _ 1 etz g-its g-its eitt eit2 eits eits  @-it1 (3.72)
1 efitl e*itQ e*itg efit4 eit1 eitz eitg eit4
1 eit4 e—it1 e—itg e—itg e—it4 eit1 eitg eit3
1 eitg eit4 e—it1 e—it2 e—it3 e—it4 eit1 eitg
1 eitg eitg eit4 efitl e*itz e*itg efit4 eit1

matrix Hadamard.
3.5.2. Lemma (x). Q9 nem szerepel a TZ-kataldgusban.

Bizonyitds. Numerikusan kénnyen ellenérizhets, hogy Q9 A-invarians halmaza nem

tartalmazza az w = eQTﬁi-at, igy nem része az F9(4) csaladnak. Tovabba sem 10-ik

gyokoket, sem pedig a —i + i@ szamokat nem tartalmazza, igy specidlisan, a By, az
Ny, illetve az el6bb bemutatott Wy méatrixokkal sem ekvivalens [82]. O

3.5.3. Példa. A kovetkezGkben egy nem-affin paraméteres matrix csaladot mutatunk
9 dimenzioban, amely tjfent nagyfokt szimmetriakkal rendelkezik. A Zy matrix épit6-
blokkjai al 4+ (8 — «)J alakuak. Az ilyen blokkmatrixok alkalmazasa altalaban csak

kevés ortogonalitasi egyenlethez vezet.

(1 2 z|a b bla b b]
x 1 z|b a b|b a b
x x 1|b b alb b a
a b b|l z xla b b
ZM@) =1b a bla 1 z|b a b (3.73)
b b alx x 1|b b a
a b bla b b|1 z x
b a b a blx 1 x
| b b alb alr x 1 |
Legyen tovabba x = e, ahol ¢ € [sm, 27, és igy
e P stk S iR SR R R (3.74)

2(x—1)

— 2245 —1—Vat+ 623 — 522 +6x+ 1
b=b(z) = oo 1) (3.75)
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egységnyi abszolut értéki szamok (ez nemtrivilis, hogy miért van igy. Lasd [4]).
Erdekességképpen megjegyezziik, hogy © = —1 esetén egyuttal specialisan b = —a?

adodik. Ekkor az igy kaphato matrix egy permutalt verzioja az alabbi

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 a? —a! 1 a? —a ! ot at —at
1 —at! a2 1 —at a? a ! —at a !
1 1 1 a' a? a? a a? a’
ZO=2 |1 a2 —at a? a? —a® o« 1 —al|,a= l—i@
1 —at! a? a? —a3 a3 a —a 1
1 a ! a ! a a a a? a’ a?
1 at! —a! a? 1 —a a a?  —a?
|1 —at a! @ —a 1 @ -ad a? |
(3.76)

A fenti Zél)(—l) matrix sok hasonlésdgot mutat a [4]-ben talalt Néo) matrixszal.
Bar ugyanazon kvadratikus irracionélis szam segitségével lehet mindkét matrixot meg-

konstruélni, A-invaridns halmazuk kiilonbozik, igy nem lehetnek ekvivalensek.
Hasonléan lathato be, mint az el6bb, hogy Zél)(—l) nem szerepel a katalégusban.
3.5.4. Lemma (x). Zél)(—l), és annak eqy kornyezete nem szerepel a TZ-katalogusban.

Bizonyitds. Zél)(—l) Az, invarians halmazat vizsgalva adodik, hogy maga a méatrix
nem szerepel az F9(4) csalad orbitjaban, hiszen az utébbi métrixok Ap,-halmaza a para-
métervalasztastol fiiggetleniil tartalmazza az w komplex harmadik egységgyckot, ellen-
ben w ¢ Az,. Hasonld érveléssel lathato be, hogy Z$" (—1) inekvivalens a 10-ik komplex

egységgyokokbal all6 By matrixtol is. Az N

matrixtél valé inekvivalencidja abbol
kovetkezik, hogy az Néo) matrix izolalt, igy specidlisan nem indukal folytonos paramé-
teres csaladokat. Végiil Zél)(—l) inekvivalens a korabban talalt Qg és Wy matrixoktol

is, mert a A invarians halmazuk kiilonbozik. Ezzel a bizonyitéas kész. O

3.5.2. n=10

Agaian monografidjaban [1] talalhato egy 10 x 10-es komplex Hadamard matrix, mely
6-ik gyokokbdl all. Az ott prezentalt matrix eléggé szabalytalan szerkezettel bir, &m at-
permutéilva, majd a paraméterezést kovetGen az elemeit elforgatva az alabbi, nagyfoki

szimmetridkkal rendelkezd matrix adédik.
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1 1 1 1 11 1 1 1 1]
1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 —1
1 -1 -1 e3% e 1 -1 1 es e
1 1 -1 —e % —ei -1 1 1 es e
1 -1 -1 eF eT 1 1 -1 e% e ¥
Ay = in _ix 2ir  _ 2im
1 —1 1 —es —e 3 -1 1 1 e3 e s
1 e5  e% 1 -1 1 e% e % 1 -1
1 —e 5 —e? 1 -1 -1 e% e ¥ 1 1
1 e7 e3F -1 -1 1 e7% e% -1 1
1 —eF —e T -1 1 -1 e 5 % 1 1
(3.77)
A paraméteres csaladokat indukal, mégpedig a kovetkezs séma szerint:
Ag%)(a, b,c,d,e) = Ajg o EXP (i . RA%)(CL, b,c,d, e)) , (3.78)
ahol
[ [ J [ J [ J [ J [ J [ J [ J [} [ ] [ ] 1
[ J [ J [ J [ J [ J [ J [ J [ J [ ] [ ]
e a4 ® a a4 at+e ate e e e
e a ® a a4 at+e ate e e e
Rfl)o(a, bed.e) = e ¢ b b b b+te e b+e e e (3.79)
e ¢ b b b b+te e b+e e e
e c c c o c+e e e e ct+e
e c c c o c+e e e e ct+e
o d d e d d+e e e d+e e
o d d e d d+e e e d+e e

3.5.5. Lemma (*). Ajg(a,b,c,d,e) nem szerepel a TZ-kataldgusban.

Bizonyitds. A katalogus 10 dimenzioban csak legfeljebb 4 paraméteres matrixcsalado-

kat tartalmaz.

3.5.3. n=14

O

A 10 x 10-es példa szerkezetét megértve megprobaltunk magasabb dimenziokban is ha-

todik egységgyokokbdl allo komplex Hadamard martixokat keresni. A kereséskor eleve

nem sorokat, hanem egybdél olyan sorparokat kerestiink, amelyre a 2.5.4 lemma alkal-

mazhatoé, s igy rogton paraméteres csaladok is nyerheték. Ez az elgondolas nemcsak a

keresés idejét csokkentette le, hanem a matrix paraméterezését is megkonnyitette.
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Ay =
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 .1 .1 —1 —1 —1 —1 —1 .—1 .—1
1 -1 -1 -1 1 ei% e% 1 -1 -1 -1 1 ei% e%
1 1 -1 -1 -1 ei% e% —1 1 -1 1 1 —ei% —e%
1 -1 -1 1 -1 e%r ei% 1 -1 -1 1 -1 e%r ei%
1 —1 1 v—l v—l e% ef% —1 —1 1 vl vl —e% —ef%
1 -1 1 ei% e%r -1 —1 1 1 -1 e%r ei% 1 —1
1 -1 -1 ei% e%r -1 1 -1 1 7e%r 7e7% -1 1
1 1 -1 e%r ei% -1 -1 1 -1 1 ei% e%r -1 -1
1 -1 T 1 -1 -1 1 1 e T e 1 -1
1 ei%r e%r 1 1 1 -1 1 ei%r e%r -1 1 -1 1
1 ei%r e%r 1 1 —1 —1 —1 7e7%r 7e%r 1 1 1 1
1 e% ei% 1 -1 -1 -1 —1 7!3% 7e7% -1 1 1 1 ]
(3.80)
Ay4 paraméteres csaladokat indukal, mégpedig a kovetkez6 séma szerint:
7 .
A:(L4) (a7 b? C? d7 e? f7 g) = A14 ° EXP (1 ' RASZ) (a/7 b7 C7 d? e? f? g)) Y (3'81)
ahol
[ [ ] [ J [ ] [ J [} [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ J [ J i
e o o [ [ [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ [
e g o o g e e ag+g a+tg g a+g g a+g a+g
e a o e g e e a+g a+tg g a+g g at+g atg
e e b b e e e b+yg g b+g g b+g b+g b+yg
e o b b o e o btyg g b+g g b+g b+g b+yg
R(7) | e e c e e o ¢ ctyg g c+g ct+g ctyg g c+g
Arg e e c o o o c c+g g c+g c+g c+g g c+yg
e d e o o d e d+g d+g g d+g d+g d+g g
e d e o o d e d+g d+g g d+g d+g d+g g
e o o o ¢c ¢c o ¢c+g e+g e+g e+g g e+g q
e o o o ¢c ¢c o ¢ct+g e+g e+g e+g g e+g g
e o o f oo f f+tyg fH+g f+g 9 [fH+g g [ty
Lo o o f e o f fdg f+tg f+9 9 [fH+g g9 [ty

(3.82)

Fent tehat egy 14 dimenzids, hatodik egységgyokokbdl 4116 matrix lathato. Felmeriil
a kérdés, hogy vajon ez a matrix nem kaphaté-e meg a Ditd-konstrukcio segitségével
a P; illetve az Iy méatrixokbol. Az alabbiakban a 2.5.2 tétel bizonyitasahoz hasonléan

igazoljuk az alabbit:
3.5.6. Lemma (). Ay és AT, nem Ditd-szerd.

Bizonyitds. Ismét az |56]-ban szerepld eredményeket fogjuk hasznalni. Tegyiik fel in-
direkt, hogy A4 mégis Ditd-szerti. Ezért most N = kn = 14, és igy két eset adodik

aszerint, hogy n = 2 vagy n = 7.
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ELSO ESET: Tegyiik fel, hogy n = 2, ésigy k = 7. Ekkor az indirekt feltevés miatt
Aq4-ben két sor 7-es van, amelyek ekvivalensek valamely I, I, . .., I; halmazokra nézve.
Mivel a méatrix normalizalt, ezért azonnal adddik, hogy egy olyan sor, amely az els6
sorral azonos sor 7-esben van, garantiltan minden elemét paros sokszor tartalmazza.
Mas szoval egy sorvektor nem lehet az els6vel azonos sor 7-esben, ha tartalmaz olyan
elemeket, amelyek csak paratlan sokszor szerepelnek. Ranézve Ay4-re vildgos, hogy az
ilyen tulajdonsagu sorok kizarolag a {3,5,7,9, 11} sorok, vagyis az els6vel egyiitt 6k kell
hogy alkossdk az egyik sor 7-est. A harmadik sort megvizsgilva azonnal ad6dik, hogy
{7,14} oszlopok egy I indexhalmazt kell hogy alkossanak, legyen ez az I;. Ekkor az
I,-re valo ekvivalencia miatt az kellene, hogy a {3,5,7,9, 11} sorok mindegyike azonos
elemeket tartalmazzon a 7-ik és 14-ik oszlopban, de ez a 11-ik sorra nem teljesiil. Ez
ellentmondés, vagyis A4 nem Ditd-szerti méatrix.

MASODIK ESET: Most tegyiik fel, hogy n = 7, és igy k = 2. Ekkor hasonloan,
mint az elsé esetben hét sorpar van, amelyek ekvivalensek valamely I; és I indexhal-
mazokra nézve. Az els6 sor parja tehat csak olyan lehet, amelyben hét +1 mellett
hét tovabbi azonos elem van. Mivel ez kizarélag a méasodik sorra teljesiil adodik, hogy
L ={1,2,...,7}, 1o = {8,9,...,14}. Ha most lenne egy tovabbi olyan sorpar, amely
ekvivalens az [;-re, akkor mivel minden sor +1-gyel kezd6dik, kapjuk, hogy egy ilyen
sorpar els6 hét koordinatajan azonos elemek allnak, ilyen tovabbi sorpar viszont nincs
Ajs-ben. Az ellentmondas garantélja, hogy A4 nem Dita-szert.

Hasonl6an mutathaté meg, hogy A’, nem Diti-szerti. O

3.5.7. Kévetkezmény. Aﬁ)(a, b,c,d,e, f,g) lokdlisan inekvivalens a TZ-kataldgusban
taldlhato mdtrizok mindegyikétol.

Bizonyitds. A 14 dimenziés ismert komplex Hadamard méatrixok a DS)—t()l eltekintve

mind a Diti-konstrukciéval kaphatéak meg, azok halmaza pedig zart halmaz [81]. Igy
specidlisan, A4 egy kornyezetében nem Dita-szerti matrixokat generdl. Az, hogy ezek a
matrixok nincsenek benne a Dﬁ) csaladban a kovetkez6bdl folyik: a DS)—ban szerepld
minden matrix A invaridns halmaza tartalmazza a i komplex szamot, amely sem az
Ay4, sem pedig annak egy kornyezetében 16v6 matrixok A halmaza nem tartalmaz. Igy

ezek a matrixok nem lehetnek ekvivalensek. ]

Erdekes kérdés, hogy altalanossigban milyen n-re létezik Butson tipust H(6,n)
matrix. Az vilagos, hogy a valés Hadamard métrixok specidlisan ilyenek. Emellett
a tenzorszorzas segitségével az [ Fourier matrixbol minden n = 2% - 3* dimenziéban
konstrualhatok még ilyenek. Ellenben Haagerup 5 x 5-6s klasszifikacidja [37] révén
tudjuk, hogy n = 5-re nincs H(6,5) matrix. Van viszont n = 7-re, mint azt a Pr matrix
mutatja [64], és van n = 13-ra, amely [16]-ban talalhat6. A most megkonstrualt A;q és

A4 méatrixokkal egyiitt igy Osszességében azt mondhatjuk, hogy
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JH(6,n), hane{1,2,3,4,6,7,8,9,10,12,13,14, 16, 18,20}. (3.83)

A negativ eredmények tekintetében szintén [16] iranyado6. Itt Compton, de Lau-
ney és Seberry eredménye szerepel, mely szerint AH(6,n), ha n € {5,11,15,17}. A
legkisebb eldontetlen dimenzi6 tehat az n = 19. Mindezekr6l részletesebben a most
el6késziiletben 1év6 [17] cikkben lehet majd olvasni.

A diplomamunkat az Sg, A1 és A4 matrixok létezésébdl adodoan a kovetkezd ter-

mészetes sejtéssel zarjuk.

3.5.8. Sejtés (x). Ha p prim, akkor létezik Butson H(6,2p) komplez Hadamard mdtriz.
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