Matematika A3 épitomérnokoknek 9. gyakorlat
Diszkrét valdészintiiségi valtozdok
Valoészintiiségi valtozdok

A valészintliségi valtozdk az eseménytéren értelmezett fliggvények. Egy valésziniiségi valtozd
diszkrét, ha csak véges sok vagy megszamlalhatéan végtelen sok értéket vehet fel.
Ha X diszkrét valdszinliségi valtozd lehetséges értékei xq,xo,..., melyek valdszinlisége rendre
px (x;), azaz px (x;) = P(X = x;), akkor px(.) fiiggvény az X viltozé silyfiiggvénye.
X és'Y valoszintiségi véltozok fiiggetlenek, ha {X € A}, {Y € B} események fiiggetlenek minden
A, B C R halmazra.

Diszkrét valészintiségi valtozok jellemz6i
o Véarhaté érték: E(X) = > z; - p(x;), ahol X Osszes lehetséges x; értékére dsszegziink
« Variancia vagy szérasnégyzet: Var(X) = E [(X — E(X))?] =E (X?) — (E(X))?

o Széras: D(X) = /Var(X)

Tulajdonsagok:
¢ E(X+Y)=E(X)+EY), E(cX) = c-E(X), E(g(X)) = > g(zi) - p(x;), Var(cX) = c*Var(X)

e Ha X ésY fliggetlen: E(XY) =E(X) -E(Y), Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y)

1. feladat Egy versenyen 5 lany és 5 fit indul. Az X valdsziniiségi valtozé jelolje a legjobb néi
eredményt. Irjuk fel X eloszlasat!

Megoldasvazlat X lehetséges értékei 1, 2, 3, 4, 5 és 6. Legyen px (k) = P(X = k) az X stlyfiigg-
vénye! Ekkor
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2. feladat Legyen az X valdszintiségi valtozé sulyfiiggvénye a p(i) = 30° ahol ¢ = 1,2, 3,4 értékeket

vehet fel! Mennyi lesz az X varhaté értéke?

Megoldasvazlat A varhato érték definicidja alapjan szamolhato:

2 1 8 27 64 10
]EX — )+ — = — —_— —_— _—=—,
(X) ;Z 30 30 730 30 30 3

3. feladat Feldobunk egy szabalyos dobdkockat. Mennyi lesz a dobott szdm varhato értéke és szérésa?

Megoldasvazlat Legyen X a dobott szam értéke! Ekkor a varhaté érték definicié alapjan szamol-
hato:

6
]E(X):Zk~6:§.
k=1

A szérashoz sziikségiink van X2 varhaté értékére:

Ebbdl a széras:




4. feladat Feldobunk két szabalyos dobdkockat. Legyen X valdszintiségi valtozéd értéke a dobott
szamok koziil a nagyobb érték! Mennyi lesz az X varhaté értéke és szorasa?

Megoldasvazlat Eloszor irjuk fel X sulyfliiggvényét:

1 3 5 7 9 11
36’ px(2) = 36’ px(3) = 36’ px(4) = 36 px(5) = 36 px(6) = 36

Ebbdl a varhaté érték:

px(1) =

6
14+6+15+28+45+66 161
E(X)=> k-px(k)= 26 =25
k=1

A szérashoz szamoljuk ki az X2 varhaté értékét:

6
1412445+ 112+225+396 791
E(X?) =) K px(k) = %6 =25
k=1

D(X) = VE(X2) — (E(X))2 = \/W'

5. feladat Egy X val6szinfiségi valtozoérdl azt tudjuk, hogy E(X) = 1 és D?(X) = 5. Hatérozzuk
meg a kovetkez6 mennyiségeket!
(@) E[(2+X)?]  (b) D2(4+3X)

Ebbdl a szoéras:

Megoldasvazlat (a) 14 (b) 45

Nevezetes diszkrét eloszlasok

Binomialis: Ha egy kisérletet n-szer végziink el egymastdl fliggetleniil, ahol a siker valdszintisége p
és X jeloli a sikeres kisérletek szaméat, akkor X eloszlasa binomidlis n és p paraméterekkel. Jelolés:
X ~ BIN(n,p) vagy X ~ B(n,p).

Poisson: Sok, kis valoszintiségi, fiiggetlen kisérletbol a sikeresek szamat Poisson eloszlast valdszini-
ségi valtozéval jellemezhetjiik. Ha a sikeres kisérletek varhatd szdma A, akkor X valdszintiségi valtozé
eloszldsa A-paraméterii Poisson eloszlds. Jelolés: X ~ POI(N).

Ha n elég nagy és p kicsi, akkor BIN(n, p) jol kozelitheté POI(np) eloszlassal.

Geometriai: Egy kisérletet végezziink el végtelen sokszor gy, hogy a kisérletek egymastoél fiiggetle-
nek. Ha X a kisérletek szdma az els6 sikerig (a sikerest is beleszamitva), akkor X geometriai eloszlast
p paraméterrel, ahol p egy kisérlet sikerességének valoszintisége. Jelolés: X ~ GEO(p).

X eloszldsa | lehetséges értékek px (k) E(X) | Var(X)
BIN(n, p) k=0,1,....,n (Z) pF (1 —p)nF np np(l —p)
POI(\) k=0,1,2,... AL e A A
GEO(p) k=1,23,... (1-pFT-p p [ A-p)/p°

6. feladat Egy szabadon valaszthatd targybdl a ZH-n 10 igaz-hamis kérdésre kell vélaszolni. A
ZH sikeres, ha legalabb 8 kérdésre jol valaszolunk. Mivel egyszer atolvastuk a kiadott diasort, ezért
0,6 annak a valdszintisége, hogy egy-egy kérdésre a tobbitdl fiiggetleniil jol valaszolok. Mennyi a
valészintisége, hogy sikeresen teljesitem a ZH-t7

Megoldasvazlat Legyen X a jo valaszaim szdma! Minden kérdésre egymastol fiiggetleniil 0,6 va-
16szintiséggel valaszolok jol és Osszesen 10 kérdés van, igy X eloszldsa BIN(10; 0,6). Igy a sikeres
teljesités valészintlisége:

10 10

10 ,

P(X >8) =) px(k)=)_ (k) -0,6%.0,40°F = 0,619 4 10-0,6% - 0,4 + 45 - 0,65 - 0, 42,
k=8 k=8



7. feladat Egy szabadon valaszthaté targybdl a ZH-n 5 feleletvalasztos kérdésre kell valaszolni,
ahol harom véalasztasi lehetOségiink van. A ZH sikeres, ha legalabb 4 kérdésre jél valaszolunk. Mivel
nem késziltiink a ZH-re, igy minden feladatnal tippeliink. Mennyi a valdszinlisége, hogy sikeresen
teljesitem a ZH-t?7

Megoldasvazlat Legyen X a jé valaszaim szama! El6z6h6z hasonléan szamolhato, de most egy jo

valasz valdészinlisége % és b kérdés van, igy X eloszlasa BIN (5, %) és a sikeres teljesités valészintisége:

s Emn-£0) () (-0 ) 6)

8. feladat Egy szamegyenesen az origébdl indulva % — % valésziniiséggel eggyel jobbra vagy balra
lépiink egyet minden lépésben. 20 1épés megtétele utdn mennyi a valésziniisége, hogy
(a) a nulldban 4llok? (b) az egyben allok? (c) a kett6ben allok?

(d) a minusz kett&ben allok, feltéve, hogy az utolsé 1épés el6tt a minusz haromban alltam?

Megoldasvazlat Legyen X az els6 20 1épés alatt a jobbra lépések szama! Ekkor X ~ BIN (207 %)
(a) Pontosan akkor dllunk a nulldban, ha tizszer léptiink jobbra (és tizszer balra). Ennek a valdszi-
wisige (3) - (1)
(b) Az egyben (illetve barmilyen paratlan helyen) nem allhatunk paros sok 1épés utén.

(c) Pontosan akkor allunk a kettSben, ha 11-szer 1éptiink jobbra (és 9-szer balra). Ennek a valdszi-
s 20 1120
niisége (17) - (3)°-

(d) Ha tudjuk, hogy 19 lépés utdn a minusz haromban &llunk, akkor pontosan akkor allunk a minusz
kettoben 20 lépés utdan, ha a 20. 1épés jobbra megy, aminek % a valoszintisége.

9. feladat Egy gépsoron alkatrészeket gydrtanak, de sajnos az alkatrészek 1%-a hibds. A legyartott
alkatrészeket dobozokba teszik. Mindegyik dobozba 10 alkatrészt raknak. Egy elkészitett dobozt
rossznak neveziink, ha legalabb 2 hibas alkatrész van benne.

(a) Mennyi a valoszinlisége, hogy rossz dobozt llitanak Gssze?

(b) Mennyi a valdsziniisége, hogy 3 dobozbdl pontosan 1 doboz lesz rossz?

Megoldasvazlat

(a) Legyen X egy dobozban a hibds alkatrészek szdma! Ekkor X ~ BIN (10; 0,01). Igy a rossz
doboz 6sszeallitdasanak a valdszintisége:

1

10

P(X>2)=1-) (k)0,01’f-0,9910—’f =1-0,99 —10-0,01-0,99° ~ 0, 004.
k=0

(b) Legyen p az el6bb kiszdmolt valészintliség! Ekkor 3 dobozbdl a rosszak szaménak az eloszlasa
BIN(3, p). Igy annak a valészinfisége, hogy pontosan 1 rossz van kézéttik: 3-p- (1 — p)2.

10. feladat Egy 400 oldalas kényvben 200 db sajtéhiba taldlhatdé. Mennyi a valdszinlisége, hogy a
13. oldalon egynél t&bb hiba lesz? Indokoljuk meg a hasznalt modellt!

Megoldasvazlat Minden hiba ﬁ valdszintiséggel esik a 13. oldalra, igy a 13. oldalon a hibak
szama BIN (200, ﬁ). Legyen X a 13. oldalon 1év$ hibdk szama! Annak a valdsziniisége, hogy t6bb,
mint 1 hiba van a 13. oldalon:

oo - (). ) (2)

k=0 k=0
399 2 1 399\ '
(400) 00 700 <4oo> 0,0908



Masképp: Sok hiba van, amik egymastol fliggetleniil helyezkednek el az oldalakon és egy adott hiba
kis valészintiséggel van épp a 13. oldalon. Ezért az egy oldalon 1évé hibdk szdma jél kozelithetd
Poisson eloszlassal. Mivel egy oldalon dtlagosan % hiba van, igy egy adott oldalon a hibiak szam&anak
eloszlasa kozelitoleg POI( %) Ekkor

1 1 1\ k
(3 3
PX>1)=1-)Y px(k)=1-)Y e /? (2) :1—§.e*1/2~0,0902.
k=0 k=0

Megjegyzés: A masodik megoldasban igazabdl azt a tételt hasznaltuk, hogy ha n nagy és p kicsi,
akkor BIN(n,p) jol kozelithetd POI(n - p) eloszldssal. Most n = 200, p = fgy BIN(200
eloszlast POI(

1 1
400 ’ 400

%) eloszlassal tudtuk kozeliteni.
11. feladat Atlagosan hany mazsoldnak kell egy siitiben lennie, ha azt kivanjuk elérni, hogy egy
véletlenszeriien valasztott siitiben legaldbb 99% eséllyel legyen (legaldbb egy szem) mazsola?

Megoldasvazlat Legyen X egy siitiben a mazsolak szama! Ekkor X eloszlasa jol kozelitheté Poisson
eloszlassal valamilyen A\ paraméterrel. Ekkor P(X > 1) = 1 — e~*. Nekiink olyan A kell, amire ez a
valdsziniiség legalabb 0,99, azaz

1—e*>0,99.

Ezt dtrendezve A > —1n 0,01 =~ 4,61. Mivel POI(\) varhat6 értéke A, {gy atlagosan legalabb 4,61
mazsola kell a siitibe.

12. feladat Egy futéversenyen a palyat sajnos kullanccsal fert6zott teriileten at vezették. Kideriilt,
hogy a versenyzOk koziil 300-an talaltak magukban egy, 75-en pedig két kullancsot. Ennek alapjan
becsiiljiik meg, hogy koriilbeliil hanyan indultak a versenyen.

Megoldasvazlat Egy versenyzében a kullancsok szama POI()\) eloszlasi ismeretlen A-ra. Ekkor,
ha N az induldk szama, akkor a feltételekbSl N - X -e™* = 300 és N - )‘72 -e™ = 75. Ebb&l A = 0.5 és
N = 989.

13. feladat Egy dobozban 4 z6ld és 4 fehér golyd taldlhaté. Taldlomra kihtzunk 4 golyét. Ha ebbél
2 z0ld és 2 fehér, akkor megallok, kiillonben visszateszem Gket és hizok ujra.

(a) Mennyi a valésziniisége, hogy sikeresen hizok?

(b) Vérhatéan hdny hizédsra lesz sziikségem a megéllashoz?

Megoldasvazlat
()G _ 36 _1s
(a) ﬁ — 70735

18

(b) A megalldsig sziikséges htizdsok szamdnak az eloszldsa GEO( 35), aminek a varhato értéke %.

14. feladat Egy tarsasjatékban két kockaval dobok egyszerre. Egy olyan mezére keriiltem, ahonnan
csak akkor tudok tovabblépni, ha a dobott szdmok ko6zott szerepel a hatos. Varhatéan hanyadik
dobasra tudok ellépni a mez6rol?
Megoldasvazlat Minden prébalkozasnal % valoszintiséggel jarok sikerrel, igy a prébalkozasok sza-
manak az eloszldsa GEO(%). Mivel egy geometriai eloszlas varhato értéke a paraméter reciproka, igy
a sziikséges dobasok szamanak varhato értéke ‘;’—(15.

15. feladat Egy dobodkockaval addig dobok, amig ugyan azt a szdmot nem dobom kétszer egymaés
utdn. Varhatéan mennyiszer kell feldobnom a kockat?

Megoldasvazlat A masodik dobéstdl kezd6dGen mindig % valosziniiséggel dobom ugyanazt, mint
el6tte. fgy, ha X jeloli azt, hogy a masodik dobéastodl kezdédbGen hanyadikra sikeriilt ugyanazt dobnom,
mint el6tte, akkor X ~ GEO (%) Ennek varhato értéke 6, igy az els6 dobast is szdmolva varhatéan
7-szer kell feldobnom a kockét.



16. feladat Albert villamossal jar az egyetemre a hét mind az 6t munkanapjan, viszont nincs jegye.
Hazafelé minden nap gyalogol. A villamoson az esetek 20%-ban van ellendr. Ilyenkor Albert az esetek
5%-ban meg tud 16gni az ellendr elél. Ha Albert nem tud meglégni, akkor az ellendr megbiinteti.

(a)
(b)
(c)
(d)

—
—

Mennyi a valdszintisége, hogy egy adott napon megbiintetik?
Mennyi a valdszinlisége, hogy sikeres hete lesz, azaz egyik nap sem kap biintetést?
Mennyi a valdszinlisége, hogy az 5 napbdl 2 napon kap biintetést?

Mennyi a valészintisége, hogy sikeres hete lesz, feltéve, hogy mind az 5 nap volt ellenér a villa-
moson?

Mennyi a valdszintisége, hogy az els6 bilintetése csiitortokon lesz a héten?

Véarhatéan hanyadik napon fogjak megbiintetni elészor?

Megoldasvazlat

Akkor biintetik meg, ha jon az ellendr, de nem tud meglégni: 0,2 - 0,95 = 0, 19.

Egy nap 0,81 valdszinliséggel nem biintetik meg, igy annak a valdszintisége, hogy 5 nap alatt
egyszer sem biintetik meg: 0, 81°.

Ha X az 5 nap alatt azon napok szdma, amikor megbtntetik, akkor X ~ BIN(5; 0, 19), igy

P(X =2) = (g) -0,19%.0,813.

Ha van ellenor, akkor csak 0,05 valoszintiséggel nem biintetik meg, igy annak a valdszintisége,
hogy 5 nap alatt egyszer sem: 0,05°.

Az els§ bilintetés napja geometriai eloszlasi 0,19 paraméterrel, igy a kérdezett valdsziniiség:
0,81%-0,19.

Geometriai eloszlast valésziniiségi valtozd varhatd értéke a paraméter reciproka, vagyis varha-
téan 1/0,19 ~ 5,26 nap utdn biintetik meg elészor.



