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1. Bevezetés

A Fourier-sorok elméletében lattuk, hogyan bonthatunk fel egy 27 szerint peri-
odikus fiiggvényt trigonometrikus fiiggvények diszkrét (megszamlalhato) dssze-
gére. Itt a felhasznalt trigonometrikus fliggvények korfrekvenciai pozitiv egé-
szek voltak. Most azt mutatjuk meg, hogyan bonthatunk fel egy tetszéleges
(tipikusan nem periodikus) fliggvényt kontinuum szamossagu trigonometrikus
fiiggvény folytonos dsszegére (integraljara). Ebben a felbontasban minden valos
korfrekvencia szerepel.

A Fourier-transzformaciénak szamos alkalmazasa van a jelfeldolgozésban,
akusztikaban, optikdban, képfeldolgozasban, de segitséget nyijt kozonséges és
parcialis differencialegyenletek megoldasanal is.

A Fourier-transzformaciot tébb kiilonb6z§ fliggvénytéren is lehetséges defi-
niélni, és igy, bar hasonlé6 modon definialt, mégis eltérd tulajdonsagu transz-
forméciokhoz jutunk. A preciz matematikai lefrasnal altaldban a Lebesgue-
integralra épiil a transzforméaci6. Mi most gyakorlati szempontbdl targyaljuk a
Fourier-transzformaciot, improprius Riemann-integrallal definialjuk, és kisebb
hangsulyt fektetiink a transzformacio értelmezési tartomanyénak és képterének
pontos definialasara.

Az irodalomban nagyon sok, a Fourier-transzformaciohoz tobbé-kevésbé ha-
sonld integraltranszformacioval talalkozhatunk (példaul Laplace-transzforméaci-
0, Z-transzforméacio, Wavelet-transzformacio ...). Reméljiik, hogy a Fourier-
transzformécié megismerése sziikség esetén megkonnyiti a tobbi integraltransz-
formécié megértését is.

2. A Fourier-integral

El6szor a Fourier-sorok elméletét altalanositjuk 2m-szerint periodikus fiiggvé-
nyekrsl 2L peridédusu fiiggvényekre, majd formalisan végrehajtjuk az L — oo
hataratmenetet, és igy jutunk a Fourier-integral formulahoz.

Idézziik fel, hogy a {1, cos(nx),sin(nz) }nen, fiiggvényrendszer teljes ortogo-
nalis rendszert alkot a [0, 27| intervallumon folytonos fiiggvények C[—m, 7] terén
a (g.h) = [7_g(x)h(z) dz skalaris szorzasra nézve, és ebben a rendszerben ki-
fejtve egy tetszbleges f fliggvényt, mely 27 szerint periodikus és egy perioduson



Riemann-integralhatd, megkapjuk a fiiggvény ® Fourier-sorat:

[~ @)= % + Z (an cos(nz) + by, sin(nx)),

n=1

ahol az egyiitthatokat az

1 ™

ap, = 7/ f(¢) cos(nt) dt, n=0,1,2...
T Jt=—mn
1 (7 .

by, = 7/ f () sin(nt) dt, n=1,23...
u t=—m

integralok adjak meg.
Ehhez teljesen hasonléan megmutathato, hogy tetszéleges L > 0 esetén az

{17 cos (%mc), sin (%nm)} fliggvények teljes ortogonalis rendszert alkotnak
neNyL

a C[—L, L] fliggvénytéren, és egy 2L szerint periodikus, egy periédusra integ-
ralhato f figgvényt kifejtve a

f~®(x) = ?0 i (an cos( ) + b, sin (%nm)) , (1)

n=1

fliggvénysor adodik, ahol

1 [k m

an = Z/t:_L f(¢) cos (Znt) dt, n=0,1,2... (2a)
1 [k T

b, = 7 /t:_L f(t)sin (Znt> dt, n=123... (2b)

Lathato, hogy ha L — oo, akkor az kifejtésben szerepls w, = 7+ kor-
frekvenciak egyre stirtisddnek, Aw = wy, 11 — w, = T tévolsaguk nulldhoz tart.

Most legyen f tetszoleges intervallumon Riemann-integralhat6, R-en abszo-
lat integralhato fiiggvény (azaz f (z)|dz < o), melyrsl feltesszitk még,
hogy tetsz6leges L > O-ra a [—L, L] 1ntervallumon f=0. Az sorfejtésbe be-
irva a egytitthatokat, majd felhasznalva a cos o cos f+sin asin 8 = cos(a—/3)
azonossagot, az

f(z) = % /t:_L )dt + — Z /__L cos % (t— x)) dt

nl\/_ ~—~

Wn

kifejezés adodik. Az L — oo esetén az elsé tag nulldhoz tart. A méasodik tag az

L
w % /tsz f(t) cos (w(t —z)) dt

fiiggvény (improprius) Riemann-integraljanak az w, = %* osztoponti kozelits
Osszege. Az L — oo hatéaresetben a kozelits Gsszeget (forméalisan) az integrallal

helyettesitve az

o =2 [T ([T e e-n)a) a g

™ =0 =—00



formula adodik.

Innen két tton is érdemes tovabbhaladni. Egyrészt, Gjra alkalmazva (fordi-
tott irdnyban) a cos (w(t — )) = cos(wt) cos(wz) + sin(wt) sin(wz) trigonomet-
rikus Osszefiiggést,

flz) = /O_OO (aw cos(wz) + by, sin(wz)) dw

adodik, ahol

a, =+ / T feoswtdt, by = / T () sin(wt) dt.

T Jie—oo T Jie— oo

Ez jol lathatoan az és formulak ,folytonos” megfelelGje.
Masrészt, vegyiik észre, hogy cos (w(t — x)) péros, sin (w(t — ;z:)) pedig pa-
ratlan fliggvénye w-nak, tehat

t@ =5 [~ ([ s0cs@i-m)a)as @)

27 Jum oo \ =
0= % :_OOO (/:ooo f(t)sin (w(t — z)) dt) dw. (4b)

(A egyenletben w-ra a [0, oo] intervallum helyett [—o0, co]-re integraltunk,
és az eredményt osztottuk 2-vel.)

A egyenletbdl kivonva a egyenlet i-szeresét, egyszert atalakités
utan azt kapjuk, hogy

o) = % /w O_o_ooeiwr( /:ooe—iwt £ dt) dw. 5)

Ez a Fourier-féle integrdlformula komplex alakja.

Hangsulyozzuk, hogy a fentiek nem tekinthet6k matematikai levezetésnek,
csupéan formalis atalakitasoknak. Ugyanakkor igazolhatd, hogy a fenti formula
valéban érvényes egy jol definidlhato, tag fiiggvényosztalyra.

3. A Fourier-transzforméacio

Az formula motivalja a Fourier-transzformécionak és inverzének a kévetkezs

1. Definicié. Legyen az f fligguény abszolit integrdlhaté. Ekkor az F Frourier-
transzformaltja:

Fw) =Fw) = [ et (©
t=—00
Az F fiigguény inverz Fourier-transzformaltja:
—1 1 > iwt
FUR® = 5 / ¢! (1) du. (M)



Az (5) formula alapjan F~1[F[f]] = F1[F] = f.

Megjegyezziik, hogy az irodalomban taladlkozhatunk olyan definiciokkal is,
amelyek a fentit6l két ponton is eltérhetnek. Egyrészt, bizonyos szerzék a
Fourier-transzformacioban szerepeltetik az e“? szorzot és az inverz transzfor-
macioban ennek konjugaltjat. Mésrészt, egyes helyeken a Fourier-transzformé-
cidbban szerepel az integral el6tt az % szorzO, megint més helyeken mindkét
irdnyua transzformacionél \/% szorzot alkalmaznak. Mi az (1| definiciéban rogzi-
tett konvencidkat alkalmazzuk.

A Fourier-transzforméciot a legtobbszor agy interpretaljuk, hogy az f(t) egy
idotol fliges jel, F'(w) pedig a jelben levd w korfrekvenci4jiu komponens komplex

amplitiudodja.

2. Tétel. Legyen [ abszolit integrdlhato figgvény (azaz ffooo |f(z)]dz < o),
és legyen F a Fourier-transzformdltja. Ekkor F (a) korldtos; (b) folytonos; és
(¢) limy 100 F(w) = 0.

Bizonyitds.

(a)
pel=| [T e

< / T e | 1) de =

=—00

1

= [ e <o

—0o0

(Az els6 becslésnél felhasznaltuk, hogy a valosban egyszertien igazolhatd | Ik g‘ <
[ lg| allitas komplex értéki g fiiggvényekre is igaz.)

(b) Legyen w; < ws, w = “F2 és Aw := wy — wy. Ekkor wy = w + $Aw,
W =w— %Aw, és az I Fourier-transzformalt megvaltozasa:

|AF| = |F(w2) — F(w1)| = / (e7i2® —e7r®)  f(a)da| <
efiwz(efl%x _ el%l‘)
—_———
—2isin(%m)
—Q oo Q
A
< 2/ |f(:v)|dx+2/ |f(x)|dx+2/ ‘sin (7%) ] |f (@) dz <
oo 0 —Q. )
<e <e < 10Aw
§4€+QAM/ |f(z)|dx < 5e,

— 0, ha Aw—=0

ha tesz6leges € > 0 esetén Aw elegend@en kicsiny. (Mivel f abszolat integralha-
t0, tetszdleges € > 0 esetén talalunk alkalmas () értéket, amelyre az els6 két
becslés helyes. Ezutan rogzitett 2 mellett valasztunk egy kellGen kicsiny Aw
értéket, amelyre a harmadik becslés is helyes.)
Ezzel igazoltuk, hogy az F' Fourier-transzformalt fliggvény folytonos.

(¢) Nem bizonyitjuk.
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1. &bra. Az s(x) egységnyi négyszogimpulzus és S(w) = Zsin(%) Fourier-
transzformaéltja.

Megjegyezziik, hogy a tétel (]ED és allitasabol kovetkezik az @ allitas.

3. Példa. Hatdrozzuk meg az

1, halz| <3,
s(z) = H
0, halz|> 3,

wnégyszogimpulzus” Fourier-transzformdltjat!

Megoldds. A Fourier-transzformécio soran az integralast csak a [— %, %] in-

tervallumra kell elvégezni, mert ezen kiviil s nulla. A komplex exponencialis
fliggvényt az Euler-formulaval alakitsuk at, és vegyiik észre, hogy a képzetes
rész integralja nulla, mert a szinusz fiiggvény paratlan:

=L w [ e Za(2). o

2
2 cos(wz)—isin(wz)

Az s négyszogimpulzusnak és S = F|[s| Fourier-transzformaltjanak grafikon-
ja az[I] abran lathato. O

4. Példa. Hatdrozzuk meg az fy(x) = e 12l fiigguény Fourier-transzformadltjdt,
ahol v > 0!

Megoldds. A Fourier-transzformécioéban szerepld integralt bontsuk ketté a ne-
gativ félegyenesre, ahol |z| = —z, és a pozitiv félegyenesre, ahol || = . Ezutan
a negativ félegyenesen hajtsuk végre az y = —x valtozocserét, és vonjuk Ossze a
két integralt:

0 0
Flfyl(w) = / e T dr + / e W1 dg =
T=—00 =0
0 . e )
= / e“Ye W (—dy) + / e e dy =
Yy=00 z=0
oo X . oo
= / (e“’”” + ef“‘”)ef"ﬂ dz = 2/ cos(wz)e” " dz.
=0 x=0
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2. abra. Az fi(z) = e” 17l fiiggvény és Fy(w) = Ttw?

Fourier-transzformaltja.

A kapott integral kétszeri parciélis integralassal kaphaté meg:

oo : 0o _ oo
I,(w) :/ cos(wz)e " dx = [Me_”’x} ——fy/ sin(wz)e™ " dz =
0 w =0 w 0
0
Y —COS(OJLL') —yx o ,72 > —yx Y 72
= [Te v L;:o 2, cos(wz)e W dx = i EIW(W)’
“ I (w)
ahonnan I, (w) = ﬁ, tehat
2y
F =F = .
[f’Y](w) ’Y(w) 72 _|_w2
Az fi(x) = e 1l fiiggvénynek és Fy = F[fi] Fourier-transzformaltjanak
grafikonja a 2| abran lathato (y =1). O

5. Példa. Hatdrozzuk meg a gq(x) = e~ figguény (Gauss-gorbe) Fourier-
transzformdltjdt, ahol a > 0!

Megoldds. A Fourier-transzforméacioban vonjuk 6ssze a két exponencialis ténye-
zG6t, és alakitsunk teljes négyzetté a kitevGben:

= 2 w? e iw )2
Fgal(w) Z/ e M T dy = e_ﬁ/ e 2@ t50)" qy
— o0

—00

A tovabblépéshez komplex fiiggvénytani ismeretekre van sziikség. Az integran-
dus mindeniitt regularis, és x — +o0o esetén nullahoz tart, ezért Cauchy-tétele
alapjan a valos tengely helyett integrdlhatunk az y = —37 egyenes mentén is.

Ekkor azonban a ffooo e~ g Gauss-integralhoz jutunk, amirgl tudjuk, hogy
\/Z. Tehat a Fourier-transzformalt:

Flgal (@) = Galw) = \/Ze—zi,
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3. abra. Az a = 1,3, paraméterhez tartozo Gauss-gérbék (bal oldalon) és
Fourier-transzforméaltjuk (jobb oldalon).

1

5 esetén a Fourier-transzformécio egy ,sajatvektorat” kap-

Specialisan a =
juk:
w2

Flz e T](w) = V2me™ 7, azaz Flg1/2] = V2mgy /2.

A g1, g1/2 &s g1/4 fiiggvények valamint a G1, G5 és G4 Fourier-transzfor-
maltak a[3] abran lathatok. Megfigyelhets, hogy a szélesebb fiiggvény Fourier-
transzformaltja keskenyebb. O

6. Tétel. Legyen f és g két abszolut integralhato fliggvény, Fourier-transzfor-
maltjukat jelolje F' és G. Ekkor

Flaf + Bg] = aF + BG, (linearitds) (9a)

]-"[:c s f(%)} (w) =la| - F(aw),  (hasonldsdgi, vagy dilatdcids tétel)
(9b)
Flz e f(z —20)|(w) = e ™ F(w), (eltoldsi tétel) (9c)
Flz = % f(2)](w) = F(w —wo),  (moduldcids tétel), (9d)
Flz— 2" f(2)](w) = i"p™ (w), (differencidlds ,frekvencidban”), (9e)
]-'[f(")](w) = (iw)"F(w), (differencidlds ,iddében”). (91)

A fenti egyenletekben o, B,x9,wp € R, a # 0, n € N, és —ben valamint
—ben feltessziik, hogy a bal oldalon dllo Fourier-transzformdltak léteznek.

A tovabbiakban, ha explicit médon mast nem jeloliink, hallgatolagosan fel-
tessziik, hogy a Fourier-transzformacionak alavetett fliggvény fiiggetlen valto-
z6ja x, és a kicsit kortilményes Flz — zf(z)], Flz — f(x — x0)] tipusa jelolés
helyett a pongyola, de jol érthets Flxf(x)], F[f(z — x0)] jelolést hasznaljuk.

Bizonyitds.
A egyenlség az integral linearitdsabol kovetkezik.



A (9b)) igazolasahoz y = £ helyettesitést alkalmazunk:

A= [ a2

=—00

— sgn(a) / e f(y)ady = |a] - F(aw).
yzfoo

A sgn(a) tényezore azért van sziikség, mert ha a < 0, akkor az y valtozora vett
integralt forditott iranyban, +o0o-t6l —oo-ig kellene végezni.

A igazolasdhoz y = x — x( helyettesitést alkalmazunk:

Flf(x — xp)|(w) = /OO e W f(x — xg)da =

=—00

o I (LR ®)
Y=—00
A egyenlSség igazolasahoz az el“o% szorzot bevissziik az integralba:

o0

Jl__.[eingf(x)] _ eiwom/ efiwmf(m) dx =

Tr=—00

= /OO e W@z £y dp = F(w — wo).

=—0C

A egyenlGséget elGszor n = 1 esetén igazoljuk. Felhasznaljuk, hogy

% (e_i“” = —ize 7 ¢s hogy az w szerinti derivalas és az x szerinti integralas
felcserélhetGek:
o0
Flf@)@) = [ e afe)do
T=—00

> -d —iwzx S n'l
:L 1@(e ) f(z)dz = iF' ().

=—00
Az n > 1 esetben a fenti formulat n-szer alkalmazzuk.
A egyenlGséget is elGszor n = 1 esetén igazoljuk.
Mivel f’ is Fourier-transzformélhato, ezért [ |f'(z)|dz < oo, tehdt ha

a < b elegendGen nagyok, akkor ’f: f(z) dx’ = |f(b) — f(a)| tetszslegesen
kicsiny. Mivel f is hasonléan viselkedik, ezért lim,_,+, f(z) = 0.

Az f’ derivaltfiiggvény Fourier-transzformalasakor parcialis integralast haj-
tunk végre, és figyelembe vessziik, hogy a kiintegralt rész nulla:

P = [ e =

= [e*i“"’”f(x)};i_oo — / (—iw)e ™ f(z) dz = iwF(w).
Az n > 1 esetben a fenti formulat n-szer alkalmazzuk. O



Most a fliggvények kozott értelmezett konwvolicid miveletével ismerkediink
meg. A miivelet két fliggvényhez egy harmadik fliggvényt rendel, a kdvetkezs
modon.

7. Definicio. Legyen f €s g két, a teljes valds szamegyenesen értelmezett fiigg-

oo

(Feo)e)= [ raw—tar

formula értelmezi, feltéve, hogy az integrdl minden valds x-re létezik.
8. Lemma. A konvolicid kommutativ, azaz f xg =g * f.

Bizonyitds. A konvolucids integralban térjiink at a 7 = x — ¢ Gj valtozora:

[e ) —0Q0

o) = [ rwaw=tat= [ fa=riglr) (-ar) -

= [ == (gr D). 0

Lathato, hogy a konvoltcios integral mogotti szorzatban a két fliggvény argu-
mentumanak 6sszege megadja az eredmény fiiggetlen valtozojat, © = t+ (z —t).
Egy rogzitett x pontban a konvolucié értékét a

oo

(Fea@ = [ fa+ gt

integral alapjan ugy interpretalhatjuk, hogy az f fliggvény x korili f(z +t) ér-
tékeit a g(—t) sullyal Gsszegezziik. Maga az f * g fiiggvény f-nek a g(t) = g(—t)
stlyfiiggvénnyel valo ,atlagolasa”, ,kisimitasa”. (Természetesen a kommutativi-
tas miatt f és g szerepe folcserélhetd.)

9. Tétel. Konvolucid a Fourier-transzformdaltja a tényezdk Fourier-transzfor-
madltjdnak szorzata, azaz

Flf + gl = FIf1- Flgl,
feltéve, hogy a képletben szerepld integrdlok léteznek.

Bizonyitds. Irjuk ol az egyenléség bal oldalat, cseréljiik £l a konvoluciohoz és
a Fourier-transzforméciohoz tartozé integralas sorrendjét, majd a belss integ-
ralban térjiink at az x valtozorol az y = x — t valtozora. Ekkor a kettds integral
szétesik két fiiggetlen integral szorzatara:

[o (e [T swate—nar)as-
/:oo (f ®) / io_oo TTg(a — 1) dx) dt —
-/ (f ) /iooo e W g(y) dy) at =
([ o) ([ ) -

= Flfl(w) - Flgl(w). H

Flf *gl(w)
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4. dbra. Az R ellenéallasbol és C kapacitasi kondenzatorbdl felépitett alulét-
eresztd szlrd.

4. Alkalmazas

A Fourier-transzformécié egyik alkalmazasi teriilete linearis differencialegyenle-
tek megoldasa. Lattuk, hogy a Fourier-transzformécié a differencialast a fiig-
getlen valtozoval vald szorzasba ,viszi at”. Ez a tulajdonsag felhasznéalhato ar-
ra, hogy differencialegyenleteket Fourier-transzformalva algebrai egyenleteket
kapjunk a keresett fliggvény Fourier-transzformaltjara. Az algebrai egyenletet
megoldva, majd inverz Fourier-transzformaciot alkalmazva megkapjuk az erede-
ti differencialegyenlet egy partikularis megoldasat.

A Fourier-transzformacio sajatossagabol adodik, hogy ezzel a modszerrel azt
a partikularis megoldést kapjuk meg, amely a +oo-ben nulldhoz tart.

A modszert egy elektronikai példan, az R ellenéllasbol és C' kondenzatorbol
kialakitott alulatereszt6 szlir§ vizsgalatan keresztiil mutatjuk be abra).

Feladatunk az, hogy az ismert Upe(t) bemenetre adott fesziiltségjel segitsé-
gével meghatarozzuk a kimeneten megjelens Uy;(t) fesziiltségjelet. Feltessziik,
hogy mindkét jel ,impulzusszerd’, azaz a t — +oo hataresetben lecsengenek, és
a kondenzator toltése is nulla a ¢ — +o0o hataresetben.

Ohm-torvénye alapjan az R ellenallason a t id6pillanatban folyo I(t) aram:

B Ube(t) — Uki(t)

() = =

Ez az aram tolti a kondenzatort, aminek igy a toltése a t idépillanatban:

t t
Upe(T) — Ui
Q) = / I(r)dr = / M dr = CU,(?).
(Felhasznaltuk, hogy Q(—oc) = 0 valamint, hogy a kondenzator fesziiltsége,
toltése és kapacitésa kozott érvényes a C' = % Osszefiiggeés.)
Az utolso Osszefiiggést differencialva, és alkalmazva az integralfiiggvény de-
rivaltjarol szolo tételt, rendezés utan az

. 1 1

Ukl(t) - RCUbe(t) RC
els6rendt, linearis, inhomogén, allando egyiitthatos differencidlegyenletre ju-
tunk.

Ismert Uye bemeneti jel esetén az egyenletet meg tudjuk oldani. Most a
Fourier-transzformacio segitségével, altalanos bemend jel mellett oldjuk meg az
egyenletet. Vegyiik a egyenlet Fourier-transzformaéltjat, és hasznaljuk fel,
hogy fliggvény derivaltjanak transzformaéltja a fiiggvény transzforméaltjanak iw-
szorosa! Azt kapjuk, hogy

Uki(t) (10)

1 1

iwF[Uki](w) = ﬁf[ch](w) - @}'[Uki](w)’

10
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5. abra. Az alulatereszté sziir6 karakterisztikaja. A bal oldalon az A teljesit-
mény-csillapitas lathaté az x = = dimenziotlan frekvencia fliggvényében. A
jobb oldalon ugyanez kétszer logaritmikus skaldn van abrazolva; a csillapitas
decibellben, a frekvencia oktavban lathatoé.

ahonnan

U = F-1 {}—[ch](w)}

1+ iwRC (11)

Lathato, hogy a Fourier-transzformacio segitségével a differencialegyenlet algeb-
rai probléméava egyszertisodott.
Hangstlyozzuk, hogy nem az altaldnos megoldasa a egyenletnek,
hanem az Uy;(—o00) = 0 kezdeti feltételhez tartozod partikularis megoldasa.
Erdemes kiszamolni, hogy az dramkér adott w korfrekvencian mennyire csil-
lapitja a teljesitményt (ami a fesziiltség abszolat négyzetével aranyos):
2 1
- 1+ (wRO)?’

Alw) = ’]:[Uki](w)

FlUbe)(w)

Lathato, hogy lim, o+ A(w) =1 és lim,_,c0 A(w) = 0, tehat az dramkor valo-

ban az alacsony frekvenciaju komponenseket engedi at. Az A(wp) = % egyen-
lettel definialt kiiszobfrekvencia: wg = RI—C

Be szokas vezetni az r = w% dimenziétlan frekvenciat, valamint a 8 =

20dB - 1g(A) logaritmikus csillapitast és a & = logy(x) logaritmikus frekvenciat

(oktav). Az 5| abra ezekkel a mennyiségekkel mutatja az alulatereszts sziirg

atviteli karakterisztikajat. Nagy frekvencidkon a csillapitas kozel 12 decibell

oktavonként.

: 1
" |14 iwRC

5. Feladatok

A * jel arra utal, hogy a feladat nehéz, a normal gyakorlatnak nem anyaga.

1. Legyen az f fuggvény 2L szerint periodikus (L > 1), és a [—L, L] interval-

lumon
1, halz| <1,
Fla) = =
0 egyébként.
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(a) Hatarozzuk meg f Fourier-sorat! Hogyan valtozik a Fourier-sor az
L — oo hataresetben?

(b*) Hogyan kaphat6 meg a Fourier-sorbdl a négyszogimpulzus Fourier-
transzformaltja?

2. Vezessiik be a kovetkezd fliggvény-transzformaciokat:

(tnf)(z) == f(x + h) eltolas (h € R),
(vof)(z) == e f(x) modulécio (2 € R),
(0af)(z) := f(az) dilatacio (a € R).

(a) Fejezziik be a kovetkezs egyenlGségeket ugy, hogy a jobboldalon az
F = F[f] Fourier-transzformalt fiiggvényt tartalmazo kifejezés alljon!

(i) Flmfl=? (i) Flraf]=? (iii)  Floaf] =7

(b) Fejezziik be a kovetkezs egyenlSségeket tigy, hogy a jobboldalon az
f = F[F] inverz Fourier-transzformalt fiiggvényt tartalmazé kife-
jezés alljon!

() FlUmF]l=? (i) F 'lvoF]=? (i) F '[0,F]=?

(¢*) Hogyan ,kommutalnak” a 75, vq és d, operatorok egyméassal?

3. Az F[f] = F fluggvény segitségével fejezziik ki a kovetkezs fliggvények
Fourier-transzformaltjat!
(a) f(2z—3), (b) f(2(z-3)),
(c) (2*f(32))", (d) 2 f"(x - 3).

4. Jelolje f(z) az xo — % ponttdl az xg + % pontig terjedd, a > 0 magas-
sagi, b > 0 szélességl négyszogimpulzust! Hatarozzuk meg f Fourier-
transzformaltjat! Hogyan véltozik a Fourier-transzformalt az z¢, a illetve
b paraméterek valtoztatasakor?

5. Hatéarozzuk meg a kovetkezé fiiggvények Fourier-transzformaltjat!
1, haze(0,1),

(b) f(z)=4{-1, haze(-1,0),
0 egyébként,

z, haz€][0,1],
0 egyébként,

(©) ﬂmz{jﬁ EEY @ fw) = e,
~ )1, halz|€[2,3],
) Jle)= {O egyébként.

6. Legyen s az origb6 kozéppontid, egységnyi magas, egységnyi széles négy-
szogimpulzus! Az egyenl&ség mindkét oldalanak kiszamolasaval igazoljuk,
hogy Fls * s] = (}'[s])2!

12



7. Tudjuk, hogy
22 w?2
Flx—e 7](w) =V2me™ 7.
(a) Mi a Fourier-transzformaltja f(z) = 3¢~2(==3)"_nek?
(b) Mi a Fourier-transzformaltja g(z) = e~ +2_pek?

(¢) Minek a Fourier-transzformaltja H(w) = 3e~2==3)%?

8. Tudjuk, hogy

Lz 2
Flx—e I ‘}(w) = Trot
(a) Mi a Fourier-transzformaltja f(x) = e~13*=6l_nak?
3
(b) Minek a Fourier-transzformaltja G(w) = m?

6. Megoldasok, végeredmények

Emlékeztetiink arra a megallapodasra, hogy — ha nincs méasképp jelolve, akkor
— az x valtozot tekintjik a Fourier-transzformalandé fiiggvény fliggetlen vélto-
z6janak, és példaul az f(r) = 22 fiiggvény Fourier-transzformaltjat F[f] vagy
Flz +— 2?] helyett egyszertien F[z?]-tel jeldljiik.

1. Megoldas. (a) A formuldkat alkalmazva megkapjuk a Fourier-e-
gytutthatokat:

1t 1 [z 1
ag = — f(:c)dxzz/2 dxzz,

anzi/L (x)cos(%x) de’ZZ/%COS(TZTSC)d.’L‘:
0

_L%/_/
paros
2 nm
= (or)

@()_i+wl: (@) (@ ) (12)
x _2L o Sin oL COs I xX ).
ULV N <
28w wn /2 wn,

TwWn

Az L — oo hataresetben a konstans tag eltiinik, és a kifejtéshez hasznalt w,, =
7 frekvenciék egyre stirtibben helyezkednek el.
(b*) A Gsszegben egy [0,00) intervallumra felirt, w, = " osztopont,
Aw = T egyenkozi integral-kozelitéosszeget ismerhetiink fel, amit az L — oo
hatéaresetben az (improprius) integrallal helyettesitiink:

2 (™1

O(x) = 7/0 — sin (%) cos(wz) dw.

m w

13



Most hasznaljuk fel, hogy az integrandus paros, igy vehetjiik a teljes inter-
vallumon vett integral felét. Tovabba ffooo Sm(wﬂsin(wx) dw = 0, hiszen az
integrandus paratlan. Igy

O(x) = 1 /OO 1 sin (%)(cos(wx) +isin(wz) ) dw = F! [% sin (%)}

T ) oo W

eiwz

Tehat az L — oo hataresetben a Fourier-sorfejtésbdl a fenti médon megkapjuk

az egységnyi négyszogimpulzus Fourier-transzformaltjat (3} példa, egyenlet).
2. Megoldas. A feladat elsd két pontja lényegében a[f] tétel egy-egy pont-

janak atfogalmazasa.

(a) (1) Az y = x + h helyettesitést hajtjuk végre:

Flrnfl(w) = / e e+ h)de= [ e WM f(y)dy =
M eiwhg—iwy
— () = (1 F) (W),
tehat | Flry f] = v F[f] |
(ii) A két exponencialis szorzot 6sszevonjuk:
Flafiw) = [ 16 fa)do = Flo - ) = (m-aF)@)

e—i(w—Q)z

tehat ’f[l/fzf] =7 _oF|f] ‘

(iii) A [6l tétel egyenldsége alapjan | F[o, f](w) = ﬁél/a}"[f] .
(b) Az el6z6 részhez hasonloan szamolunk. A kovetkezd eredmények adodnak:
() |7 ] = v F ]
(i) |7 paf] = aF (/]

(i) | F1 00 f1(w) = =i81/uF L [f]|

|al

)

X

(c*) Ebben a részben arra vilagitunk ra, hogy egy fliggvény transzformalasa-
kor az eltolas, modulacio illetve dilatacié (skalazas) sorrendje nagyon fontos.
Feladatmegoldasnal jol meg kell gondolnunk ezen transzforméciok sorrendjét.

(i) (mvaf)(@) = (vaf)(@+h) = TN f@+h) = el (n,f)(z) =
e (vom f)(z), tehat ’ Thrg = e Mgy, |
(i) (Thdaf)(2) = (0af)(x + h) = f(a(z + h)) = faz + ah) = (Tanf)(az) =
(6aTanf)(x), tehét .
(iii) (vodaf)(x) = € (0uf)() = €2 f(az) = (vasuf)(az) = (Baveyaf)(x),

3. Megoldas. Az elz6 feladatban illetve a[f] tételben megismert szabalyo-
kat alkalmazzuk. Ugyeljiink a transzforméciok helyes sorrendjére!
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(a) Az zx— f(22-3) figgvényt az f fliggvénybdl tgy kapjuk, hogy f grafikonjat
eldszor eltoljuk 3-mal jobbra, majd ezutin az x tengelyt egy kettes faktorral
atskdlazzuk, tehat f(2z — 3) = (S27_3f)(7). Igy

1 .o 1 3.

s -3 - i -91(3) - O (3) - o ()

(b) Most a transzforméciok sorrendje forditott: f(2(x — 3)) = (1_302f)(z)!
Tehat

Flr (= 3)] @) = = Freaw) = e r(%).

(c) A legkiilss transzformacio a derivélés; el6szor erre alkalmazzuk a (9f) sza-
balyt. Ezutan az x2-tel valé szorzasra alkalmazzuk a Osszefiiggést. Végiil
felhasznaljuk a skalazasi szabalyt:

2
F(@£32)) ] () = (iw)*F[2*/(32)] () = —w2i2%f[f<3x>1<w> =

o5 (5) = 5 )

(d) Az eddig megismert szabalyokat alkalmazzuk itt is, csak méas sorrendben:

3
Fla® (e~ 3)) @) = - FIf (o~ 3)w) =
3 3
= —i%((iw)Q}'[f(x - 3)](0.))) = i% (w?e ¥ F(w)).

4. Megoldas. Kétféleképpen oldhatjuk meg a feladatot. Vagy a [3| pél-
daban megismert egységnyi négyszogimpulzust transzforméljuk a2} feladatban
szerepld transzformaciokkal, vagy kozvetleniil a Fourier-transzformacio a @ de-
finicidja alapjan szamolunk.

Az els6 utat kovetjiik. Az s egységnyi négyszégimpulzusboél az f négyszogjel
agy kaphaté meg, hogy el6szor %—Vel dilatalunk, majd zg-al jobbra tolunk és
végiil a-val megszorozzuk a fliggvényt, tehat

f=a i, f@)=a-s(*572).

Igy f Fourier-transzformaltja:

FUfw) = a- F[s(F52)] @) = ae 0 F [s(3) ] (@) =

= abe 9% Fls(x)](bw) = abefi“’z[’% sin (l%w) = i—ae*i“’“"o sin (%)
Lathato, hogy a a Fourier-transzformalt magassagat szabalyozza, xy modulal-
ja az eredményt, b pedig az = tengelyt skaldzza. Minél szélesebb az eredeti
négyszogjel, annal stiriibb a Fourier-transzformalt.
5. Megoldas. A Fourier-transzformaltak most is vagy kézvetleniil az (1] de-
finicio (@ képletével szamolhatok ki, vagy mar ismert Fourier-transzformaltak-
bol aff] tétel illetve a2 feladat osszefiiggéseivel kaphatok meg.
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(a) Szamoljunk a definicioval! Egy parcialis integralast kell végrehajtanunk.

oo ) 1 ) e—lwr 11 1 e lwz
Flflw) = / e W f(x)da = / e rdx = [ - x] —/ — dz =
oo 0 —iw le=0 Jy —lw
_ je—iw |: e—iwm :|1 B le—iw e—iw 1
W (—iw)2la=0  w w2 w?

(b) Most szamoljunk a szabalyokkal, és hasznéljuk fel, hogy ismerjiik az s
egységnyi négyszogimpulzus Fourier-transzformaltjat példa)! Lathato, hogy
f = (7_1/2 — 7'1/2)8, tehét

iw 4i . 9 w
—e?)Fls](w) = —— sin (5)

w

(c) A definici6 alapjan dolgozunk:

Flfl(w) = / e e dy = / e~ (Wt qg —

0 0
[e—(iwﬂﬂ } P 1 1—iw

:1' —_— = - = —
e | Swr 1)), , 1+iw 1+

P—oo

(d) A feladat megoldasat a [4l példa szerint szamolhatjuk, v = 1 mellett. Azt
kapjuk, hogy:

Fle @) =

(e) Most is az s egységnyi négyszogimpulzus eltoltjaibol kaphaté meg az f
fiigggvény, f = (75/2 + 7_s5/2)s, igy

Flfl(w) = ]—'[s(m—i— g)}(w) +}'{s<x — 5)}
= (e%i‘“ + e_%i“’)]—'[s](a}) = 4 cos (57&}) sin (%)

w

6. Megoldas. Legyen f = s x s, azaz

oo 1/2 - .
f(x):/ S(t)s(xft)dt:/ S(zt)dt{ +1, haze[-1,0],

— 00 —1/2N—~— 1—;13‘, haxE[O,l].
s(t—x)

Az f Fourier-transzforméltjat parcialis integralassal kaphatjuk meg:

0 1
]—"[f](w)z/ e*iwz(1+x)dx+/0 =T (1 _ 3) dg =

-1

o e I e i o e
i/w —i/w
il [, - = G ) =i

—_———
(ew—D)fw?  (1memie)/w?

Az s egységnyi négyszogimpulzus Fourier-transzformaéltjat a [3] példaban sza-
moltuk ki.
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7. Megoldas. A feladatban megadott Fourier-transzformaltat az [5] példa-
ban szamoltuk ki. A megoldashoz az ismert transzformacios szabalyokat alkal-
mazzuk.

(a) Elsszor a kitevot alakitjuk at: —2(z — 3)% = —M. Ezutan alkalmaz-
zuk a mar jol ismert transzformacios szabalyokat:

Flfl(w) = 3F[e*%}

(b) A kitevét teljes négyzetté alakitjuk:

2?42 =—(r—1)24+1=—"" "2 11

Ezt felhasznalva g Fourier-transzformaéltja:

(w)y=e- e*i“]-'[e* g }(w) = elfi“’\/%e*%.

Flgl(w) = ef[efw}

(c) A feladatot a feladathoz hasonl6an oldjuk meg. Vigyézzunk az inverz
Fourier-transzformacioé és a Fourier-transzformécio kozti kiillonbségekre!

_ (2w)?

h(x) = F'[H](z) = 3F ! [e (z) = 3e®* F~! [e 2 ](gc) =

3 Bz 1] —2](% 3 3w 22
= —e”"F [e z } (7) = e’fe”E .
2 2 2v/2m

8. Megoldas. A feladatban megadott Fourier-transzformaltat a [ példa-
ban szamoltuk ki.
(a) Elgszor a dilatacioés formulét, aztan az eltolasra érvényes formulat
alkalmazzuk:

_ (2<w—3>>2}
2

Flfl(w) = Fle B0 (w) = %}'[e*\wfﬁl] (%) — %efﬁiw/?,}—[efm] (%) _

e—21w 2 6e—21w

3 14_(%)2 T 9tw?

(b) A nevezében teljes négyzetté alakitunk, és a feladatban levezetett
Osszefliggéseket alkalmazzuk:

o) = 760 = F [ ) @ = 57 (+§ =
- 5 )@ = 1 [ e = e
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