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1. fejezet

Kozonséges differencialegyenletek

1.1. Bevezetd

Néhéany egyszert példa az alapfogalmak megértéséhez:

1.1.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy
y=e" /et2 dt + 3¢€”

0
megoldésa az aldbbi differencidlegyenletnek!
y/ —y = ex+x2

Megoldds:

(Ez egy elstrendii differencidlegyenlet. Azt, hogy a fiiggvény megoldasa a differenciél-
egyenletnek, mondjuk ugy is, hogy kielégiti a differencialegyenletet.)

A megadott fiiggvény derivalhato, mert derivalhato fiiggvények Osszetétele. (Felhivjuk
a figyelmet az integralfiiggvényre, emlékezziink az integralszamitas I1. alaptételére is, az

integrandusz folytonos!)

x T / x

y/:(ex)/'/etht—i-em- /etgdt +(36"’3)':(327~/et2dt—i—ex-e%2 + 3e”
0 0 0

Behelyettesitve a differencidlegyenlet bal oldalaba y-t és 3 -6t:
/ AT x? _ x+a?
Yy —y=¢€e"-e" =e
Tehat valoban a jobb oldalt kaptuk. [



1.1.2. Feladat.
y// _ e—3z + 27

a) Adjuk meg a differencidlegyenlet altalanos megoldasat!

b) Adjuk meg azt a partikularis megoldast, mely eleget tesz az alabbi kezdeti feltéte-
leknek!
y(0) =1, y(0) =2

Megoldds: 1
a) A differencidlegyenletbsl: ' = —3 e 3 + 12 4+ Oy

1 3
Ebbél az altalanos megoldas: y = 9 e 37 % +Cix+Cy, C1,05€R

b) y(0) =1 : a megoldasban x helyére 0-at, y helyére 1-et helyettesitve:

1 8
l=—+0C;, = Cy=—
9+ 2 2<%

y'(0) =2 : az y -re kapott egyenletben elvégezve a helyettesitést

(x=0, ¢y =2)

1 7
2=—+4+0C, = (O =<

5 T 173

Igy a keresett partikularis megoldas:
57 8

Lo @ +5r+
== —_— —_— —x J—
Y79 3 73Ty

1.2. Szétvalaszthat6 valtozoju differencialegyenletek

1.2.1. Feladat. Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet!

/

y = = W y#0

&
Y



Megoldds:

a2
% g N 3y [L‘e2x
dx Y
— /Lgygdy = /xe% dx
o
—_— —_—

1 3,2 parcialis integralas
6 6y e dy

Igy a megoldas:

_3y2:£ 21_1 2 C CER

5 e 5 e 1 e + 0,

Nem kell eréltetni az y-ra valo kifejezést. De, ha kifejezziik, akkor ne felejtsiik el a =4 -t!
Adott y(xg) = yo kezdeti érték probléma megoldasanal természetesen csak az egyik

elGjel szerepel majd, hiszen a megoldas egyértelmi, mert yo > 0, vagy yo < 0. [

1.2.2. Feladat.

Yy
a) Oldja meg a differencialegyenletet!

b) Oldja meg az y(1) = 2, y(1) = 3 , illetve az y(—1) = —3 kezdeti érték
problémakat!

Megoldads:
a) y =2 megoldas (1.1 abra). (Persze az > 0, vagy x < 0 része!)

1
/L dy:/—da:
y—2 x
—
1+.25

Ha y #2 :

Innen a megoldas:

y+2Injy—2| =lnlz|+C -



<

B R el

1.1. abra. (1.2.2 feladathoz.) Az y = 2 megoldas, valamint a nevzé zérushelyei (x # 0,
y # 0) hat téglalapra osztjak a sikot. Ezeken a tartoményokon beliil a kezdeti érték
problémak egyértelmtien megldhatok.

Az 1.1 abra azokat a tartoményokat mutatja, ahol a kezdeti érték probléma egyértel-
miien megoldhato.

b) A partikularis megoldasok:
y(l)y=2: y=2

y(1) =3 :
342Inl=m1+C = (=3, tehat a megoldas:
y+2In(y—2) =lnx+3

y(—1)=-3 :
—3+2Inb=hl1+C = C=-3+2Inb5, tehat a megoldas:
y+2In(2—y) = In(—z) —3+21Inb

Figyelje meg, hogyan hagytuk el az abszolit érték jeleket!

1.2.3. Feladat. Oldjuk meg az alabbi differencialegyenletet!

e T
(x—=1)(z+5)’

x#1, x#-5



Megoldds:

1 1
/ wr2is Y :/ RIS

Y+ 2

1
£ barctg=—=— = = (In|z — 1| —=Injz+5|) + C

1
N

1.2.4. Feladat. A radium bomlasi sebessége aranyos a pillanatnyi radiummennyiség-

gel.
Tudjuk, hogy a radium felezési ideje 1600 év.
A kiindulasi anyag mennyiségének hany szazaléka bomlik fel 100 év alatt?

Megoldds:
Jeloljik R(t)-vel a radium mennyiségét a ¢ idépontban, k-val az aranyossagi tényezot
(pozitivnak vélasztjuk).

A kapott differencidlegyenlet:
dR

7 - k R
(A negativ el6jel mutatja, hogy a bomlas kovetkeztében a radium mennyisége csokken.)
A szétvalaszthatd valtozodju differencidlegyenlet megoldasa:
R = C ekt
Ha a ¢t = 0 id6pontban a kiindulési anyag mennyisége Ry, tehat az R(0) = Ry kezdeti

érték problémank van:

R():C'e_k'o — O:Ro

Tehat a keresett partikularis megoldas: R = Rye %!,

Mivel ismerjiik a felezési id6t, meghatarozhato a k aranyossagi tényezd:
1 In2
“Ry = Rye #1600  — | = =
2 0 1600

Tehét a rddium mennyisége az id§ fliggvényében:

In2

R(t) = RO e_Wt



Igy a 100 év mulva megmaradt mennyiség:

In 2
- R(100
R(100) = Rye 16 = Rye "0 — <R ) _ oo _ 0,958
0
Vagyis 95,8 %, tehat az eredeti mennyiség 4,2 %- a bomlott el. n

1.2.5. Feladat. Oldja meg az aldbbi differencidlegyenletet!

y = Bz —1)° (y° — 4y)

Megoldas:
y=0 ¢és y =4 megoldas. Egyébként:

/mdy:/(}}x—l)‘r’ dx

1 1 (3z—1)°
- (=1 Inly—4) = = > —~ | ¢
4( n |yl 4 In |y — 4[) 3 5 +

Keresse meg az y(0) = 2, illetve az y(0) = 4 kezdeti feltételeket kielégits megoldasokat!

]
1.2.6. Feladat. Oldja meg az alabbi differencialegyenletet!
y = (S:E—z z (222 +1)°
Megoldads:
y=0 megoldas. Ha y #0:
/ il_gy/ dy = / z(22° +1)° da
1n|shy|:%L7+1)7+C ]



1.2.7. Feladat. Oldja meg az aldbbi kezdeti érték problémakat!

y = (ctgy) In(z —2), y(3)=x/3, illetve y(3) =n/2

Megoldas:
x>2, y#km

y= T + k7w megoldas. Egyébként:

2
/ it dy:/ln(as—Q) dx
cosy
—— —~ .
f'/f alaka parcialis integralés
—In|cosyl = x In(x—2) — 2z —2In(x—2) + C
y(3)=m/3: ... C=3+In2, igy
—In(cosy) =z In(z—2) —x —2In(z—2) + 3+In2,
ye(O,z> és > 2
2
m
y(3)=m/2 : =3 x > 2 része

1.2.8. Feladat. Oldja meg az aldbbi differencidlegyenletet!

/ 2y +3
y =
)

2xe 4" | y#0

Megoldds:

Y _ — 42
/ W13 dy —/ 2r e dx
——

fref
/s

1 4y 1 2
- dy = —~ —4-2xe*d
4 / 22 +3 Y 4/ ve o




1 1 e
1 In (2y° +3) = — e+ O

Vagyis
2

In(2y*+3) = —e* + C
1.2.1. Gyakorlo feladatok

1.2.9. Feladat. Oldja meg az aldbbi differencidlegyenletet!

y = (y+3)* arcsinz, lz] <1

Megoldas:
y=-3, |z <1 része megoldas. Ha y # —3:

1
/mdy:/l-arcsinx dx
Y

Jobb oldalon: parcialis integralas (v’ =1 ,v = arcsinx)

3)t 1 V1—2a?
%zxarcsinx%—ﬁ%#—c
2

1.2.10. Feladat. Oldja meg az alabbi differencidlegyenletet!

;Y3
TR

2x arctg 2x

Megoldas:

241
/yzi?) dy—/Zx arctg 2x dz
(Y

10



Bal oldal: racionélis tortfiiggvény, de altort.
Jobb oldal: parcialis integralds (v’ = 2z ,v = arctg 2x)

)
arctg —
2 1 to 2
VB 2 retgor <I_w) Lo

VT3 T 2 2
V3
1.2.11. Feladat.
' (2y* — 8) azctgm oy £0
y (14 22?)
a) Hatéarozza meg az zo =0, yo = —1 ponton athalad6é megoldast!
b) Hatarozza meg az zq =0, yo = —2 ponton athalad6é megoldast!

Megoldas:
y = £2 megoldas. Ha |y| #2 :

1 4y 1
1 / 57 —8 dy :/ T arctgx dx
—— —

I'/f et
1 tg?
= Z—lln|2y2—8|:ar62g$—l—(], CeR

1
a) y(0) = —1 : behelyettesitéssel: C = 1 In6

arctg?z 1
— In6 <0
5 T mb, Y

1
1 In|2y* — 8] =

11



1.2.12. Feladat. Oldja meg az alabbi differencidlegyenletet!

g = v=9
x2+25

Megoldds:
n
1.2.13. Feladat. Oldja meg az alabbi differencidlegyenletet!
y =y (n’y) mz, 2>0, y>0
Megoldas:
n

1.2.14. Feladat. Irjuk fel azoknak az els6 negyedbe es6 sikgérbéknek az egyenletét,
melyekre teljesiil,hogy barmely pontjaban hiizott érint&jének a koordindtatengelyek ko-

z0Ott1 szakaszat az érintési pont felezi.

Megoldds:

1.3. Linearis elsérendii differencialegyenlet

Mint tudjuk az eladasrol:

Yie = Y + Yip, Ym : szétvalaszthato valtozoju, s, : allando varidlaséval

A homogén egyenlet megoldasanal nem alkalmazhato a képlet, minden esetben végig kell
csinalni az alabbi két példaban mutatott modszerek valamelyikével.

12



1.3.1. Feladat. Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet!

_ =6 0)=14
Y~ mya ¥ =67, y(0)
Megoldads:
Yia = YH + Yip
x dy x

H): I — =0 - == =0 1d4
(H) J x2+4y — dx x2+4y’ Y Hiesoidas
Hay #0:

dy 1 / 2z
— = = dx
Yy 2 ) 22+4

1 i
— Inly| = 5 In(z244)+C, = |y| = & enve'H
— oy =4 Va2 4 illetvey=0
Tehat a homogén egyenlet altalanos megoldéasa:
Yuaw = C Va2 +4, CeR
Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasanak keresése:
1
=c(x)Vr2+4, = () Va2 +4 + () ——— 27
= o) = )V @) 5
Behelyettesitve (I)-be:
6
c’(x):ﬁ = c(m):3/2:c~(x2—|—4)1/2d:1:':6\/:c2+4+K
x

Mivel egyetlen y, megoldast keresiink, K = 0 vélaszthato, igy
yp =6 (2?2 +4).

Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa:

yraw = C Va2 +4 + 6 (2 +4) (CeR)
Az y(0)=4 kezdetiérték probléma megoldésa:

4=0C-2+24 = C=-10 = y=-10Va2+4+ 6(2*+4)

13



1.3.2. Feladat.

a) Altalanos megoldas?
b) y(1) =3 kezdeti feltételt kielégits megoldas?

c) y(—e) =3e? kezdeti feltételt kielégité megoldas?

Megoldds:
a) Minden olyan tartomanyban, melyben x # 0 a differencidlegyenlet egyértelmiien meg-
oldhato.
dy 2

2
H): ——y=0 = —=-
(H) V= 2
Az elsadasbol tudjuk, hogy ypay = C - Y(x) alaka, ahol Y a homogén egyenlet
egy megoldésa, mely seholse nulla. Ezt kihasznalva a megoldéas kevesebb munkéaval is
megkaphato.

d 2
/—y:/—dx — lhy=2Iz, gy y=2a> (Y =2?)
y x

Tehat a homogén egyenlet altalanos megoldésa:

yaw = Ca?*, CeR
Kérdés:
Y(x) = 2? vesz fel 0 értéket, marpedig a bizonyitasban e alakutra jott ki (a jegy-
zetben Y (x) helyett ¢(z) jelolés van), tehat nem lehetne 0. Hol az ellentmondés?
Vilasz:
Az elején beszéltiink rola, hogy az x > 0, vagy az x < 0 félsikon dolgozunk és ekkor
mér valoban teljestil, hogy Y (z) # 0 a vizsgalt tartoméanyban.

Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasanak keresése:

y, = c(z) * y, = (x)a? + c(x) 2z

Behelyettesitve (I)-be:
1
dx)== = c¢(z)=In|x|
x

yp=2* In|z| =  yr =C2*>+2* In|z|

14



b) y(1) =3 kezdeti érték probléma megoldasa:

3=C+1Inl, tehat C' =3.
Igy a keresett megoldas: vy =322+ 2% Inx

c) y(—e) =3e* kezdeti érték probléma megoldésa:
3e2=Ce’+ e?-1, tehat C =2.
Igy a keresett megoldas: y =22 + 2% In(—2x)
(Itt méar ne szerepeljen abszolut érték a megoldasban!) [

1.3.3. Feladat. Irja fel az alabbi differencialegyenlet altalanos megoldasat!

y — 322y = 622

Megoldds:
A differencidlegyenlet linearis elsérendi, de ugyanakkor szeparabilis is. Igy révidebb a

megoldés, ezért most igy oldjuk meg:

d
y =32y + 627 = d—y = 32% (y +2)
x
y = —2 megoldas. Ha y # —2 :

d
/y—_{g_/2:/3x2dx — Inly+2| =2*+C

y+2:j:eclex3,illetveyz—2 == y=—2+06x3, CeR

1.3.4. Megjegyzés. Oldja meg a differencidlegyenletet linearis elsérendiiként is és ha-
sonlitsa 6ssze az eredményeket!

1.3.1. Gyakorlé feladatok

15



1.3.5. Feladat. Irja fel az alabbi differencialegyenlet altalanos megoldasat:

y +2e"y = 3e 2%
Megoldds:
(H o +2e*y =0 yg = Ce 2, CeR
() y,=c(z)e 2 . c(x) = 3z

e®

= Y =Yg+ Yy, = Ce 2 + 3we?

1.3.6. Feladat. Irja fel az alabbi differencialegyenlet altalanos megoldasat:

2 1
y’:—;y+1+x2, x#0
Megoldds: 9 C
(H) y’—i—;y:O yr = 3 CeR
2
I y:@ L) = 2 — c¢(zr) = v —arctgx
P x? 1+ a2
1_arctgx

= y[élt:yH"f_yp:ﬁ_’_E 2

1.3.7. Feladat. Irja fel az alabbi differencialegyenlet altalanos megoldasat:

y’+§y:e’”x’4, x#0
x
Megoldas: 5 C
(H) y’—l—;y:O yg = CeR
I y:@ . dx)=2e* = c(x) = (r—1)e" (parc. integralassal
p ZL’5
C  (z—1)¢"

= Yraw = YH tYp = 5 5

16



1.3.8. Feladat. Irja fel az alabbi differencialegyenlet altalanos megoldasat:

372

Ty =70

, 1
y — Y=
9%

Megoldds:

xr
Yraw = Yg +Yp = Cz + Eln(l-i-xQ)

1.4. Uj valtozo bevezetése

Mi mindig megadjuk, hogy milyen helyettesitést alkalmazzunk.

1.4.1. Feladat. u = g helyettesitéssel oldja meg az alabbi differencialegyenletet!
x

zy =y (1l+ny—Inx), x>0, y>0

Megoldds:
yx)=ulz) -2 = y=d -x+u-1

Behelyettesitve az ¢ = Yy (1 +In g) differencidlegyenletbe:
x x

vr+u=ul+lnu) = vz = u lnu (szeparabilis)
x>0, y>0 miatt u > 0.

u =1 egyensilyi helyzet , tehat y = x megoldés.

Ha uw#1 :
1
/ du:/ldx
u-lnu T
——

f'/f alaka

17



Innen a megoldas:

In|lnu| = Injz| +C;, (C1€R) = |lnu| = e |z|=K|z| (K >0)
— Ilhu=+Kz = u=e*"_ illetve u=1

Igy frhatjuk a kovetkezs alakban is: uw=e* C €R
A visszahelyettesitést elvégezve kapjuk a végeredményt:
y=xe’", CeR

1.4.2. Feladat. Oldja meg az aldbbi differencidlegyenleteket!
Sziikség esetén alkalmazza az u = x + y helyettesitést!

a) Y =x+y

Tty

Megoldds:
a) Ez linearis elsérendi differenciélegyenlet. (Hf.)

b) Ez csak helyettesitéssel oldhatéo meg: (z +y # 0)
u(z) =x+ylr) = y=u—z = y =u-1

Behelyettesitve:
, , 1 du  u+1
Uu-1=- = u=14+4- = — =
u U dx u
Ez szeparalhato differencidlegyenlet.
u = —1 megoldas, tehat y = —1 — 2 megoldja a differencidlegyenletet.
Ha w # —1 :
u
/ du:/dm — wu—Inju+ll=x+C
u—+1
——
utl—1 _ 1_#
u+1 u+1

A visszahelyettesitést elvégezve kapjuk a végeredményt:
r+y—Inlz+y+1=z+C,

azaz y—Inlz+y+1]=C, iletve y=—-1—2x

18



1.4.3. Feladat. u = y* helyettesitéssel oldja meg az alabbi differencialegyenletet!

Inz
wy+y==zy, y#0 , >0

Adja meg az y(1) = —1 kezdeti feltételnek eleget tevé megoldast!

Megoldas:
u/ =4 y3 y/
Ezért atrendezziik a differencidlegyenletet: zy3y + yt = Inx
Behelyettesitiink:
1 , 4
—zv +u=hr = v+ —-—u=-Inz
x
Linearis elsérendii differencidlegyenletet kaptunk.
4 C
H: v+ -u=0 - ug=—; CeR
x x
(D: wy = @ oo =423 Inx
x
Innen parcialis integraléssal kapjuk:
r? 1
c(r) = z* Inx — 7 = uyp =Inz — 1
) 1
Tehat uid:uH+uip=a?+lnx—Z—l

Visszahelyettesitéssel az eredeti differencialegyenlet altalanos megoldasa:

C 1
y4:ﬁ+lnx—z—l, CcCeR

1 5

Igy a keresett partikularis megoldas:

——i‘/i—l—lnaﬁ—1 [
Y= 7\ a1 4

1.4.4. Feladat. u(x) = y3(z) + 2 helyettesitéssel oldja meg az aldbbi kezdeti érték
problémaét!
Cos T

32y = 204+ ———
v x+sin(y3+x2)

: y(0) = ¢
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Megoldds:
W =3yy +2r = 3y =u -2
Elvégezve a behelyettesitést:

u =2z = —2:1:—{—COS$ _— /sinu du:/ cosz dz

sinu
A megoldas:
—cosu=sinz+C = —cos(y®+2?) =sinz+C
s
0) = /= -
y(0) = {/5

1
—cos (y® +2?) =sinx — —, vagyis
V2

Yy = (’/arccos <— sinx + %) e .

1.4.1. Gyakorlo feladatok

1.4.5. Feladat. Az u =z +y 1j valtozo bevezetésével oldja meg az aldbbi differenci-

alegyenletet!
2
y = , x>0 , y>0
r+y
Megoldads:
y=u—z = y=u -1

Behelyettesitve:

/ 2 / U + 2 21 1 . .,

v—-—1=—- = u = : szeparabilis differencidlegyenlet.
U u

Ezt megoldja:
u = —2 ( egyensulyi helyzet) =— x+y=—-2: ez nem felel meg a kikotéseknek.

uF# =2

/ u du:/dx u—In(u+2)?=x+C
) u+ 2
Igy a megoldas:
r+y —Inx+y+2)?=2+C, CeR ]
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1.4.6. Feladat. Vezesse be az u = y? 0j valtozot az alabbi differencialegyenletbe, majd

1
hatarozza meg az y(0) = = kezdeti értékhez tartozé megoldésat:
gazy 5

3y2y/ _ 2y3 — 62$ + T

Megoldds:
u/ =3 y2 y/
Behelyettesitve:
u' —2u = e* + x : linearis elsérendii differencidlegyenlet.
N z 1
5 :CGQLL‘ 6290____
UTalt + x 5 4

gy az eredeti differencialegyenlet &ltalanos megoldasa:

x
3 C 2x 20 7
1y 1 ) +1xe 2 4 3
O)==-: —-=C—-—- = (==
v =3+ 3 1 8
Tehat a keresett partikularis megoldéas:
y3:_e21_‘_$e2x_£_1
8 2 4

3 1

1.4.7. Feladat. Hajtsa végre az u = y> + 2z helyettesitést az alabbi kezdeti érték

problémanal!

32y = (y® + 22 +1)3 cos (mz) — 2, y(l) =—-1

Milyen differencidlegyenlethez jutott?
Ne oldja meg a kapott differencidlegyenletet!

Megoldds:
u =3Py +2 = 3Py =u -2
Elvégezve a behelyettesitést:
W —2=(u+1)3cos(rz) —2 = v = (u+1)? cos(rx)
Szétvalaszthatod valtozoju differencidlegyenletet kaptunk.
y)=—1:  w(l) =P +2l,_, ., =-1+2=1

21



1 y=Inzr—2 11 y=In(z—-1)—2
1 62 X 31 62+1 X

1.2. &bra. (1.5.1 feladathoz.) A K = 0-hoz és a K = —1-hez tartozo izoklina és néhany
vonalelem.

1.5. Iranymezd6, izoklinak

1.5.1. Feladat.
y =e"? — ¢
a) Irja fel a differencialegyenlet izoklinainak egyenletét! Rajzoljon fel kettét!

b) Van-e lokalis szélsGértéke a Py (e, —1) ponton athaladé megoldasnak Fy-ban?

Megoldds:
a)y = e -z =K

— y=In(z+ K)—2 az izoklindk egyenlete

Pl. K:=0:y=1Inx — 2 K=-1:y=h(z—-1) — 2
Az 1.2 abran lathato, hogy a K = 0 izoklina mentén a vonalelemek vizszintesek, a
. . . . .. m
K = —1 izoklina mentén pedig a vonalelemek hajlasszoge 1
b) y'(e) = e¥*? — 2|, ,_, =e—e= . lehet lokalis szélsGérték
y' =e2y —1; 9y'(e) =e-0-1=-1<0 = lok max. ]

1.5.2. Feladat.

Yy =W -4z +z-1
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1.3. abra. (1.5.2 feladathoz.) A keresett izoklina és rajta néhany vonalelem.

a) A sik mely pontjaiban parhuzamos az irdnymezs az y = —z egyenessel?

Vazoljuk ezeket a pontokat és jeloljiink be néhény vonalelemet!

b) Van-e lokalis széls6értéke vagy inflexios pontja az o =1, yo = 2 ponton atmend

megoldasnak a szobanforgd pontban? (Feltéve, hogy van ilyen megoldas.)

Megoldas:

a)

y = —x meredeksége: — 1
Az izoklindk egyenlete: (V—4)or+zxz—-1=K
Most K = —1 érdekel benniinket:

WV—4r+z—-1=-1 = (@ —-4+1)z=0

Ennek megoldasa: y?> =3, tehat y = 43, illetve 2 =0 (1.3 abra).

W =@-Yrt+ta-1,_ ,,
v' ' =2y-y -+ (yP—4)-1+1
Y1) = 29(1) /(1)1 + (1P —4) 1+ 1 = 1

Tehat az adott pontban lokalis minimuma van a megoldésfiiggvénynek.

(Inflexios pont nem lehet, mert y”(1) # 0.) ]

= 0, tehat lokalis szélsGérték lehet itt.
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1.5.3. Feladat. Az akarhényszor derivalhaté y = y(x), * € R megoldésa az

y = b — a2

differencialegyenletnek és dtmegy az (1,1) ponton.

a) Van-e ennek a megoldasnak lokalis szélsGértéke az = =1 helyen?

b) Irja fel ennek a megoldasnak az zy = 1 pont kériili harmadfoka Ts(z) Taylor
polinomjat!

Megoldas:
a) y(1) =1
y'(1)=1—1 =0, tehat lokalis szélsGérték lehet itt.
v' =3y —2r = Y'(1)=0-2=-2<0
Tehat az adott pontban lokalis maximuma van a megoldasfiiggvénynek.
(y(1) = 1 értékkel.)

b) Az zy =1 béazisponti harmadrendd Taylor polinom:

Ty(z) = y(1) + yll(!l) (x 1) + y"z(ll) (x— 1) + y3_<'1) (x — 1)*

Még ¢ (1) hidnyzik a behelyettesitéshez.
y"' =3Q2yy)y +3y°y" -2 = y"(1) = -8

Elvégezve a behelyettesitést, kapjuk a keresett Taylor polinomot:

2 2 8 3
T3(x):1—§(x—1) —6(33—1) ]

1.5.1. Gyakorlo feladatok

1.5.4. Feladat.
y =z —e%

a) Mely pontokban van lokalis minimuma a differencialegyenlet megoldéasainak, feltéve,
hogy minden ponton halad 4t megoldas?
(Ne probalja megoldani a differencidlegyenletet!)

b) Rajzolja le ennek a differencidlegyenletnek két izoklinajat és jelolje be rajta az irany-
mezGt!
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Megoldds:

1.5.5. Feladat. Tekintsiik az alabbi differencidlegyenletet!

y/ _ y3 . e3ac

Belathato, hogy minden kezdeti érték probléméanak van egyértelmd megoldasa.

a) Milyen szog alatt metszi az y tengelyt az zo = 0, 3 = +/2 ponton athalado
megoldasgorbe?

b) Mely pontokon athaladé megoldasgorbéknek van lokélis maximuma illetve minimu-

ma a szobanforgé pontban?

Megoldds:

1.5.6. Feladat (**).
y' =2 +y° — 2ay
a) Rajzolja fel az (1,2) ponton athalado izoklinat! (Rajzoljon be néhany vonalelemet
is!)

b) A differencialegyenlet megoldasa nélkiil vizsgalja meg, hogy hol lehet lokalis szélss-
értéke a megoldéasgorbéknek! Ahol van, ott milyen jellegi a lokalis szélsGérték?

Megoldas:

a) y'(1)=f(1,2)=1=m
Az izoklina: 22 +y? — 22y =1 = (y—a)*=1

= y—ax=+1 = y=uz +1 (1.4 abra)
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1.4. abra. (1.5.6 feladathoz.) Az (1,2) ponton athaladé izoklina és néhany vonalelem.

b) Sziikséges feltétel: v/ = 2% +y? — 22y =0
Tehat (y—2)>?=0 = y =1z pontjaiban lehet lokélis szélséérték.
y'=2x+2yy — 2y —2xy =22 — 2y + 2y (y — 1)

—> az y = x egyenes pontjaiban y”’ =0.

Igy meg kell vizsgalni 3"t is: y" =242y 4+ 2yy" — 2y — 2y — 2xy”
Behelyettesités (y = =,y = 0,y”" =0): ¢” =2 = y =z pontjaiban nincs
lokalis szélsGérték.
Jobb megoldas: ¢ = (y—=x)> > 0 = nincs lokilis szélsGértek. [

1.5.7. Feladat.
y = 32* + 6y* — 18

a) Irja fel az o = 3, yo = 1 ponton &thaladé megoldas adott pontbeli érintGegyene-
sének egyenletét!

b) Irja fel a differencidlegyenlet izoklinainak egyenletét!

c) Hol lehet lokalis szélsGértéke a megoldasfiiggvényeknek? Rajzolja fel ezeket a pon-
tokat!

Megoldds:
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1.5.8. Feladat.
y =2 — ¢, y(z0) = yo

a) Jeldlje ki azokat a pontokat, melyeken a megoldéasgorbe
- lokalisan névekedGen,

- lokalisan csokkenden
halad at.

b) Mely pontokban van lokalis szélsGértéke a megoldasgorbéknek? Milyen jellegii?

Megoldds:

1.5.9. Feladat. Tudjuk, hogy az
y/ _ y2 . 2y 4 332

differencidlegyenletnek minden y(zg) = yo kezdeti értékhez létezik pontosan egy meg-
oldasa, amely akadrhanyszor differencialhato.

a) Milyen lokélis tulajdonséga van a Py(—1, 1) ponton dtmend megoldasgorbének eb-
ben a pontban?

b) Irja fel az izoklindk egyenletét! Rajzoljon fel néhanyat!
Hol lehet lokalis szélsGértéke a megoldasfiiggvényeknek?

¢) Vannak-e olyan megoldéasok, amelyeknek az 2 = 0 helyen inflexiés pontjuk van?

Megoldds:
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1.6. Magasabbrendii linearis differencialegyenletek

1.6.1. Homogén, alland6 egyiitthatos differencidlegyenletek

1.6.1. Feladat. Oldja meg az aldbbi homogén differencialegyenletet!

y/l/ + Qy// + yl — O

Megoldds:
NE2X+ A =AXA+1) =0 = X\ =0, M\3=-1 (belss rezonancia)
yH:Cl—l—Cge_:”—l—nge_m, Cl,CQ,CgeR |

1.6.2. Feladat. Oldja meg az aldbbi homogén differencialegyenletet!

y/// +4y// + 13yl — 0

Megoldds:
MAN 13N = AN 44N +13) =0 = A\ =0, hy=-2+73
yg = C1 + Cye ™ cosdx + Cze 2 sindx , C,, 0y, C3 €R n

1.6.3. Feladat. Irjon fel egy olyan legalacsonyabbrendd valos konstans egyiitthatos
homogén linearis differencidlegyenletet, melynek megoldésai az alabbi fiiggvények! Irja
fel az adott differencidlegyenlet altalanos megoldasat is!

a) 2 e5:ﬂ —3x

b) 6x% + 5e%**

d) 3 33'2 e2:c e3:c

e) 6 + % sinzx

)
)
¢) Tz, sinbw
)
)
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Megoldds:
a) e miatt \; =5, e73% miatt \y = —3
Igy a karakterisztikus egyenlet:
A=5)(A+3) =0 = N -22-15=0
A differencidlegyenlet:
y' — 2y — 15y =0
A differencialegyenlet altalanos megoldésa:
Yg = 4 e + Cy e 37 , 01,02 eR

b) 22 miatt A\ =X =X3 =0, e** miatt \y =2
Igy a karakterisztikus egyenlet:
A=0P3A=2)=0 = X -2 =0
A differencidlegyenlet:
yIV _ 2y/// =0
A differencidlegyenlet altalanos megoldéasa:
yH201+02$+03332+C462x, 01,02,03,C4€R

c) a karakterisztikus egyenlet:
A=022A=35)(A+755) = A2 (A2 +25) = A1 +2572=0
A differencialegyenlet:  y!V + 25¢" =
A differencidlegyenlet altalanos megoldasa:
yH:C'1+C'2x+Cg sinbz + C4 cos ox 01702,03,C4ER

d) A—2PFA-3)=0

) A=) A=B+J) A=B=4)=A((A=3) =) (A=3)+J) =
=A((A=3)2+1)=X=6)2+10A=0
A differencidlegyenlet: ¢ — 6¢y” + 10y’ =0
A differencidlegyenlet altalanos megoldésa:
yg = C1 + Cye®® sinz + C3e3® cosx C1,0Cy,C3 € R

1.6.2. Inhomogén , dlland6 egyiitthatés differenciadlegyenletek
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1.6.4. Feladat. Oldja meg az alabbi inhomogén differencidlegyenletet!

y" — 5y + 6y = 2 sin 2x

Megoldas:
)\2—5)\+6:0 - )\1:27/\2:3

A homogén egyenlet altalanos megoldasa:
yy = C1 e + Cye™®
Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat kisérletezéssel keressiik:
6-| yip:=Asin2z + B cos2x
—5-| Y, =2A cos2x — 2B sin2x
1| y;,=—4Asin2r — 4B cos2x

1 )
A=—, B=—
26 26
2x 3x 1 : b
Yig = C1e” + Cy e’ + — sin2x + — cos2x Cy, Cy € R

26 26 u

1.6.5. Feladat. Oldja meg az aldbbi inhomogén differencialegyenletet!

y' — 6y + 13y = 39

Megoldads:

M—6A+13=0 = MNy,=3%;2

eB+i2T = &3 (cog 2 + j sin 2x)
Tudjuk, hogy ennek valos és képzetes része is megoldja a homogén egyenletet, igy a
homogén egyenlet altaldanos megoldasa:

yg = C1e* cos2r + Coe® sin2x

Yip = A, 13A=39 = A=3
Y = C1 € cos2x + Coe™ sin2zx + 3, Ci,Cy e R -
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1.6.6. Feladat.

y' — 5y +6y = 2xe”, y(x) =7

Megoldds:
)\2—5)\+6:0 — )\1:2, =3 == yH:C’leQ“”"—i—C’Qe?’“”
Yip = (Az + B)e” alakban keressiik.

3 3\ .
AZI,B:§ — yzp:(x+§>e
Igy a keresett altalanos megoldas:

3
Yia = Y + Yip = C1 & + Cye™ + (33—1-5) e’

1.6.7. Feladat.

y'—y —2y =3¢, y(0)=3, y'(0)=1, ylx) ="

Megoldds:
M —-A—=2=0 - )\1:2, )\2:—1 - yH:C’leQI—I—CQe’I

—2-| yp:=Aze* (kiilsS rezonancia)
—1-| y,=Ae* +2Azxe*
L-| yl =2Ae* +2Ae* +4Aze*
re?®  (—2A —2A+4A) + e** - (—A+4A) = 3e*
— 3A4=3, tehat A=1. Tehat y;, = e .
Igy a keresett altalanos megoldas:
Yig = Cl 6217 + CQ e ” +x 6290
Ebb6l  yl, =2C e* — Che™ + % + 2ze*
A keresett partikularis megoldas:
y(O):?) : 3201+CQ

y'(0)=1: 1=20C,—-Cy+1
— 01:1,0222

Vagyis a keresett partikularis megoldas: y=e**+2e% 4 xe>®
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1.6.8. Feladat.

yW —8y" +16y" = 22 — 9, y(z) =7

Megoldds:
M—8N+16M2=X\A—-4)2 =0 = MN2=0, M34=4 (belss rezonancia)
- yH:Cl+ng+Cge4x+C4xe4x

Yip = (Ar + B)x? = Ax®+ Ba? alakban keressiik. (Kiils6 rezonancia)

1 1 11
18 VR (4835 4) .

Igy a keresett altalanos megoldas:

1 1
yid:yH+yip:Ol+02$+03e4x+04$e4m + (—x——) 72

1.6.9. Feladat.

y' +y = 2sinz cosz , y(0)=1, y'(0)=1, y(z) =7

Megoldds:
N+1=0 = MN2==%] = yg=0Cicosz+Cysinz

Mivel  f(z) = sin2x , ezért a probafiiggvény:
Yip = A sin2x + B cos2z

1 1
A:—g,B:O - yip:—§Sin2$

Igy a keresett altalanos megoldas:
1
Yia = Yu + Yip = C1 cosz + Cy sinx — = sin2z
2
Ebbél  yl, = —Cy sinz + Cy cosz — 3 cos 2z

A keresett partikularis megoldés:

2 5
y,(O):l 1:0+02—§ - 0225

Vagyis: Yy =coszx + 3 sinx — 3 sin 2z
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1.6.10. Feladat.

y/// o 2?/” _ y’ + 2y = ch2x, y(x> =

Megoldas:

N2 A4+2=0 = X A-2-\A-2)=0 = (KA\-2)(\2—1)=0

- )\1:2,)\2:1,)\3:—1 — yH:CleQx—kCgex—i—C’ge*‘”

1 1
Mivel f(z) = = e* + = e | ezért a probafiiggvény:

2 2

Ae* + Be ™ helyett y, = Axe* + Be ™ (kiilsé rezonancia)
1 1 1 1
6’ 24 Yip = g *¢ o4 ©

Igy a keresett altalanos megoldas:
1 1
Yio =Y + Yip = C1e* + Chre®* + Cze™" + Bxe% — ﬂe*%

1.6.3. Gyakorl6 feladatok

1.6.11. Feladat.
a)
y' =2y —3y=0

Adja meg az altalanos megoldést!
Adja meg az y(0) = 0, 3/(0) = 4 feltételeket kielégité megoldast!

b) y" — 2y — 3y =3z y(z) =7
C) y' —2y — 3y =—2sinx — 6cosx y(x):?
Megoldds:
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a) y = Cre ™ + Cye?; y=—e%+e*

2
b) y = Cie™® + Cye®® —x + 3

c) y=Cre™® + (93 +sinx + cos x

1.6.12. Feladat.

Megoldads:

1
=C —3z Cse® S5z
Y 1€ + Coe” + 32e

1.6.13. Feladat. Irja fel az alabbi differencialegyenlet altalanos megoldasat!

y' — 6y + 9y = 272>

Megoldds:

y = 013 + Coze®® + 322 + 4o + 2

1.6.14. Feladat. y" + ¢y — 2y = 6¢e” + 2z

Megoldas:

1
y = C1e® + Che 2 4 2xe® — x — 3
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1.6.15. Feladat. y” + 8y’ = 34 - sin 2z y(x) =7

Megoldds:

1
y = C) + Che™8% — 3 sin 2x — 2 cos 2z

1.6.16. Feladat. Hatérozza meg a

y" + 10y + 29y = —40e*"

altalanos megoldéasat!

Megoldds:

y = C1e75% cos 2z + Che ™% sin 22 — — %9

29
1.6.17. Feladat. Adja meg o értékét ugy, hogy az

y'—ay = e, a € R\ {0}

differencialegyenletnél kiils§ rezonancia lépjen fel!
Ezen « érték esetén valaszoljon az alabbi kérdésekre:

a) Milyen szerkezetii az altalanos megoldas?
b) Milyen alakban kereshetd egyik megoldasa?

c) Hatarozza meg az altalanos megoldést! (A fenti o érték esetén.)
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Megoldds:

1.6.18. Feladat. A [ paraméter fiiggvényében keresse meg az alabbi differencial-
egyenlet megoldasat!
y'+ 28y +y=0

Megoldds:

1.6.19. Feladat.

a) Irja fel a
y" + y=cosw

differencialegyenlet altalanos megoldasat!

b) Az « paraméter mely értéke mellett lesz periodikus (azaz "tiszta" szinuszos vagy
koszinuszos tagokat tartalamazo) az

y" + ay=cosw

differencialegyenlet minden megoldasa;

Megoldas:

1.6.20. Feladat. Oldja meg az alabbi differencidlegyenletet!

y/// + 9y/ _ 31‘2
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Megoldds:

1.6.21. Feladat.

y" + 4y = 2422 y(zr) =7

Megoldds:

y = C1 + Cy cos 2z + Cssin 2z + 223 — 3z

1.7. Linearis rekurzid

1.7.1. Feladat.
fn)=4f(n-1) = 3f(n-2)
a) Adja meg a lineéris rekurziot kielégits Osszes szamsorozatot!
b) Adja meg az f(0) =2, f(1) =6 kezdeti feltételt kielégitd megoldast!
c) Irja fel az 6sszes O(1) tipust megoldast!
Megoldas:
a) Tudjuk, hogy van f(n) =¢" (¢ # 0) alaka megoldas:

" =4¢"" =3¢"7?,q#£0 = ¢ =4¢-3
= ¢ —-49+3=0@-1)(q-3)=0 = q@=1, ¢q=3

Az altalanos megoldas:  f(n)=Cy + C2 3", (1, Cy € R
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c) f(n)=0(1) jelentése:
IK: |fn)|<K-1, n>N (legfeljebb véges sok kivétellel).
Tehat f(n) - nek korlatosnak kell lennie, ehhez Cy =0 vélasztas kell.

1.7.2. Feladat.

fln+1) =5 f(n) — fln—-1)

DO | Ot

a) Adja meg a lineéris rekurziot kielégit6 6sszes szamsorozatot!
b) Van-e f(n)=O(1) tulajdonsagt megoldas?

c) Adjameg az f(0) =1, f(1)=>5 kezdeti feltételt kielégité megoldast?

Megoldds:
a) f(n) =¢" alaki megoldast keresiink. Helyettesitsiink be az egyenletbe!
5) 5) 1
n =2 _ogn-l o 220020 s g =2, gy=
q 9 q q 420 q 9 q+ q1 y g2 5
p 1\"
lgy az 6sszes megoldas:  f(n) = C1 2" + Cy <§> : Cy, CeR

b) f(n) =0(1) jelentése:  f(n) korlatos.
Ez C; =0, (5 € R esetén teljestil.

n=20: Cl+02:1

1 = — —

P 1\"
Igy a keresett megoldas:  f(n)=3-2" — 2. <§>

1.7.1. Gyakorlé feladatok
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1.7.3. Feladat. Adja meg a lineéris rekurziot kielégité dsszes szamsorozatot!
Irja fel az dsszes O(1), O(n), illetve O(3"), tipusti megoldast!

2 )= f-1) - f(n-2)
b) f(m)=5/(n—1) - 4/(n—2)

c) f(n)=5f(n—-1) - 6f(n-2)

Q) quadf(n) = fln—1) = fn—2),  fO)=3, fO)="

3
b f(n)=—fn—1) + 12f(n—2),  fO)=3, f(1)=2
o) fn)=—3f(n—1)+10f(n—2),  f(0)=3, f(1)=6

Q) f)=5f(n—1)+6fn-2),  f0)=0, f(1)=1

1.8. Alkalmazasok

1.8.1. Feladat. Harmonikus rezgémozgas

Az idealis rugd altal kifejtett F' erG aranyos, és ellentétes irdanyu a rugd  megnyula-
saval, F'(x) = —Dx. Hogyan mozog (egydimenzioban) az a test, amelyre egyetlen rugo
hat?
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Megoldds:
Newton II. térvénye értelmében F'(x) = mi. Beirva a rugoerd alakjat, a

—Dx(t) = mi(t)
mésodrendd differencidlegyenlethez jutunk, melynek altaldnos megoldasa

z(t) = Asin(wt) + B cos(wt),

ahol w = \/g .
(Az egyenletet visszavezethetjiik els6rendiire, ha megszorozzuk (t)-vel, és felhasz-
naljuk, hogy 2&(t)z(t) = £ (22(t)), valamint 2i(¢)a(t) = < (i%(t)).) =

1.8.2. Feladat. Kondenzator kisiilése

A C kapacitasi, Qg kezdeti toltéssel feltoltott kondenzatort az R ellenéallason keresz-
til kisiitjiik. Hatarozzuk meg a kondenzator Q(t) toltésének idéfiiggését, az aramkorben
folyo 1(t) aramot, valamint a kondenzator kapcsain mérhets U(t) fesziiltséget az ids
fliggvényében!

Megoldds:
A sziikséges fizikai ismeretek: A kondenzator U(t) fesziiltsége, Q(t) toltése és C' kapa-

citasa kozott minden pillanatban fennall, hogy C = % Az ellenallason foly6 aram és a

sarkai kozt mérhets fesziiltség kapcsolata: R = % Végiil a kondenzator toltése és az

aram kozti kapcsolat: Q(t) = Qo + f::to I(7)dr, azaz Q(t) = I(t).

Az aramkorben nincsen telep, tehat az ellenallason és a kondenzatoron esé fesziilt-
ségek Osszege minden pillanatban zérus, Uc(t) + Ug(t) = 0. Az Uq(t) fesziiltség a
kondenzator toltésével kifejezve: Uq(t) = % Az aramkérben folyo aram 1(t) = Q(t),
tehat az ellenallason es fesziiltség Ur(t) = RI(t) = RQ(t). De e két fesziiltség Osszege

zérus, tehat a
Q(t)

el + RQ(t) =0, Q(0) = Qo

differencidlegyenletet kapjuk, aminek a kezdeti feltételt kielégité megoldasa:

Q(t) = Qoe™ 7. .
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1.8.3. Feladat. Radioaktiv bomlas

Radioaktiv bomlas soran az idéegység alatt elbomlott atomok szdma aranyos a még
el nem bomlott atomok szamaval. Hatarozzuk meg, hogyan valtozik az idé fliggvényében
a még el nem bomlott atomok szama, valamint a minta aktivitdsa (idGegységre jutd

bomlasok széama)!

Megoldds:

Legyen a még el nem bomlott atomok szama N (¢). Rovid dt id6 alatt elbomlott atomok
szama aranyos (N(t)-vel és dt-vel, azaz N(t) — N(t + dt) = N(t)Adt, ahonnan N(t) =
—AN(t) differencidlegyenlethez jutunk. Ennek megoldasa: N(t) = Nye™; a minta
aktivitasanak idéfiiggése pedig A(t) = —N(t) = Nore . ]

1.8.4. Feladat. Oszlopra tekert kotél

A matrozok ugy tartjak a nagy hajokat a partnal, hogy a kikétskotelet el6bb néhany-
szor a kik6t6hoz betonozott fliggleges oszlopra csavarjak, és a felcsavart kotél masik
végét hizzak. Vajon miért teszik ezt? Mennyivel tudnak igy nagyobb erét kifejteni,
mintha a kotelet kozvetleniil htuznak?

Megoldas:
Az oszlopra csavart kotél rafesziil az oszlopra, és az oszlop és a kotél kozt ébredd surlodasi
erG segit megtartani a hajot.

Jelolje az oszlop sugarat R. Legyen ¢ az oszlopra csavart kotél pontjait jellemzd
sz0g (¢ = 0 a hajo felé es6 kotélpont, ¢ = ¢ pedig a matroz felé ess kotélpont),
és legyen K (p) a kotelet a ¢ szoggel jellemzett pontban feszits erd. (Tehat K iranya
az oszlop érint&jébe esik.) Szemeljiink ki egy ¢-nél elhelyezkedd, kis dp kotéldarabot.
E kis kotéldarabra a két végénél K(yp), ill. K(p + dp ~ K(p) eré hat. A két erd
irdnya kozel ellentétes, a hatasvonalaik szdge dp. Egyszerd geometriai megfontolasbol
adodik, hogy (dp < 1 esetében) a két erd ereddje kozel sugar iranyu, és nagysaga
dN(p) =~ K(p)dp. Ekkora nyomoéerénél a tapadasi siurlodasi eré maximuma dS(y) =
podN (p) ~ poK (p)dp. A kiszemelt dp szogi kotéldarab nyugalomban van, tehat a ra
hato érinté iranyu ersk ereddje zérus, azaz K () = K (¢ + dp) + dS(p). Innen a kotélet
feszité erére, mint a felcsavarodasi szog fiiggvényére a kovetkezd differencidlegyenletet

kapjuk:

%K«o) — wK(p): K(0) = Ko,
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aminek a megoldasa:
K(p) = Koe 1%,

Tehat ha a matroz ¢y szoghen csavarja ra a kotelet az oszlopra, és a kotél és az oszlop ko-
zOtt a tapadési surlodési egytitthato pg, akkor a matroz e #0¥-szer kisebb erd kifejtésével

képes megtartani a hajot. [

1.8.5. Feladat. Esés nagy magassagbol a vilagiirben
Tegyiik fol, hogy egy gonosz varazslo megallitana a Holdat, és az kezdGsebesség
nélkiil szabadon esne a Fold felé. Hogyan valtozna a Fold—Hold tavolsag az idé fiiggvé-

nyében?

Megoldds:
Legyen a Fold témege M, a Hold tomege m, kezdeti tavolsaguk hg, és tegyiik {6l —az
egyszeriiség kedvéért—, hogy a Fold nem mozdul el a Hold felé. (Ez a kozelités akkor
jogos, ha M > m.) A gravitacios allandot jelolje ~.

Amikor a Fold és a Hold tavolsaga r(t), akkor a Fold altal a Holdra kifejtett gravi-
tacios vonzoerd F(r) = 7”:,—2M, igy a Hold mozgasegyenlete:

" mM
mii(t) = — TQ—(t)

(A negativ el6jel utal arra, hogy az eré vonzo.) A kapott egyenlet méasodrendi dif-
ferencidlegyenlet az r(t) fiiggvényre nézve, azonban egy ligyes triikkel elsérendiivé ala-
kithatjuk. Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat 7(t)-vel, és vegyiik észre, hogy

F(6)i (1) = 34 (7 (1)), valamint 58 = —4 (). Tehat

1d,., d/ 1
Lo =g (oh)
2 (0) =M )
ahonnan
_2yM
0
A kapott egyenlet a Holdra felirt mechanikai energiamegmaradéas torvényének atrendezett
alakja. Autonom, szeparalhato differencidlegyenlet... [

+C.

72 (t)
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1.8.6. Feladat. Lancgorbe
Milyen alaki egy két végpontjaban felfiiggesztett lanc?

Megoldds:

Irjuk le a lanc alakjat az y(x) fiiggvénnyel, mely a lanc x vizszintes koordinataju pont-
janak magassagat adja meg. A lancban ébredd erd vizszintes, ill. fiiggéleges kompo-
nensét jelolje K,(z), ill. K,(z). Vizsgaljuk a lancnak az x helyen levé kis dl hosszu-
sagiu, dm = pdl tomegli darabjat! (p a lanc hosszegységre vonatkoztatott ,strtisé-
ge”.) Ez a kis lancdarab nyugalomban van, tehat a ra hato erdk ereddje (vizszintes
és fiiggtleges irdnyban egyarant) zérus. Vizszintes irdnyban a lancra nem hat kiilss
er6, tehat K, (x) = K,(x + dx), igy a lancot feszit§ erd vizszintes komponense allan-
do, K,(x) = K,. Fiiggsleges iranyban a lancdarabra hat a (dm)g nehézségi erd, tehat
Ky(x + dz) — K,(z) = gpdl. Ezen kivil tudjuk még, hogy a lanc meredeksége az x
pontban y'(z), tehat di = /1 + y"?(x)dzx, valamint a lancban ébredd erd érinté iranyu,
azaz K,(v) = y'(v)K,. Ezeket felhasznalva a

K.y (x) = pg/ 1+ y%(x).

differencidlegyenletet kapjuk a lanc alakjara, ami az y'(x) fliggvényre nézve elsérendii,
autonom, szeparalhaté egyenlet. A megoldasa:

y'(z) =sh (p-[g:—i-C), y(a:):%ch (igvaC)

Ezért hivjak sokszor a koszinusz-hiperbolikusz fiiggvényt ,lancgorbének”. [

1.8.7. Feladat. Mozgas kozegellenallassal — nagy sebességnél

Légnemii vagy folyékony kozegben nagy sebességgel mozgd testre a sebesség négyze-
tével ardnyos kozegellenallasi eré hat. Meg tudjuk mondani példaul, hogy leszallas utan
hogyan mozog a kifutopalyan az a repiil6gép, amelyet csak a fékezs ernyGje fékez. A gép
mozgasegyenlete:

mi(t) = —ri?(t),

ami z(t)-re els6rendd, autoném, szeparabilis differenciélegyenlet.
Példaul a Fold 1égkoérében szabadon esd test mozgasegyenlete

mh(t) = kh*(t) — mg.
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1.8.8. Feladat. Mozgas kozegellenallassal — kis sebességnél

Talan egyszertibben megoldhaté a feladat akkor, ha a kozegellenallasi eré a sebesség-
gel aranyos. Egy strt, viszkozus folyadékban lassan stllyeds kis golyé mozgésegyenlete
példéaul

mij(t) = mg — Fran — ay(t),
ami &(t)-re elsérendd, linearis, inhomogén, allando6 egytitthatos egyenlet. (Az egyenlet-

ben Fi a felhajtoerst jeloli, ami csak a test térfogatatol és a folyadék fajsulyatol fiiggd
allando.)
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2. fejezet

Fluggvénysorok

2.1. Hanyados- és gyokkritérium (numerikus sorok)

2.1.1. Feladat. Vizsgélja meg az alabbi sorokat konvergencia szempontjabol!

°9 977,—2
2) ; n!
o0
53n
b b
) n=1 n4
2 (n+1)
) >
n=1 n
Megoldas: gn—2
a) U 1=
(n+1)—2 |
m g o Y g
n—00 QA n— oo (n+1)' 9n—2 n — oo n—|—1
— Z a, konvergens
n=0
53n
b) Ay = F

Lehet hanyados kritérium , de jobb a gyokkritérium:
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53 1

lim /a, = lim = 5% lim =5 >1
n— 0o n—oo 1/n4 n— 0o (%)4
— Z a, divergens
n=0
0
&) ay = (n+1)
nn
A hanyados kritériumot alkalmazzuk:
n 2)! n™ 2) n"
lim aH:lim (n+2)! n = lim M:
n—00 QA n— oo (n—|— 1)”+1 (n—|— 1)' n — 0o (n+ 1)n+1
 n42 n \" 1+2 1 1
= lim == lim == - <1
nsoo n+1 \n+1 n— 00 1+ (1—1—%) e
— Z a, konvergens [
n=0

2.1.2. Feladat. Konvergens-e az alabbi sor?

Megoldas."_ (n+5) 31
=
Hanyadoskritériummal célszerd dolgozni, mert a gyokkritériumnal az +/n + 5 konver-

gencidjat a renddrelvvel kellene megmutatni.
PR R, (n+6) 3" 5™t 5 3 n+6

n—00 QA T nsoo Hn+2 (n—|—5> 3n—1 - n1—>moo 5 n-+>5 -
6
o3 l+= 3
= nh_}nloo R 5 = F <1 == Z a, konvergens n
1_|__ n=0
n

2.1.3. Feladat. Konvergens-e az alabbi sor?

i n? 3n-|-3
3n+1

n=1
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Megoldds:
Gyokkritériummal:

3/3\"
4y (1+_/)
n
lim a, = lim Vn* — lim ({z/ﬁ)‘1 —nn:
1+ L2
n

oo
=B > 1 — Z a, divergens

n=0

e

4
=155

2.1.4. Feladat. Konvergens-e az alabbi sor?

i 3+ n? s
— 2 + n? 22n+1

Megoldds:
Gyokkritériummal:

Ql
3
S~—
(@23
w
—_
ot

(1 + —2)
n

o0

— Z a, konvergens

n=0

2.1.5. Feladat. Vizsgélja meg konvergencia szempontjaboél az alabbi sorokat!

47



Megoldds: <n2 B 2)n2
ay 1=

lim a, = lm —F5 = — =ce

a) A sor divergens, mivel az altalanos tag nem tart nulldhoz, tehat a konvergencia sziik-
séges feltétele nem teljestil.

b) > by, ahol b, = {fa,.

n=0
e’ e’
lim a, =7 = e’'—— <a, <e'+-—, han>N,
1 .13
- §e*7 < ¥a, < §e*7 = b,= va, — 1.
~—— ~——
—1 —1
Mivel lim b, = 1 , igy ez a sor is divergens, mert nem teljesiil a konvergencia
n— oo
sziikséges feltétele.
o
c) Z ¢, , ahole, =a,"
A ggfékkritérium alkalmazésaval:
o
lim /¢, = lim a, =e " <1 = Z ¢, konvergens [
n— oo n— o0 0
n—

o 2n+3n+2+ 1\n
2.1.6. Feladat. (3)

c—~  (2n)! + 3n?
Megoldas: on 4 gnt2 | (%)n ) 31 9.3n 430 " 3n ;
(2n)! + 3n? (2n)! (2n)!

[e.9]

Héanyados kritériummal belathatd, hogy Z d, konvergens (hazi feladat). Ezért a

n=0
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o0
majorans kritérium miatt E ¢, 1s konvergens. [
n=0

2.1.7. Feladat. Bizonyitsa be, hogy az alabbi sor konvergens! Adjon becslést az elko-
vetett hibara, ha a sor 6sszegét a 100. részletosszeggel kozelitjiik!

n+5 “(n+5)n!

) (n+2) 31
a Qp = —F——
(n+5)n!
3n—1 >
Uy < —== 1= b, Z b, konvergens, mert a hanyadoskritérium alkalmazasaval:
n!
n=0
b, " n!
e . A
n— 0o n n— 0o (n—i—l)!B”‘l n—oo N+ 1

- Z b, konvergens — Z a, konvergens

n=0 maj. kr. n=0
Az elkovetett hiba:

n + 2 gn— 1 o0 3n—1 3100 3101 3102
0< H= — . —
< Z sl > o T TontiomTim T

=101 n=101
3100 3 32 3100 ; .

- 1 P e “ e < 1 9 B _
101! ( T2 T 102 103 T ) o0 YT T )
3100 1 ;

T 3 ( geometriai sor, g = ﬁ)

102
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2 3
. . n+2\° ) 1+E 1
nh_}rnoo an—nh_{nOO <6n—1) —nh_{nOO 6_3 —@<1
n

o
— Z a, konvergens

n=0

Az elkovetett hiba:

ver=3 (575) <2 (55 -2 () -

n=101

/3 303 1 . /3 3
= {3 1 (3)3 geometrial sor, ¢ = 3

2.1.1. Gyakorl6 feladatok

2.1.8. Feladat. 1. Vizsgalja az alabbi sorokat konvergencia szempontjabol!
) i 2n+ 3 D
2n+1

=, nl 671
b) Z (2n)!
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()
; 3" (2n)!

2. Bizonyitsa be, hogy az alabbi sor konvergens! Adjon becslést az elkovetett hibara,
ha a sor Gsszegét a 200. részletosszeggel kozelitjiik!

23n+1
(n)!

3. Bizonyitsa be, hogy az alabbi sor konvergens! Adjon becslést az elkovetett hibéra,
ha a sor Gsszegét a 100. részletdsszeggel kozelitjiik!

Z n+3 (n+3) 671

n=1

2.2. Weierstrass-kritérium fiiggvénysorok egyenletes kon-
vergenciajara

2.2.1. Feladat. Egyenletesen konvergens-e a (—o00,00) intervallumon az alabbi
fiiggvénysor?

) Z cos (n*z? + 1)

— n3 4+ 2

arctg (n° 3
b)zzl n3£—|-5)

Megoldas:
a)

()] = lcos (n*2? + 1) - i

n3 + 2 n3

1
Z e : Welerstrabs kr. Z fu(z) egyenletesen konv. (—oo,00) -en.

o1



t 53 jus
_ bretg(r0 )] g

=z Te= 1
2 g —_
Z =3 Z Y konvergens
n=1 n=1
Welerstrass kr. Z fn(z) egyenletesen konvergens (—oo, 00)-en. |

2.3. Hatvanysorok

2.3.1. Hatvanysorok konvergencia sugara, konvergenciatartoma-

nya

2.3.1. Feladat. Allapitsa meg az alabbi sor konvergenciatartomanyat!

> ok @y

Megoldas:
_1)"
Jelenleg:  a, = (=1)

CL’O:]_

) ) (=17 ) 1 1 1
1 Vla,| =1 =1 =—=—= = R=2
r=3: Z 51 o 2 = Z konvergens

(de nem abszolut konvergens)

r—=—1: Z o (—2)" = Z — (1) = Z - divergens

KT (konvergenciatartomany): (—1, 3]
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2.3.2. Feladat.

oo

2n+1
= ", R=?
SR
n=1
Megoldds:
2 1
Jelenleg:  a, = (—1)" % , o = —7 (ez most nem fontos)
n)!
im 124 — (2n + 3) (2n)! ~ im 2n + 3 1
n—oo | a, nooo 2n+2)! (2n+1) n—oo0o 2n+1 (2n+2)(2n+1)

— R=wx

2.3.3. Feladat.

> e R

£~ (n+6)

Jlorlog, 0y = D

g: n_(n+6)n2+1a 0 —
T n+2\" 1 1
nl;mw Van| —nhﬁmOo <n+6> e =

= R=¢

Mert 1 < /n+6 < /7 {¢/n és igy a rendérelv miatt

2 n
n 1 -
n+2\" ( +n> e?
n+6 _< 6)” b’

14—
n
2.3.4. Feladat.

[o.¢] 1 n
Z —(n + 1) x" R ="
n!

n=1
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Megoldds: (n+1)"

Jelenleg:  a, = , 29 =0
n!
: Ant1 . (n+2)"*! n! . n+2\"""
li = lim = lim —
n+1 1
~ lim <1+ ) e — p-!
n— oo n-+1 e

2.3.5. Feladat. Allapitsa meg az alabbi sor konvergenciatartomanyat! Hol abszolut

konvergens a sor?

- (=2"(n+3) ,
> & @
n2 +3
n=1
Megoldds:
R=- to...
5> mer
1 S 3
T=—7 ; 7?2—:_3 divergens, mert
= 3
=3 ; (=1)" :2——:—3 konvergens, de nem abszolut konv., mert

: . ) . ) 11
Konvergenciatartomany = abszolut konvergenciatartomany = 575

2.3.6. Feladat. Allapitsa meg az alabbi sor konvergenciatartomanyat!

— ’I’L2 3n
Megoldas: x_ on
Atalakitva; 2)" = 2.
alakitva ;nQ n (x+2)", T
_ . L . 20 2 2 1 3
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T o (-1
rT=—=: Z( 2> : konvergens

2 n
1 = 1 .
=——: — nvergen
x 5 e onvergens
: ) 7 1
Konvergenciatartomany: ~3 73 ]
2.3.7. Feladat.
o0
n 1 5 2
— _ — 500 =7
; T Tt et T =
Megoldas: 0, ha n nem oszthat6 3-mal
n — 3
¢ n/ , ha n oszthato 3-mal
on/3
0, ha n nem oszthaté 3-mal

Ezért  {/la.| =4 ,./n/3  In
R

= Torlodasi pontok: t; =0, t, =

ha n oszthatoé 3-mal

1
V2

= hm\"/|an 2:}—1 — R=42

Egy iigyesebb megoldas: u = a2® helyettesitéssel egy egyszeriibb feladatra vezetjiik

vissza. . .
b, u" = Do
LTk
im /= lm /-1 _L1 ., po_o
n— 00 n—oo \[ 27 2 Ry
Tehat |ul<2 = [z’<2 = |7|<V2 = R=+2 n

2.3.8. Feladat. Allapitsa meg az alabbi sor konvergenciatartoméanyat!

n=1
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Megoldds: 41
u:= (r —2)? helyettesitéssel a sor alakja: Z u"

(i1 . (n+2) 9" 1
o | T g iy - Ty o =Y
A végpontokat itt is lehet vizsgélni, de az eredeti sorban is vizsgalhatjuk maj
utobbi modon jarunk el.
Tehat

uj <9 = |(z—-2?<9 = |r—-2/<3 = R=3
—_——

lim

n— oo

—1<x<b

A végpontokban:

d. Most az

Z (n+ 1) divergens, hiszen nem teljesiil a konvergencia sziikséges feltétele.

n=1
Konvergenciatartomany: (-1, 5)

2.3.2. Hatvanysorok oOsszegfiiggvénye

2.3.9. Feladat. Irja fel az alabbi sor dsszegfiiggvényét!
n+1

n=1

Megoldas:

oo xn
f@) =3 = F(0)=0.Ha 2 #0
n=1
0o 2" 0o $n+1
d & gt
filz) = T Z a1 © € (—R, R) esetén szabad tagonként derivalni:
n=1
© d n+1 &
filz) = 2 d :f_i_ 1= 2 r" = 1 fm (geometriai sor, g = x).

R =1, és az eredeti sornak is ugyanennyi, mert tagonkénti derivalasnal a konvergencia

sugar nem valtozik.

/f1 ) dt(= fu(x) /1—_tdt ]%dt:

(t+ln(1—t))| :—x—ln(l—x ’
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—z —In(1 — In(1 —
© — In( x):—l—u ha |z <1, 2 # 0
x x
0, ha x =0

(Hf.: Tudjuk, hogy f folytonos |z| < 1-ben.
Ellendrizziik le, hogy igaz-e: limo flz) = f(0)(=0)")
T —

2.3.10. Feladat. Irja fel az alabbi sor Gsszegfiiggvényét!

>

n=1

[\

+£U
+1

S

S

Megoldas:
R =1, mert
(Vagy itt mutatjuk meg, Vagy az el()’z()’ gondolatmenettel késébb indokoljuk.)

g(@;;ZTH_Q "—Z n+1 x":

X

Zx”+2n+1—1_x+f(ﬂf)="'

n=1

(f(x) felirasa az el6z6 példaban volt lathato!)

2.3.11. Feladat. Irja fel az alabbi sor Gsszegfiiggvényét!

(n+3)
n=1
Megoldds:
R =1, mert
fla)=)_ (n+3) f(0) =0
n=1
Ha =z #0 :
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2.3.12. Feladat. Hatarozza meg az alabbi sor 0sszegfliggvényét és konvergencia suga-

rat! .
k+1
Z qh+1 L

k=0

= k+1
>, ="

k=0

Megoldas: ' Kl o,
f x) = Z 4k+1 L
tk+1 z

k+1 , =~ [T k+1 , = k+1
| e - /z4k+1tdt:z/ e =Y A
k=0 70 k=0 0
_i()kJrl 4 B T
N T 44—z’

= -5
X
KT.: :H 1
lq| 1l <
Tehat R=14.

0= g [roa= () - S -

2.3.3. Gyakorl6 feladatok
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2.3.13. Feladat. Adja meg az aldbbi sor konvergenciatartomanyat!
n 1

i (x+1)"

n=1

2.3.14. Feladat. Adja meg az alabbi hatvanysor bazispontjat és konvergencia sugarat!
Mi a sor konvergenciatartomanya?

3y ”Zf (4 — 2z)"

n=1

2.3.15. Feladat. Adja meg az aldbbi sorok konvergenciatartomanyat!

Z 722 32n Z 752 32n x+2)2n

n=1 n=1

2.3.16. Feladat.

a) Hatéarozza meg a kovetkezs sor konvergenciatartomanyat és abszolut konvergencia-
tartomanyéat!
Adjon meg egy intervallumot, melyen a konvergencia egyenletes!
oo
S (=3)" x
NLD

n=1

b) Adja meg a kovetkezd sor konvergencia sugarat!

n=1
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2.3.17. Feladat. Allapitsa meg az alabbi sor konvergenciatartomanyat!

2.3.18. Feladat.

o xn
Z n—2

n=3

Irja fel a sor Osszegfiiggvényét és hatarozza meg a sor konvergencia sugarat!

2.3.19. Feladat.

fl@):=> (n+3)z"

n=1

Irja fel az Osszegfiiggvényt véges sok elemi fiiggvény segitségével! Adja meg a sor kon-

vergencia sugarat!

2.4. Taylor-polinom

2.4.1. Feladat.

a) Definidlja az n-edrendd Taylor polinomot!

b) Irja fel a definicié segitségével az

f(z) =2® — 3 + cos3z

fiiggvény xy = 0 pontbeli negyedrendii Taylor polinomjat és a Lagrange-féle hiba-

tagot!

c) Legfeljebb mekkora hibat kovetiink el, ha f(0,1) értekét T4(0,1) értékével kozelit-

juk?
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Megoldds:
a) az f figgvény xy bazispontu n-edrendi Taylor polinomja:

" Zo 9 (n) To
Tn(x):f(xo)-Ff,(xo)(x—xo)—i—fé! )(x—xo) +..._|_f n(! )

Ha f legalabb (n 4 1)-szer differencialhaté [z, x)-ben (ill. (x,xo]-ban), akkor 3 £ €
(2o, x) (L€ € (x,x0)), hogy

(x —x0)"

F(E) +1
b) f(z)=12% — 3 + cos3zx f(0) =—-2
f'(z) = 32% — 3sin3z f(0)=0
f"(x) =6z — 9cos3x f7(0) = -9
f"(x) =6 + 27sin3x f"(0)=6
V(m) = 81 cos 3z f1V(0) =81
fV(z) = —243 sin 3z
-9 6 81
v ~243 i
_ SO s —3 S G5, e, 0.)
5! 5!
|sinz| <|z| miatt |sin3¢| <3-0,1, ezért
’H’:243|58|1n3§\ 0’15<243.53'.0,1 0.1° .

2.4.2. Feladat.
yl — Iy?) . y2 + 9

a) Van-e lokalis maximuma vagy minimuma az zo = 1, yo = —1 ponton athalado
megoldasgorbének ebben a pontban?
(Ne probalja megoldani a differencidlegyenletet, de feltételezheti, hogy van ilyen
megoldas!)

b) Irjafel az 29 = 1, yy = —1 ponton athaladé megoldas xy = 1 bazispontt harmad-
rendd Taylor polinomjat!
(Ne probalja megoldani a differencidlegyenletet!)
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Megoldds:
a) y(l)=—-1, ¢y(1)=-1—-142=0 = lehet itt lokalis szélsGértek.
y' =y a3yt -2y, y(1) = 1

Tehat 3'(1) =0 és y"(1) =—1 <0 : amegoldasnak lokalis maximuma van ebben
a pontban.

b) y/// — 3y2y/ + 3y2y/ + x6yy’2 + x3y2y” o 2y/2 _ Qy/y//
y"(1) = =3—2=—5

1) = y(1) + L oy LW e L o
1 2 o 3
:_1—5@—1) —i(ac—l) u

c stz

f(z) =3z +ch2z
fiiggvény oy = 0 pontbeli 6todrendi Taylor polinomjat és a Lagrange-féle hibatagot!

b) A (0, 1/2] intervallumon az f fliggvényt a fenti 6t6drendd Taylor polinomjaval
kozelitjiikk. Adjon becslést az elkévetett hibaral

Megoldds:

2.4.4. Feladat.
y = 2y° + 37° — 6z

a) Rajzolja fel a P(—1,1) ponthoz tartozé vonalelemet!
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b) Van-e lokalis maximuma vagy minimuma az origon athaladé megoldasgorbének az
origbban?
(Ne probalja megoldani a differencidlegyenletet, de feltételezheti, hogy van ilyen
megoldas!)

c) Irja fel az origon athaladé megoldés xy = 0 bézispontt harmadrendd Taylor poli-
nomjat!

Megoldas:

2.5. Taylor-sor

1
2.5.1. Feladat. Adja meg az f(z) = p— fiiggvény xg = 0 , illetve g = 5
l’ —
bazispontu Taylor sorfejtéseit és azok konvergenciatartomanyat!

Megoldds:
rg =0 esete:

== x5 (5 @ @) ) ) -

5L 6 R

.. 1 x
Geometriai sor: a = —3 q= 3
Konvergenciatartomény:

T X
g)—%<1 — |z|<3, R =3

lq] =
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1 1 1 I = [(—(z—-5))\"
/() (z—5)+2 51_—(33—5) 5;0( 2 )
2
- Z on+1 (z —5)
n=0
Konvergenciatartomany:
—(z—95 -5

2.5.2. Feladat. Adja meg az alabbi fiiggvények zy = 0 bazispontii Taylor sorfejtését
és annak konvergenciatartomanyat!

Konvergenciatartomany:

72 e
dl=|-5]=5 <1 = ol <V3, R;=+v3

_ T .5 _ .5 — (-1)" m _ — (=" onys
) = = gy =as Y0 D g5 D s

Konvergenciatartomany:  |z| <3, R,
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2.5.3. Feladat. Adja meg az alabbi fiiggvények zy = 0 bazisponti Taylor sorfejtését
és annak konvergenciatartomanyat!

1 2 3zt
f@)=—=, =, k)=

Konvergenciatartomény:

z| _ |l
=l——l==<1 = <7 Ry=7
T+7-5 5 = (=)
= =1-——=1-5" :1—52 "
9(v) = — 7= 17 /(@) 2o et
Konvergenciatartoméany: |z| <7, R,=7 (ugyanaz)

h(xz) = xgj_ - = 3zt - f(x) = 32* Z (=L" "t = Z 3 (L7 gt

Konvergenciatartomany: |z| <7, R,=7 ugyanaz) n

2.5.4. Feladat. Irja fel az f fiiggvény z, béazispontu Taylor sorat és adja meg a sor
konvergenciatartoméanyat!

flz) = a) xo=2 b) xo = —5



Megoldds:
To = 2

1 1 1 1 a4
f(I):x+2:(x_2)+4:Z —(x—2) (ZI—Q):

— i (_x;2>":§: (;i)l" (z —2)"

n=0 n=0

R

Konvergenciatartomany:

T —2 | — 2|

1 1 1 = J|z—-2|<4, (2<z<6, R =4
=0 1 11
f(z) =

=i

I = [(2+5)" «— -1 .
-2 () ~X gm ey

n=0

&
_l’_
ot
N————
+
VR
8
w |+
Ot
N——"
+
VR
&
w4
ot
N————
+
N——
I

Konvergenciatartomany:

| = = Jz+5/<3, (8<zr<-2, Ry=3)

3 3

x—l—5‘_ |z + 5 1

2.5.5. Feladat.

a) Irja fel az
1
filz) = r+3

fiiggvény xo = 0 bazispontu Taylor sorfejtését! Ry =7
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b) fi sorfejtésére tamaszkodva irja fel az alabbi fiiggvények o = 0 bézispontu sorfej-

tését!
fo(z) =In(z+3) , Ry =7
1
= R3 =7
fg(l’) (l’+3)3 9 3
Megoldds:

R e S I GELORI IR EEO P

|Q|—‘_§‘=%<l — |z|<3, R =3
b) i) = hil =3 U
n=0
[ 8w = pw-poy = [ S a
0 =In3 o n=0

=1 . (_1)71 noar = 1 - (_1)n ¢t * o
Blo)=wm3+ 3 = [ 1 t—n3+ZWn—+10—
n=0 0 n=0
e (_1)n anrl
=1
n3 + nZ:% T a—
0 —1)ntl gn
— f2($) =1In3 + Z ( 331 ? s R2 = Rl

n=1
(Tagonkénti integralasnal nem véltozik a konvergencia sugar.)

0= (r4e) = () = iy = 0
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Tehat

1
(& (1) L& 1)
wo -4 (3 ) - 3
n=0 n=
Rs = R; (Tagonkeénti derivalasnal nem valtozik a konvergencia sugar.) [

2.5.6. Feladat. Tudjuk, hogy

2 $3 $4

x
In (1 =z — — + — — — +... =1
n(l+z)==x 5 + 3 1 + , R

a) Irja fel az
72
f(z) = In (1 + —)
3
fiiggvény o = 0 bazispontu Taylor sorat és adja meg annak konvergencia sugarat!

b) Az f fiiggvény sorfejtését felhasznalva adja meg az

1 72
In({l14+— | d
Jm(eg) e

integral értékét az f fiiggvény negyedfokiti Taylor polinomjanak felhasznélasaval és
becsiilje meg a hibat!

Megoldds: o0 n+1
a) In(1+u) Z R=1
n=1

72
u= 3 helyettesitéssel:

o =3 EI (5) -y U

n=1 n=1

<1l = |7/<Vv3 = R;=+3

Konvergenciasugér:

b) [0, 1] € (=v/3, V/3) , szabad tagonként integralni:

1 1
z? xt 8

/ln( ) / - = + —+ | do =
3 2.3 3.3

0 0 “’—T(I)
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33 2.3.5 337 |~

33 235 3.7 7

1 1 1 q
53 gm0l < gy (Leibniz sor)
2.5.7. Feladat. Tudjuk, hogy
U,S u5 u7 &9 u2n+1
e T . N T . O -1 — <1
arctgu (7 3+5 7—1— ;( ) a1’ ul <

a) Irja fel az

2
f(z) = 2* arctg %

fiiggvény zo = 0 pontra tdmaszkodo Taylor sorat! R =7
b) f200) =7, feU(0) =7 (A sorfejtésbol adjon véalaszt!)

1

¢) Adjon becslést az f(z) dz integral értékére az integranduszt kilencedfoku

0
Taylor polinomjéval kozelitve!

Megoldds: o o0

SIS oV i R S G )
89 T Lol \2 T L 2nt1) 22

n=0 n=0 + 1)

Konvergenciatartomany:

<1 = |z[ < V2

— — + 1) 22n+1
.775 1}9 1‘13 xl?
_ R=+v2
2 3-23+5-25 7-27+ ’ V2
To(z)
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miatt f™(0) =n!-a,

20)( ) = 20' aso = 0, mert asy =0 (2*° -0s tag nincs a sorban)

(=1)*
( ) = 21!. 91 — 21! 929

(a21 : 2% egyiitthatoja, ezért 4n +5=21 = n=4)

Mlvel 0,1] C ( V2,42 ) ezért szabad tagonként integralni:
- —1)" An+2
n d —
/ f / — 2n + 1 22n+1 X X
N 1)» ; 0 K 4n+6 |1
-y (=1) /x4”+2dmzz (=1) x _
‘ (2n + 1) 220+l ‘ (2n 4 1) 220t dn + 6|,
n= 0 n=
20 210 213 1
= — + _ —
2:6 3-23-10 5-2%-13 0
1 1 1 1 1 1
2-6 3-23-1O+5~25-13 12 240° 4] 5-25-13
(Leibniz sort kaptunk.) ]
2.5.8. Feladat. Irjuk fel e® , sinz , cosz , cha , sha Taylor-sorat és

konvergenciatartomanyat!

Megoldds:

2.5.9. Feladat. Irja fel az alabbi fiiggvények z, pontbeli Taylor sorat és annak kon-
vergenciatartomanyat!

a) fi(z) =sin3z?, zog=0
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b) fg(![‘) :e4’” ,CEOZO, ill. I():?)

c) f3(x) =sh2zt, o =0

d) fi(z) =e2" chbx, zg =0

Megoldds: 3 5

_ u- o u PP L L
a) fl(x)—u—a—l—a— u73x2—3x—§x +ax — reR
; IR B
b)e :1+U+§+§+Z+"', u € R
2o =0 :u=4x helyettesitéssel:
f(;z;):e“:1+4x+£x2+£x3+4—4x4+~~ reR
2 2 3l 41 ’
To=3:
fQ(.T) — e4(:(;—3)-1-12 — el2 e4(x—3) —
_ .12 _£_24_3_34_4_4...
=e? (1+4(x 3)+2'(x 3)+3'(x 3)+4‘(x 3)*+
z€eR
woouww o’
¢ Jalw) =sh2at = ubgrb b b
23 25
:2x4+§xm—|—§x20+~~, reR
S5z —bx 1
d) fi(x) =e72% chbr = e2° £ re +26 =3 (&3 + e 7%) = ...
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2.5.1. Gyakorlé feladatok

2.5.10. Feladat. Irja fel az alabbi fiiggvény megadott ponthoz tartozé Taylor sorat és
adja meg annak konvergenciatartomanyéat!

a) f(z)= xg =4

ZEOZO

2.5.11. Feladat.
f(z) = x sh(22?)
a) Irja fel az f fiiggvény o = 0 pontra tamaszkodd Taylor sorat és adja meg annak
konvergencia tartomanyéat!

b) f100)(0) =7, fO(0) =7 (A sorfejtésbsl adjon valaszt!)

c) Irjafel f derivaltfiiggvényének xo = 0 pontra tamaszkodé Taylor sorat! Indokoljon!

2.5.12. Feladat. Irja fel az
f(l') _ e2x+3

xo bazisponti Taylor sorait és azok konvergenciasugarait!

a) xo=0 b) x9=3

2.5.13. Feladat.
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a) Adja meg az alabbi fiiggvények megadott pontra tamaszkodé Taylor sorat és annak
konvergenciatartomanyat!

al) f(@)=e3", zp=2 a2) g(x)=22e, 29=0

b) Szamitsa ki az
0,1

/g(x) dz

0
integral értékét kozelitGen az integralandé fliggvényt hatodfoka Taylor polinomjaval
kozelitve! Adjon becslést az elkovetett hibara!

2.5.14. Feladat.
flz) =52 3%, 2o =0

Irja fel a fiiggvény Taylor sorat! Konvergenciatartomany?
fA0 ) =2, fA0(0) =7 (A sorfejtésbsl adjon valaszt!)

Megoldas: < n 0o (=3)"
_ 3 _ 2n+3
f(ZE) =5z ZO m e =95 ZO T xT 3 reR
() (0 - -
a, = / '( ) = f™(0) = nla,
n!

Igy f1%9(0) = 100! ajpo, ahol ayg : ' egyiitthatoja:
2n+3=100 = FneN, melyre ez teljesiilne = aygo =0
= f19(0)=0
f(101)(0) = ]_0].' aiol » ahol a101 - ZElOl egyutthatéja .
9
n+3 =101 = n=49 = f009(0) = 101! 5< 3)

49!

2.5.15. Feladat. Hatarozza meg a kovetkezs szamsorok pontos Osszegét!

a)z

k=0

k

p (=¢)

W

-
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(2k+1)
d) ! (=chl — 1)
k)~ ¢
k=1
Megoldas:

2.5.16. Feladat.

Megoldds:
L’Hospital szaballyal hosszadalmas, ezért Taylor sorfejtéssel dolgozunk:

2.5.17. Feladat.

4
g g =

lim —— 3 =7
z—0 x°.sin2x

A szamlalo és a nevez6 megfeleld Taylor sorfejtésével oldja meg a feladatot!

Megoldads:
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2.5.18. Feladat. Szemléltessiik, hogy e/¥ = cosp + j sinp

Megoldds:
o )" N S AT i
© — cee —
ej_zo B T T - R A
B 2 4 3 5
_ _ (e N (U TS U
_"'_<1 o T )”("0 T )_

= cosp + J sing

2.6. Binomialis sorfejtés

2.6.1. Feladat.
Irja fel az
1 1

fiiggvények zy = 0 bazisponta Taylor sorat és a sor konvergencia sugarat!
as =? (Elemi miiveletekkel adja meg!)

Megoldds: /4
Tudjuk, hogy (1 4+u)* = > (k‘) uk R=1. Ezt hasznaljuk fel:
k=0
11 1 TN\V2 1 & (—1/2\ f ank
= —_— = - 1 —_— —_ _—— —
@) =7 z 2 +<4)> 2%(16)(4)
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2.6.2. Feladat. |

f(m)zﬁ,

a) Irja fel az f fiiggvény x, bazispontt Taylor sorat és a sor konvergencia sugarat!

$0:0

b) as=? (Elemi mtveletekkel adja meg!)

) 0 =7, @) =

Megoldas:

a) Tudjuk, hogy (14+uw)* = Y (Z uk | R=1. Ezt hasznaljuk fel:
k=0
1 1 1 2\\ °
o= nroa (4 (06) -

k=0 k=0
Konvergenciasugér:
72
‘_E<1 = |z| <4, R=14
(5) (3) (5) (5)
1 1
b) as = 3 : 51-2-3-3 : 16*
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(2% egyiitthatoja, k = 4)

c) flx) = > ap 2™ és a, = ( miatt f™(0) =n!-a,
n=0

(-1
1613

1 /=1

(26) = 26!. = 26! .= 5
FE9(0) = 261 s = 201 5 (1)
(ags : %0 egyiitthatoja, ezért 2k =26 = k= 13)

f@)(0) = 25! a5 = 0, mert ag =0
(2% -es tag nincs a sorban, tehat 0 egyiitthat6ja van.)

2.6.3. Feladat.

Irja fel a
273
=T ™"
bazispontu Taylor sorat és a sor konvergencia sugarat!
guo(0) =7, g1(0) =
Megoldds:

Mivel g(z) =22%- f(z), felhasznalhatjuk az el6z6 példa eredményét:

=2 5 ()= 5 ()5

R =4 (ugyanaz)

00 ) (0
gz) = Y a,a s a, =2 ,( ) miatt  ¢™(0) =n!-a, .
n=0 n.
9(102)(0) = 102! - ajp2 = 0, mert ajpp =0 (2'%% _es tag nincs a sorban)

g193(0) = 103! ayp3 = 103! —3) (D7
50 ) 16%

(ais : 1% egyiitthatoja, ezért 2k +3 =103 = k= 50)
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2.6.4. Feladat.

1/2

7

1
——— dz =
0/ v1+ x4

Az integranduszt nyolcadfoku Taylor polinomjaval kozelitse és becsiilje meg a hibat!

Megoldds:
_ = [(—1/2 1 3 5
1 12 _ b _ | _ 2428 2 a2
(1+2% kz:% e L ST A
Tg(&:)
lzt =z]' <1 = |z|<1 = R=1

(0,1/2) c (-1,1) = szabad tagonként integralni:

1/2 - 12

_ 1
/ (1+2%) Ve = a— — S 2By

Q

3
57 890" T 16-13 .
0

~

9.
! 3 5 .
_2-5-25+8-9-29’ |H|<m (Leibniz sor) -

N | —

2.6.1. Gyakorl6 feladatok

2.6.5. Feladat.
flz)=v1 + 223

a) Irja fel az fiiggvény x, = 0 pontra tamaszkodé Taylor sorat és adja meg annak
konvergencia sugarat!

b) A sorfejtésbdl adjon valaszt:
f@0) =7, f190) =7 (Az értékeket elemi miiveletekkel adja meg!)
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2.6.6. Feladat. Hatérozza meg az
flz)=vV32+=z

fiiggvény x¢y = 0 bazispontt Taylor-sorat! Mennyi a sor konvergenciasugara? A harmad-
rend Taylor-polinommal kozelitve adja meg /33 kozelits értékét elemi miiveletekkel
kifejezve!

2.6.7. Feladat. Irja fel az

1 , 1
f(fl?):m és a g(ﬂﬁ)zﬁ

fiiggvények xy = 0 koriili Taylor sorait és hatarozza meg azok konvergencia sugarait!
g9 (0) =? (Elemi mtiveletekkel adja meg!)

2.6.8. Feladat. Hatérozza meg az

1
V16 — 323

fiiggvény xy = 0 bazispontu Taylor-sorat! Mennyi a sor konvergencia sugara?
A Taylor-sor segitségével adja meg (elemi mtiveletekkel kifejezve) az f(12(0) és £13(0)
derivaltak értékét!

fz) =

2.6.9. Feladat.
1

V9 + x*

a) Irja fel az xy = 0 ponthoz tartozo Taylor-sorat és adja meg annak konvergenciasu-
garat!
Irja fel a1, (22 egyiitthatoja ) értékét elemi miveletekkel!

flz) =

b) /1 f(z)dz

Hatéarozza meg az integrél értékét kozelitGen az integralandé fliggvényt negyedfokii
Taylor-polinomjéval kozelitve! Adjon becslést az elkovetett hibaral
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2.7. Fourier-sor

Emlékezteto:
Az el6adasbol tudjuk, hogy ha f 27 szerint periodikus és f € Rjgan (f integralhato
[0,27]-n), akkor f Fourier sora

O(x) = % + Z (ay cos kx + by sin kx),

k=1

ahol
a+2m

1
ap = — / f(z)coskxdx , k=0,1,2,...
T

a+2m

1
bk:—/f(x)sink:xdx, k=1,2,...
T

ag, br neve: Fourier egyiitthatok. Itt a € R tetszéleges.

A konvergenciara vonatkozo altalunk hasznalt elégséges tétel:

2.7.1. Tétel (Dirichlet tétel).

Ha az [ fiigguény 2w szerint periodikus, f € Rpox, a periodus felbonthato véges
sok («, B) intervallumra, hogy itt f monoton és a végpontokban 3 a véges hatdarérték,
akkor f Fourier sora minden x -re konvergens, €s

o) = {620+ Sz )

2.7.2. Feladat. Hatarozza meg az alabbi fiiggvény Fourier sorat (6sszegfiiggvénye le-
gyen @) !
5, haxe [—g, g]
fz) = f@)=f(z+2m), VzeR
7 0
 baze [0 (F)
0 azre s 5 U 5 s



irja fel a sor els§ négy nem nulla tagjat! ¢ (_g> =7, ¢ (72T> _?

Megoldas:

Az f fiiggvény grafikonja a 2.1/a) abran lathato.
Most a = —7 vélasztas célszerd.
1 = 1 7 ,
ar=— [ f(z) coskx dz ; bp=— [ f(z) sinkz dz
T T

by = 0, mert a fiiggvény paros.

aoziff\/(xd)dx:%()fﬂf(x)dx:

péaros

2o

/2 T
f 5 dx + f 0de| =
0 /2
—...=5§
k>1 esete:
1 iy
ap == [ f(z) coskxr da =
T 2 S——

paros

f f(z) coskx dz =
0

2 /2 T 2 ink w/2
== | [ 5coskxdz + [ 0dx _ 25T =
™ \o /2 ™ koo
10 1
=+ (kg -0)
Tehat:
0. hak=2
g = WL ) hak=dit1

—1, hak=41+3

Igy a Fourier sor:

) 10 /1 1 1 1
o(x) = 3 + — (—cosx — —cos3x + gcosfw — ?cos7x +— -

N T 1 3

p(x) = f(x=0)+ f(z +0) miatt ¢<—g):¢(g>:¥

A Fourier-sor ® sszege a 2.1/b) abran lathato.
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a) b)

2.1. abra. (2.7.2 feladathoz.) Az f fliggvény és a Fourier-soranak ® osszegfiiggvénye.

2.7.3. Feladat.
f(z)=z, ha O<z<2r é  flz+2kr)=f(x) (k€Z)
a) Hatéarozza meg f Fourier sorat!

Jelolje a Fourier sor Osszegfiiggvényét ¢(z) ! f(x) = ¢(x) milyen z-ekre igaz?
Egyenletesen konvergens-e a Fourier sor?

b) A Fourier sor segitségével hatarozza meg a Z 2( ’ +) 1 numerikus sor osszegét!
k=0

Megoldas:
a) Az f fuggvény grafikonja a 2.2/a) dbran lathato. Most a = 0 valasztéas célszerd.

ak:% ?f(x)cosk:x dz ; bk:% sz(x)sink:v dz
1 2
ao = — Of r dr = =27
1 2
a = — Of \f"’ @l/k_@ de = --- =0 (parcialis integralas)
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Y f(z) Y ®()
27 /I 27 l

4 4

o ¥ o ¥

a) b)

2.2. abra. (2.7.3 feladathoz.) Az f fliggvény és a Fourier-soranak & Osszegfiiggvénye.

2m 2
by =1 f r  sinkx dx = = —=
T =~ \,_/ k
sin kx e .
o) =71 — 2 Z (parcialis integralas)

Dirichlet tétele alapjan flz) = ¢(z) , ha = # 2kr és ¢(2kr) = w. A
Fourier-sor ® Osszege a 2.2/b) abran lathato.

A konvergencia nem egyenletes, mert bar az f, fliggvények folytonosak, de az
osszegfiiggvény (¢) nem folytonos.

g-benffolytonos, ezért gb(g) = f(g) = g alapjan:
. T
T o0 smk:§
2 k
k=1
T2 (1ro-tiorlio-is
2 " 3 5 7
m — (=D —~ (-DF
— = — 9 — - —
2~ " ;2k+1 Z::zkﬂ 4

2.7.4. Megjegyzés.
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A Fourier sort tigyesebben is felirhattuk volna az alabbi étlettel:

gi1(z) := f(x) — m. Ez mar majdnem pératlan fiiggvény. Ha a szakadasi pontokban
megvaltoztatjuk a fiiggvényértéket 0- ra, akkor az igy kapott, mondjuk ¢ ftiiggvény
mar paratlan, igy a sorfejtése sokkal révidebb. Mivel g és g, fiiggvény Fourier sora
megegyezik, igy ebb6l mar f Fourier sora m hozzaadasaval megkaphato.

2.7.1. Gyakorl6 feladatok

2.7.5. Feladat. Hatéarozza meg az alabbi fiiggvény Fourier sorat (Osszegfliggvénye le-
gyen ¢)!

f(m):{ g: iZiEEj;/;j:r//é])U[ﬂ/Zﬂ f(x)=f(x+2m), VxeR

¢(x) =7

2.7.6. Feladat. Hatarozza meg az alabbi fliggvény Fourier egyiitthatoit!
Irja fel a Fourier sor els6 négy nem nulla tagjat!

0, haxe [—W,—E)U(E,Tf)

2
T T
6’ h [__’_j
ax e 9' 79
™

Legyen a sor osszegfiiggvénye ¢ | ¢ (5) =7, ¢(0) =7

f(z) = f(z)=f(x+27), VzeR

2.7.7. Feladat. Hatarozza meg az alabbi fliggvény Fourier egyiitthatoit!

f() :{ Ly hijfg[g 2; f(z) = fz+27), VzeR
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Irja fel a Fourier sor elsé négy nem nulla tagjat!

A sor Osszegfiiggvénye legyen ¢! ¢(0) =7, ¢ (—) =7
Egyenletesen konvergens-e a Fourier sor?

2.7.8. Feladat.

4, ha ze€(—7m,0)
f(z) = —4, ha z€(0,m) , flz+27) = f(x)
0, ha =0, vagyx=m

Irja fel az 27 szerint periodikus f fiiggvény Fourier sorat!
Hol allitja el6 a Fourier sor a fiiggvényt?
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3. fejezet

Tobbvaltozo6s fuggvények

Abrazolassal csak eléadason foglalkozunk. Az alabbi tipust feliileteket kell felismerni:
ar +by+cz=d
z=a224+y?; z=—-2>—9y*; z=6+22+y*;, 2=06—2%—9?
a

r=ay; z=y>—a?

3.1. Hatarérték, folytonossag

3.1.1. Feladat.

xy + 3
lim > =7
(zy)—(00) z?y +4

Megoldas:

) xzy + 3 0+3 3
lim = - =
@y)—00) 22y +4  0+4 4

(Csak behelyettesitentink kellett.)
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3.1.2. Feladat.

i SREW

(z,y)—(0,0) 22 cosy?

Megoldds:
lim M = lim sin(2y) -y =1 0 =0
(z,y)—(0,0) 2 cosy? (z,y)—(0,0) x2y cos y? 1
Felhasznéltuk, hogy  lim Mg
u—0 u
3.1.3. Feladat.
I tg(zy) - sin——— =7
im arctg(zy) - sin =7
(z,9)—(0,0) St z2 + y?
Megoldas:
I ta(zy) - sin——— = 0 ¢ (0- korlatos) alake
im arctg(zy) - sin———— = 0, mert (0- korlatos) alaku.
(,9)—(0,0) B\ 2 4 y?

3.1.4. Feladat.

lim __Y g
(@,y)—(0,0) 272 + 232

Megoldds:
Az y = mx egyenesek mentén:
2 2
mx x m m
lim f(x,mz) = lim ————— = lim — =
z—0 f@ma) =0 222 +2m?x?  a—0 x2 2+ 2m? 2 4 2m?

fiigg m-t6l == 3 a hatéarérték.
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3.1.5. Feladat. Hol folytonos az alabbi fiiggvény?

31'2?/2
———_ h
e b (@0)#(0.0)

fla,y) =
0 , ha(z,y)=(0,0)
Megoldds:
Ha (z,y) # (0,0) , akkor a fiiggvény folytonos, mert folytonos fiiggvények Osszetétele.
Vizsgalando a lim f(z,y) hatarérték!
(z,y)—(0,0)

Az y = mx egyenesek mentén:

lim )1 3m2xt 3m? i 4l
im f(x,mx) = lim = lige m-t6
20 ' a—0 4x* + Tmizt 44 Tm* 88

—  # a hatarértek. Igy a fiiggvény az origoban nem folytonos.

3.1.6. Feladat.
3 3
oY g
(z.y) = (0,0) 222 + 2y?

Megoldds:

Ty = 0n COSQn, Yn = On SN, , @, tetsz., 0, — 0  egy tetszéleges (0,0)-hoz

tarto pontsorozat. E mentén vizsgaljuk f(x,,y,) konvergenciajat:
30t cos o, sin® o, . 3 )
lim on <p2 n— lim 02 = cosip, sin®p, = 0
On — 0 QQn On — 0 i 2 - P
©, tetsz. pptetsz. korldtos
Tehat a keresett hatarérték 0.
3.1.7. Feladat.
2
Ty _ 5

im . ———
(z,y) = (0,0) 272 + 3y2
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Megoldds:
Az el6z6 megoldés mintajara:
Ty = 0n COSQn, Yn = OpSiN@,, @, tetsz., 0, — 0 tetszéleges (0,0)-hoz tarto

pontsorozattal vizsgalva:

. 03 cos g, sin® @, , cos ¢, sin’ @,
lim 5 5 SR = lim n 5 —— =0
0n — 0 20z cos® @y, + 3oz sin® @, on—0 | 2 4 sin” ¢,
®n tetsz. ©On tetsz. 0 korlatos
Tehat a keresett hatarérték 0. [

3.1.8. Feladat.
3% + 5y?

lim =N
(zy)—=(00) 222+ y?

Megoldds:
Koordinatankénti (masszoval iteralt) limeszekkel dolgozunk:
) . 322+ 5y . 32 3
lim lim ————~ = lim — = -
z—0 y—0 21‘2 —|—y2 z—0 23;'2 2
2 2 2
hmhmmzhmﬂ:5¢§
y—0 220 212 4 92 y—0 12 2
Tehét a keresett hatarérték nem létezik. [
3.1.1. Gyakorlé6 feladatok
3.1.9. Feladat.
ex2—3y

im —— =7
(zy)—(21) 1+ 222 + 3y?
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Megoldds:
f folytonos mindeniitt, igy a hatarérték mindeniitt a helyettesitési érték:

li e 91 e
: T a9 . o o - 9 pr— JE—
(Ivy)li;((lo,o) 1 + 21‘2 —+ 3y2 f( ) 12
3.1.10. Feladat.

dr +3y

?

im
(z,y) — (0,00 22 + 8y

Megoldds:

(Iteralt limeszekkel probalkozzon!)

3.1.11. Feladat.

T
lim 322 + 49?%) arctg = =7
(2,y)—(0,0) ( y ) < Y

Megoldas:
0. korlatos — 0

3.1.12. Feladat.

2 .
o lm TS0,
(@y) = (00) 2+ y?
2 .
b) im  LSB2Y
(z,y) = (0,0) 222 + 5y?
Megoldds:
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3.1.13. Feladat.

. sin (:L‘2 + y2)
a) lim — P
(z.y) = (0,0) cos (zy?) /22 + y?
5,3
(z,y) = (0,0) 628 4 98
Megoldds:

3.2. Parcialis derivaltak, totalis derivalt

3.2.1. Feladat.

2
x? =ty

— 4 6
f(%y)—m + In(z*+1) + 2y+1)

o) =75 fy(z,y) =7

Megoldas: 22 o

f(z,y) = 92 1+ 1 e’ 4 In(z* 4 1) + 2y +1)8
x 2 nz 2 2. 3

F(2,y) = (2ze” + x°e®)(22° +1) — x°e” 4o o 4 Az

: (222 +1)2 A1

x2e”

fey) = 557 2yer + 6(2y +1)° 2

3.2.2. Feladat.

f(z,y) =2° — 3zy® + 2z — 5y + In2

91



8) filz,y)=7; filz,y) ="

b) Szamitsa ki a méasodrendi parcialis derivaltfiiggvényeket!

o) Af = fl+fl =7

€z vy

Megoldds:
a) fr(z,y) = 32® = 3y* +2, f;(Ly) = —6zy — 5
b) f7, = 62

oo =

y = 6z

c) Af =6z —6x =0

Az ilyen tulajdonsagu fliggvényt harmonikus fiiggvénynek nevezziik.

3.2.3. Feladat.

fl@,y) =5z —1)* + 492

Irja fel az elsérendii parcialis derivaltfiiggvényeket!
(Az (1,0) pontban a definicioval dolgozzon!)

Megoldds:
Ha (z,y) # (1,0) :

falz,y)

1

BNV 20 (@17

, . f@+h, 00— f2,0 . VERE-0 V5 h?
fo(1,0) = Jimy h = =
N——
—/5h
Ha (z,y) # (1,0) : |
"z,y) = 8
fy(@9) 25 (x— 1)t +4y?
: o fOL 0+ k) QL0 L VARZ-0 L 20k
A0 = i, z B I =

92



Ha (x,y) # (1,0), akkor az f fliggvény totélisan derivalhatod, mert a parcialisok

léteznek és folytonosak.
Ha (z,y) = (1,0), akkor az f fiiggvény nem derivalhatd, mert f;(1,0) nem létezik,
tehat nem teljesiil a totalis derivalhatosag egyik sziikséges feltétele. |

3.2.4. Feladat.

flz,y) = (2 —y)* + 42® — 8y

a) filz,y)=7; filz,y) =7

b) Hol derivalhato (totalisan) a fliggvény? (Indokoljon!)
gradf(1,2) =7

¢) Szamitsa ki a masodrendii parciélis derivaltfiggvényeket!

Megoldas:
a) folz,y) = 42z —y)’-2+122%,  fi(z,y) = 4(2x—y)*- (-1) — 16y

b) Mivel a parcialisok mindeniitt folytonosak, a fiiggvény mindeniitt totalisan derivalha-

t6 (létezik mindeniitt a gradiens).
grad f(1.2) = f1(L2)i + f1(1.2)) = 12i — 32j

c) fl =8-312z—y)* 2+ 24z

rx

vy = foe =8-3Rz —y)* (=1

Ty

Vo= —4-3(2r —y)?- (—1) — 16 -

vy

3.2.5. Feladat.

(x —2) y?
fay) =4 i T6r+3y, halzy)#(0,0)
U ha (z,y) = (0,0)

2) fi@,y) =7 fila,y) =7

b) Hol differencidlhatd f 7
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Megoldds: (@2 412) — (2 —2) g 2

a) Ha (z,y) # (0,0) :  fl(z,y) = (22 + 12)? +6
Ha (x,y) = (0,0), akkor a definiciéval kell dolgozni:
! p— pr— — p—
r—2)2y (2 +y*) — (x—2)y*2y
Ha (z,y) #(0,0) :  fi(z,y) = ( )21 (22 +)3/2)2( ) +3

Ha (z,y) = (0,0), akkor most is a definicioval kell dolgozni:

3k -0
/0.0 = tim TOR) = £O.0) T F
BOO = T s T

. 2
:éfh(—z+3> 7

b) Az origoban nem derivilhato totalisan a fiiggvény, mert f;(0,0) 3.
(Egyébként a fiiggvény nem is folytonos itt, tehat ezért sem derivalhato.)
Masutt derivalhato, mert a parcidlisok léteznek és folytonosak.

3.2.6. Feladat.
sin (y? + 2x2)

f((lf,y) = \/m ) ha <x7y) 7£ (070>
0, ha (z,y) = (0,0)

a) lim  f(z,y) =7 Folytonos-e f az origbban?
(z,y) — (0,0)

b) f1(0,0) =7 (A definicioval dolgozzon!)

c) Totalisan derivalhato-e f az origoban?

Megoldds: . 9 9 . 9 9
) sin (y* + 22°) ) sin (y* + 22°)
a lim —2 2 = lim —7 Ly 4222 =
) (zy) = (0,0)  /y? + 222 (zy)—=(00) Yy + 22 Y
—1.0=0= f(0,0)
Tehat f folytonos (0,0)-ban.
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f(h,O) - f(O’()) — lim \/W _

b) f.(0,0) = lim

h=0 h Ch>0 h
in 2h*
=l S V2 in =
- — —rtl
—1
c¢) Mivel f2(0,0) 3, f nem derivalhaté az origéban. ]

3.2.7. Feladat.
fl@,y,2) =2° + y* + 2?ye®

a) gradf(—1,1,0) =7 Miért létezik?

b) - "o _9
Megoldas:
a) fl = 32% + 2xye* fo = 4y° + 2%, fl = 2%ye®2

A parcialis derivaltak mindeniitt léteznek és folytonosak, ezért gradf mindentitt

létezik.

=i+55+2k
T = 6r+ 2ye* " = dxye*
b) " _ 4 2z " _ 4 2z
Tz ye zzr ye
A parciélisok 1éteznek és folytonosak, igy a "vegyes" parcialisok egyenlGek. n

3.2.1. Gyakorl6 feladatok

3.2.8. Feladat.
f(x,y,2) = "1 + sin (x2)

gradf =7  Miért létezik?
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Megoldds:

3.2.9. Feladat.

f(z,y) = arctg (2® +y* + 1)

gradf(0,1) =7  Miért létezik?

Megoldas:

3.2.10. Feladat.
flz,y) = /b +y?

a) filz,y)="7; filz,y)="
(A (0,0) pontban a definiciéval dolgozzon!)
b) Irja fel gradf értékét, ahol az létezik!

Megoldds:

3.2.11. Feladat.
f(xay): I2+2y2 ’

8) fie,y) =2 fila,y) =7

b) Hol differencidlhatd f 7

96



Megoldds:

3.2.12. Feladat.

3y
flzy)=q 22 +y?

+ 5z — 3y, ha (z,y) # (0,0)
0 ha (z,y) = (0,0)

a) Hol folytonos a fiiggvény?

b) filz,y)=7; fi(z,y)="7
(A (0,0) pontban a definiciéval dolgozzon!)

c) Hol differencidlhato f 7

Megoldds:

3.2.13. Feladat.

f(:v,y) _ 72 Sinm, ha (x’y) 7£ (0,0)
0, ha (z,y) = (0,0)

a) Folytonos-e f az origoban?

b) Irja fel az f, és [, fliggvényeket, ahol azok léteznek!
(Az origoban a definicoval dolgozzon!)

Megoldds:
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3.3. Erintésik, differencial, iranymenti derivalt

3.3.1. Feladat.

fla,y) = (20 —y)* + 42® — 8y
a) filz,y)=7; filz,y)="
b) Hol derivalhato (totélisan) a fliggvény? (Indokoljon!)

c) Irja fel a fiiggvény Py(1,2) pontjabeli érintésikjanak egyenletét!

Megoldds:
a) folz,y) =202z —y)-2+ 8,  filr,y)=2Q2z—y) (-1) -8

b) fi, f, mindeniitt létezik és folytonos == f mindeniitt derivalhato.
c) fi(1,2) =8, f;(1,2) =-8, f(1,2)=-12

Az érint6sik:  f(1,2)(z — 1) + f,(1,2)(y —2) — (2 — f(1,2)) =0
8(x—1) —8(y—2) — (2+12)=0

3.3.2. Feladat.
f<x7ya Z) = IQy + Yz — 522 ) P0(07 1071)
a) gradf =7 Miért létezik a gradiens?

b)% =7, ha el -3j+4k

* )
de |p,

Megoldds:
a) fo=2xy, fi=2"+z, fl=y—10z
A parcialisok mindeniitt 1éteznek és folytonosak = gradf mindeniitt 3.
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b) gradf I Kp -ban — 4/ = gradf(Fy) - e =

|,
3 4 3
— (it j+0k)-(0i—2j+-k)=-"2
(0i+j+0k) (04 51+5_) g
3.3.3. Feladat.
3
Y 1
f(ajay):ﬁa PO(_§’1>
df . : L
a) max o ? (és adja meg a maximumhoz tartozo irdnyt!)
€ lp,
. df L - L
b) min e ? (és adja meg a minimumhoz tartozo irdnyt!)
e|p,
Megoldas:

flz,y) =y* e !

f::; = y36_2x_1(_2)7 fg,c(_%a 1) - _27 fg; = 3y26_2m_17 f;(_%a 1) =3
«» f,, mindeniitt folytonos

—> [ totélisan derivilhat6 mindeniitt,

—>  Fy-ban J minden irdnyban az irdanymenti derivalt és:

d
= grad f(R) e = lgrad f(R)|-lel -cosp, e el =1
elp,
d
max d—“z = |grad f(Ry)|,

Po
hacosp=1 = ¢=0 = e irdanya grad f(Fp) iranyaval egyenld.

= —lgrad f(Fo)] ,
Po
hacosp=—1 = p=m = e irdnya grad f(P,) irdnyaval ellentétes.

min —

Most: grad f(Fy) = —2i + 35, tehat
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= /(27 + ¥ =13,

defg

ha e a (—2,3) vektor irdnyaba mutat,

. df L

min —— =—V13, ha e a (2,—3) vektor iranyaba mutat.

def 1y
3.3.4. Feladat.
flo.y) =3y + eV — yarctg=, R0, 1)
Y

a) fo(z,y) =7; fy(z,y) =7, hay#0
b) Irja fel a fiiggvény P, pontjabeli érintésikjanak egyenletét!
c) df (Py,(h,k)) =7

d
d)—f =7, ha el 2i—7j
de |p =
0
d
e) max 2 ? (és adja meg a maximumhoz tartozo irdnyt!)
de Py
d
min e ? (és adja meg a minimumhoz tartozo iranyt!)
e|p,
Megoldas:

1

1
— -,
e (2)
Yy
1
fl = 3+ 2ye™’ — 2arctgE - y— —

Y Y (x)2 y?
1+ (=
Yy

b) f1(0,1) = -1, flll(()’l) =3, f(0,1) =4
Az érint6sik egyenlete:
(y # 0-ra 3 a gradiens, igy létezik az érintdsik is.)

a) fi =y — 2

fe(@o,y0) (x —20) + fo(w0,%0) (¥ — v0) — (2 — f(20,%0)) = O
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Tehat —1(z—=0)+3y—1)—(2—4)=0
c) df ((0,1),(h,k)) = f.(0,1)h+ f,(0,1)k = —h + 3k

d) Mivel P, egy kornyezetében a fliggvény totalisan derivalhato, ezért

d
G|, = Eds R o
2i—Tj| = VEF TP = VB3 — = —i——j
ST T VB3 VB3
és  gradf(0,1) = —i+3j
df it ) ( 9 . 7 ) p 21 23
—| = (- —i——j ] = - - = —
delp, — Y\ VBT VEst V33 Va3 Vs
e) Mivel: grad f(Fy) = (—1,3), tehat
max 3—f = /(-1)2 + 32 = V10, ha e a (—1,3) vektor iranydba mutat
elp,
min —-| = —/10, ha e a (1,—3) vektor irdnyaba mutat
elp,
3.3.5. Feladat.
z? — 39?
———  h 0,0
f(x’y>: 2x2+y27 a('I?y)?é( ) )
-3 ) ha ('I’y) = (070)
a) lim  f(z,y) =7 Folytonos-e f az origbban?

(z,y) = (0,0)

b) fi(z,y) =7, f,(x,y) =7 (Az origdban a definiciéval dolgozzon!)

d
c) df =7, ha el —bi+j
de |1 B
. df ) : o
d) Adja meg max —— és min — értékét!
de |,y €la,-1)

e) Irja fel az (1,—1) ponthoz tartozé feliileti pontban az érintésik egyenletét!
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Megoldds:

a)
I 1 x2—3y2_1. w1
xlgtl)ylgil) 222 + 42 = 22 2
2 3 2 -3 2 1
lim lim ——— 2% — i Z2Y = 3£ =
y—0 220 212 4 92 y—0 g2 2

Tehat a keresett hatarérték nem létezik.
= A fiiggvény nem folytonos az origoban.

2z (222 +y?) — (2% — 3y?) 4z

b) Ha (z,y) # (0,0) = fiz,y) =

(222 + 42)?
h2
— + 3
! — — = 0 = _ =
00 = fim T = I S =l g =
Ha (:L‘ )7& (0 O) . f’(x ) . _6y (2x2+y2) _ ($2 —33/2) 2y
Y ) . Y YY) = (2x2+y2)2
L
! I — - @ @ @ = —_— =
R - T L
c) A (0,0) kivételével a parcialisok léteznek és folytonosak
= gradf 3 a (0,0) kivételével.
P() = (1, —1)
: df
Mivel gradf 3 Kp -ban — el = gradf(FRy) - e =
= PO
(14_4_14,) ( ) - 1 ) 14 5 +14 1 —56
— — - . — [ - — —
9 tT 9! NG 9 V26 9 V26 9-/26

df| _ /1N 14\ i
d) maxd—g A - |gradf(P0)| - \/(?) + (5) - ? \/§7
gradf(Fp) 1 . 1
h P R S/ _
YT mdf(R) V2t VAl
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df 14

min 1| = ~leradf(R)] = 5 V2,
ha - &RdfR) 1 1
€T T ledf(R) CV2' V2l

Q) f(1,-1)= =

Az érint6sik egyenlete igy:

L e .

3.3.1. Gyakorl6 feladatok

3.3.6. Feladat.

2) flay) =7,  fiey) =7

df

b) . e '
de |1, -

c) Irja fel az (1,0) ponthoz tartozo feliileti pontban az érintdsik egyenletét!

Megoldds:

3.3.7. Feladat.

f(@,y) = Va? + 3y
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D) £0,0) =75 £,0,0)=?
(A definicioval dolgozzon!)

b) Hol derivalhato a fiiggvény?
grad f’(Lg) =7

c) Irja fel az (1,2) ponthoz tartozé feliileti pontban az érintdsik egyenletét!

d
d) —f =7, ha el —5i
de J(1,9)
d
e) Adja meg max 47 értékét!
€l
Megoldas:
]
3.3.8. Feladat.
51 — 3y
= = (0,1
f(:v,y) 2x+4y ) (xD?yO) ( ) )

a lim x,y) =7
) o )

b) grad f(zo,yo) =7 df ((zo, o), (h, k) =7

¢) Milyen irdnyban lesz az (xg, 1) pontban az irdnymenti derivalt maximaéalis? Adja
meg ezt a maximalis értéket is!

Megoldds:
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3.4. Osszetett fiiggvény derivalasa

3.4.1. Feladat.

feCr;  glzy) = f@®—y°)

Hatarozza meg g méasodrendt parcialis derivaltjait!

Megoldas:
9(x,y) = f(t)|_p2_,s  Osszetett fiiggvényrdl van szo.
0 i
g:/c = f/(t)|t:m2—y3 ’ a_x (ZI;2 - y3) a’lap.]a’n:

g = f@@*=y’) -2z

gy = f(&®=9") (=37

Jow = <% f(2* — y?’)) 2z + fl(2* =97 - (% Qx) alapjan:
g = (@R — ) 2) 20 + fa® - )2

gry = ["(@*=y’) 22 (=3y°) = g,

Gyy = J"@* =07 (=3y%) (=3y°) + ['(«® —¢*) (—6y)

3.4.2. Feladat.
Igazoljuk, hogy ha F az (2% — y?)-nek tetszSleges, folytonosan differencialhato
fliggvénye, akkor az

flx,y) =y F(@® —y°)

kétvaltozos fiiggvény eleget tesz az

v folz,y) + xy fi(z,y) = « fz,y)

differenciélegyenletnek!
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Megoldds:
o=y '@ —y)2x,  fi=F@"—y°) +yF' @ —y*)(-2)
A d1fferenc1alegyenlet bal oldalaba helyettesitve:

?
VyF (2 —y*)2e + zy (F@@* —y°) + yF'(@® —y)(-2y)) = zyF(a®—y°)
Rendezve:

vyF(2* — ) = ayF (2 —9?)
Ez pedig igaz.

3.4.3. Feladat. Szamitsa ki az

kifejezés értekét, ahol  g(xz,y) = f(2? —y) és f-nek a t; = 3 koriili masodrend
Taylor polinomja
To(t) =1 — (t—3) + 5(t —3)?

Megoldds:
Mivel az f fiiggvény t, = 3 koriili masodrendd Taylor polinomja:
_ /'3) f"3) >
Ty (t) = f(3) + T(t—S) + T(t—?)) , ezért
f'3)=-1, f"(3) =10.
= f'(2? —y)2 Jow = ["(2* —y) 22 20 + f'(a? —y) 2,
g;y fi(a? —y) 20 (<1) = Gy
Iz (2,1) 13- 42+ f(3)-2=158
A =158 — (—40) = 198 [

3.4.4. Feladat.
gi(z) és  go(x) kétszer folytonosan differencidlhatd egyvaltozos fiiggvény
(91(2), g2(2) € CR)
W, y) =2 gily—2) +y- gz —y), (v,y) ER?
Hozza egyszeriibb alakra a hj, + 2k}, + hy, kifejezést!
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Megoldds:

hy = (%Q n(y—=z) + - <8%91(y—:6)) +y ((%gz(x—y)>

alapjan:

h, = gy —x) —2gi(y — ) +yga(r —y)
h, = rg(y —x) +g2(z —y) —yga(z —y)
2hy, = 2(gi(y —x) —xgi(y—x) +g5(r —y) —yg5(zr —y))
Wee = —91(y—2) —gily—2) +ag/(ly—2z) +yg(x—y)
hyy = gy —x) —go(r —y) — golr —y) +y g5 (v — y)
_—

Wy, +2h), +h), =0  VY(z,y) € R

Esetleg a g1, go fliggvények argumentumaét ne irjuk ki mindeniitt (sok id6), csak jegyez-
ziikk meg, hogy g¢; -et és derivéltjait az (y — x) helyen, go-6t és derivaltjait az (z — y)
helyen vessziik. (Igy attekinthetébb is a derivalas menete.) [

3.4.1. Gyakorlé feladatok

3.4.5. Feladat. .
g € C3 véltozoja helyébe irjunk = -t (y #0) ésjeloljiik az igy kapott kétvaltozos
Y

figgvényt f(x,y)-nall
Adja meg y # 0 esetére az alabbi parciélis derivaltakat!

folz,y) =7, fi(z,y) =7
w(T,y) =7, (T, y) =7
Megoldds:
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3.4.6. Feladat.
g € C% valtozoja helyébe irjunk

5 T etés jeloljiik az igy kapott kétvaltozos
y*+1
figgvényt f(x,y)-nall

folz,y) =7, folz,y) =7, (T y) =7
Megoldds:
3.4.7. Feladat.
f(z,y) = glzy® +24°), g €Cy
Sl y) =7, oy =1 (@ y) =7
Megoldas:
3.4.8. Feladat.
g(z,y) = flda®y + %), fecs
a) goy(@,y) =7
b) Az f figgvény xy = 0 pontra tamaszkodd méasodrendii Taylor polinomja:
72
To(z) =8 + 3z + 3
f’(O) =7, f”(O) =7, ggy(%v_l) =7
Megoldas:
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3.5. Szélsoértékszamitas

3.5.1. Feladat.
flz,y) = 22° — 62+ 5+ 3> — 12y

Keresse meg az f fliggvény lokalis szélsGértékeit!

Megoldds:
f mindeniitt derivalhato, igy lokalis szélsGérték csak ott lehet,ahol
(fi=062>-6=0 és f,=32-12=0) = (r==1,y==2)

Tehat a sziikséges feltétel 4 pontban teljestil:
Pi(1,2), Py(1,-2), P5(—1,2), Py(—1,-2)
vy 122 0
D(z,y) = = = T2zy
" " O 6y

yr  Jyy
D(P)>0 é fr(P)=12>0 = Pi-ben lokalis minimum van.
D(Py) >0 & fr(Py)=-12<0 = Py-ben lokilis maximum van.
D(P,) <0 é D(P;) <0 = P»-ben és Ps-ban nincs lokalis szélsGérték.

3.5.2. Feladat.

flz,y) = (x—3y+3)>+ (z —y—1)?

Keresse meg az f fiiggvény lokalis szélsGértékeit!

Megoldds:
fi=2x-3y+3)+2(x—-y—-1)=0

fo =2 =3y+3)(=3)+2(x -y —-1)(-1)=0
Egy linearis egyenletrendszerhez jutottunk most:

dr — Sy + 4 :8}:} r— 2y =-—1

—8x+20y — 16 2 +5y =4 }:> =36 y=2
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Tehat P(2,3)-ban teljesiil a sziikséges feltétel.

4 -8
D(z,y) = =80—-64=16 (most fliggetlen z,y — tol)
-8 20
D(2,3) >0 = van lokalis szélséértek.  f7 (2,3) =4>0
—  lokalis minimum van [

3.5.3. Feladat.
flay) = (z—y+1)? — (22 —2)

Keresse meg az f fiiggvény lokalis szélsGértékeit!

Megoldds:

fl=2@—-y+1)—2*-2)-22 =2+10x—423 -2y =0

fo=2@—y+1)(-1) =0

A maésodik egyenletb6l: y = x + 1. Ezt behelyettesitve az elsé egyenletbe: 4z (22 —
2) = 0 egyenlet adodik.

Igy 3 pontot kapunk, melyekben teljesiil a sziikséges feltétel, ezekben lehet csak lokélis
szélsGérték:

Pi(0,1), P(vV2,1++2), P(—v2,1-+?2)

" 10— 1222 —2
D(z,y) = = — 16 — 24 22
v Jyy —2 2

D(0,1)=16>0, f/ =18>0 = lokalis minimum van (0, 1)-ben
£(0,1) = —4 eértéldkel.

D(P,) <0,D(P;) <0 = P,-ben és P;-ban nincs lokalis szélséértéek. ]

3.5.4. Feladat.
flzy) = 2%y

a) Keresse meg az [ fliggvény abszolut szélssértékét az  A(0,0), B(1,0) C(0,1)
pontokkal kijelolt haromszog alaki zart halmazon!

b) Van-e lokalis széls6értéke f-nek, ha (z,y) € R*?
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Megoldds:

fr=322y" =0 LC(0,1)
a) xr=0 vagy y=0.
fi=52%y"=0

A(0,0) B(1,0)"

Tehat az (z,0) és a (0,y) pontokban lehet lokalis szélsGértéke. (Itt teljesiil a sziik-
séges feltétel.)
f(z,y) > 0 a tartomany belsejében,

f(z,y) =0 a tengelyeken (f(z,0) =0, f(0,y) =0)

— minf=0.

Weierstrass I1. tétele alapjan f-nek van maximuma is, mert folytonos és a tartomany
korlatos és zart (kompakt halmaz). A maximumot csak a tartomany hatéran veheti
fel. Mar csak az y =1 — x johet szoba.

g(z) = flx,1 —2) =23 (1 — )5, z € 0,1]
g(0) = g(1) =0, igy nem lehet maximum.
Valahol az intervallum belsejében kell megtaldlnunk a maximumot.
g (x) = 32> (1 —xz)° +3x35 (1 p ) (=1) =22 (1—-2)*(3-8x) =0

e — — —
TTR VTR

Igy a keresett maximalis fiiggvényértek: — f (

3 5\ 35
8'8) 88
Lokalis szélsGérték csak a tengelyeken lehetne. A tételiinket most nem tudnank al-

kalmazni, mert D(z,0) = 0 és D(0,y) = 0 lenne esetiinkben. Vizsgaljuk a fiigg-
vényértékek elgjelét!

} A fiiggvényérték elGjele.

A tengelyeken a fiiggvényérték nulla. De a tengelyek barmely pontjanak minden
kornyezetében felvesz a fiiggvény pozitiv és negativ értéket is, igy a fliggvénynek
sehol sincs lokalis szélsGértéke. [
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3.5.1. Gyakorlé feladatok

3.5.5. Feladat.
4
flay) =2z +y+ —
Ty
Hatarozza meg f lokalis szélsGértékeit!

Megoldas:

3.5.6. Feladat.

fz,y) = By —x)* — 6y> + 8
a) fi(z,y) =7 fylz,y)="
b) Hol derivalhaté (totélisan) a fiiggvény? (Indokoljon!)

c) Irja fel a fiiggvény Py(2,1) ponthoz tartozé feliileti pontban az érintésik egyenletét!

d
d) df =7, ha e —5%
de (2,

e) Hol lehet f-nek lokalis szélsGértéke?
Van-e lokalis szélsGértéke? Ha igen, milyen jellegii?

Megoldds:

3.5.7. Feladat.
1 3 3y
flay)=—5+y -~

Hatarozza meg f lokalis szélsGértékeit!
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Megoldds:

[
3.5.8. Feladat.
flay) = v° =12y + 2(z +y)* — 8(z +y)
a) Hatéarozza meg a fiiggvény lokalis szélsGérték helyeit és azok jellegét!
Megoldds:
[

3.6. Kettds integral

3.6.1. Kétszeres integral téglalap- és normaltartomanyokon

3.6.1. Feladat.

/ / z sin(zy) dT =7,

T
ha T azl<z<3, 0<y< g téglalaptartomény.

Megoldas:
Az integrélasi tartomany a 3.1 abran lathato. A fiiggvény folytonos, ezért mindegy, hogy

milyen sorrendben integralunk, az eredmény ugyanaz. De, ha el6szor = szerint integra-
lunk, akkor parcialis integral lenne, ezért probaljuk meg a masik sorrendet!

113



[SIE]
~

3.1. abra. (3.6.1 feladathoz.) A T integralasi tartomény téglalap. A nyil a belss integrélés

irdnyéat jeloli.

3 /2 3
[ [ @ sin(zy) dyde = [ —cos($y)|;rfo de =
10 1
. T 3
:1f<—0087+1> dv = — T + x :---=2+;
2 1

3.6.2. Feladat.
// x dT' =7,
T

ha 7T az y=a2? ésaz y=x + 2 &ltal hatarolt korlatos tartoméany.

Megoldds:
A vizsgalt tartomény a 3.2 dbran lathato. A két gorbe metszéspontjai a (—1,1), (2,4)

pontok és az = tengelyre vonatkoztatott normaltartomanyrol van szo.

2 z+2 2 o 2 9
[ J wdyde = [ ayfZd de = [ @@+2)-a®) do == g
— y:$2 _ _

3.6.3. Feladat.

2
Jf e

T
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Y X
[/
\ /) N

Y

Z9 1 9

3.2. 4bra. (3.6.2 feladathoz.) Az y = x? parabola és az y = x + 2 egyenes kozti T
tartomany. A nyil a belsd integral irdanyat jelzi.

ha az els6 siknegyedbe es6 korlatos 1" tartomény:

y =

SR

, y<x és 1 <x <2

Megoldds:
A vizsgalt tartomany a 3.3 abran lathaté. Az x tengely fel6l nézve norméltartomanyrol
van szo.

2 T .T2 2 1'2 T 2 9
f f _Qdydm:f__ dx:f(—x—}—x?’) der = ... = =2 -
1 y=1/x 1 Y y=1/x 1 4

3.6.4. Feladat. Alakitsa kétféleképpen kétszeres integréalla az alabbi kettGs integralt
majd az egyik moédon szamolja ki:

/ / (18xy* — 9y) dT,

ahol T az O(0,0), A(2,0), B(2,3) és a C(1,3) pontok altal meghatéarozott trapéz.
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3
2,
TRV 1
Y=
1 9 T

3.3. abra. (3.6.3 feladathoz.) A hiperbola és az egyenes kozti korlatos tartomény. A nyil
a belsé integralds iranyét jelzi.

Megoldds:
A T integréalési tartomanyt a 3.4/a) dbra mutatja. A tartomany nem N, (x tengelyre
vonatkoztatott norméltartomany), csak két N, uniéja (3.4/b) abra). Igy

1 3z 2 3
I= [ [ flay) dyde + [ [ flz,y) dyda
=0 y=0 z=1 y=0

Viszont a tartoméany N, (y tengelyre vonatkoztatott normaltartomany, 3.4/c) abra):

I = f3 f2 f(z,y) dx dy

y=0 z=y/3
Az integral értékét az utobbival szamoljuk Kki:

3 3
I= [ (92%% — 9zy)[s_, 5 dy = [ (36% — 18y — (y* —3y?)) dy =
y=0 y=0
3 5

3 5 3
= [ (392 — 18y —y*) dy = (13y3—9y2—%) = 13-27-81- = -

y=0

y=0

3.6.5. Feladat. Cserélje fel az integralas sorrendjét!

0 v1—2a? 1 1-=z
a) L = [ [ flzy) dyde + [ [ f(z,y) dyde
z=—1 y=0 z=0 y=0
V2 oz 2 2 4 44—z
b) I, = [ [ flz,y) dyde + [ [ flz,y) dyde + [ [ f(z,y) dydz
z=0 y=0 z=+/2 y=0 =2 y=0
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3 ¢ B 3 ¢ B 3Q,C B
8 o
30 /
/ &
T q
@) A 0] A O A
1 2z 1 2 Z 1 2 Z
a) b) c)

3.4. dbra. (3.6.4 feladathoz.) A T integralasi tartomany két IV, uni6jaként vagy egy N,
tartomanyként kezelhetd.

3.5. abra. (3.6.5/a) feladathoz.) Az egyes tagokhoz tartozo integralasi tartomanyok,
valamint ezek Osszevonasa az integralas sorrendjének felcserélésével.

Megoldds:
a) Az integralasi tartomany:

T ={0<y<vVl—-2%? -1<z<0}u{0<y<l-—=z,0<zx<1}

A 3.5 abran lathato, hogy az integralés sorrendjének felcserélésével a két tagot Gssze
lehet vonni:

1 rz=1-—y
L - / / f(z,y) de dy.
S0 i
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= NN
va v / A .2
_ S N

\/52 AN T V2 2 4
a) b)

3.6. abra. (3.6.5/b) feladathoz.) Az egyes tagokhoz tartozd integralasi tartomanyok,
valamint ezek Osszevonasa az integralas sorrendjének felcserélésével.

b) Az integréalési tartomany:

T, ={0<y<2’,0<z<V2}u{0<y<2,V2<z<2u
U{0<y<4—z,2<x<4}

A 3.6 abran lathato, hogy az integralas sorrendjének felcserélésével a harom tagot

I = /2 7 F(z,y) dz dy.

y=0 z=\/y ]

Ossze lehet vonni:

3.6.6. Feladat.

1

1
//ysinx2 dedy =7
0 42

Megoldas:

Nem tudunk primitiv fiiggvényt felirni x szerint , ezért elGszér y szerint probalunk
integralni:

A kiindulas (3.7/a) abra): 3> <z <1, 0<y<l1

Felcserélve a sorrendet (3.7/b) abra): 0<y <. /x, 0<zx<1
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a) b)

3.7. abra. (3.6.6 feladathoz.) A nyil jelzi az eredeti felirasban, illetve az integréalok sor-
rendjének felcserélése utan a belsd integralas iranyét.

1 VT L2 Ve 1 1
f f ysinz? dyde = [ Z| -sinz?de == [ zsinz® do =
=0 y=0 =0 2 0 2 =0
1 1 1 1 1
=53 i 2 sinx? dz = 2 (— cosx )|é =1 (—cosl + 1) n

3.6.2. Kettds integralok transzformaciéja

3.6.7. Feladat.

// y? dT =7,

T

ha T: 2> +y*<4, 0<y<uz

Megoldas:
Az integralési tartoményt a 3.8 dbra mutatja.
Polartranszformacioval dolgozunk:
r=rcose, y=rsny, |J|=r
A vizsgalt tartoményon: 0<r <2 é 0<p<7/4

/4 2 2 w/4
= [ [ r?sin? o drde = [ rdr - [ sin®p  dp =
=0 r=0 r=0 =0 ~—

|J| 1 —cos2¢p

2

119



/<

3.8. abra. (3.6.7 feladathoz.) Az integralasi tartoméany.

N

1 2 ¥

3.9. abra. (3.6.8 feladathoz.) Az integralasi tartoméany.

2 1 sin 2¢p
JC\2” T

3.6.8. Feladat.

w/4

T 1 T
—4 (22} =21
0 <8 4) 2

ré
4

ha T: 1<2?+4*2<4, y>0, >0

Megoldads:

Az integralési tartoményt a 3.9 dbra mutatja.
Polartranszforméacioval dolgozunk:
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3 y =3z

2 37

3.10. abra. (3.6.9 feladathoz.) Az integralési tartoméany.

T/2 2 2
I'= [ [ r?cos?p rsing r drdp = [ r*dr -
=0 r=1 r=1
_ |2 cos® ﬂ/Q_ 0_1_1 2> 1\
5 3 ), 3 5 5)

3.6.9. Feladat.

// 7Txyt dT =7,

T

ha T: 4<z2?4+¢4><9, >0, y>+3=x

Megoldas:
Az integralési tartoményt a 3.10 abra mutatja.
Polartranszforméacioval dolgozunk:
r=rcose, y=rsnyp, |J|=r
fis

tga:\/§ = &= Pmin =

w

w/2
[ costp sing dp =
=0
31
15

Igy a vizsgalt tartomanyon: 2 <7 <3 és 7/3<p<m/2

5

/2 3 w/2
I= [ [ Trcosp rtsintpr drdp = | 7|3 cos g sint o dp =
p=m/3 T=2 /3
/2 -5 w/2
= (3"=27) [ cosgp sin* p dp = (37 —27) i 4
w/3 f’vf4 5 w/3
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2 5
C\]
N /
Z
o &
AR &$ o
2 4 z 2 4 Z
a) b)

3.11. abra. (3.6.10 feladathoz.) Az a) részben orig6 kézéppontu polar koordinatarendszert
hasznalunk, mig a b) részben (2,0) kézéppotit.

3.6.10. Feladat (**).

l/de:?,

ha T: 22—4x+¢y2<0, 0<y é&s
a) f(z,y) =y (¢* +y°)°
b) flz,y) = (¢ — 4z +y?)°

Megoldds:

A T tartomany egy (2,0) kozéppontu, 2 sugari félkor, ugyanis
?—dr+y* <0 = (z-27+yP<2%

A fiiggvény is befolyasolhatja, hogy milyen helyettesitést alkalmazunk.

a) Origd kozéppontu polar koordinatarendszert hasznalunk. (3.11/a) &bra).
x=rcosp, y=rsinp, |J=r, 0<r<4cosp, 0<p<7/2

w/2 4 cosp 49

I= [ [ rsing (T2)3 r drdey = (innen HF.) = —
=0 r=0 90
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b) Most (2,0) kdzéppontt polar koordinatarendszert hasznalunk. (3.11/b) abra).
x=24rcosp, y=rsing, [J=r, 0<r<2, 0<p<nm
2 —dr+y? = (227 4y —d=rcop+risin’p —4 = 1r? —4

g 2 6
= [ [ (P-4 rdrd¢:...:_4_7r
=0 r=0 12

3.6.3. Gyakorl6 feladatok

3.6.11. Feladat. Cserélje fel az integréalas sorrendjét, majd szamolja ki az aldbbi in-

tegralt!
7
0

1+:L' dx dy

M‘S\w

Megoldads:

[
3.6.12. Feladat. Cserélje fel az integralas sorrendjét:
1 82:1:
/ / flz,y) dy dz
0 er
Megoldads:
[
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3.6.13. Feladat. Szamoljuk ki az R sugaru korlap teriiletét!

Megoldds:

3.6.14. Feladat.

3.6.15. Feladat.

1
dT =7
l/ (14 222 + 2y?)" ’

ha T: z2+9y*<4, 2<0

Megoldas:
Polartranszformacioval dolgozunk:
2 37T/2 1
I = f f =7 dpdr =

r20 p=n/2 (1 + 272 cos>¢ + 272 sin” p)
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2 37m/2

= [ 7“(1—1-27“2)_5 dp dr =

3.6.16. Feladat.

Megoldds:

3.6.17. Feladat (**). Hatarozza meg annak a sikrésznek a teriiletét, amelyet a
kovetkezs egyenlGtlenségek irnak le!

P24y >4z, 2?2+ <8, y<V3z,y>zx

Megoldds:

Az els6 két egyenlStlenségben teljes négyzetté alakitunk:
2?4y > da = (x —2)* +y* > 2%
2’ +y? <8 = (x —4)” +y* < 4%

Innen lathato, hogy a vizsgalt teriiletet két origdn atmend egyenes és két origon dtmend

koriv hatarolja (3.12 abra).

Orig6 kozéppontu polartranszforméacioval dolgozunk:
w/3 8 cosp

teriilet = [[ 1dT = [ Ik r drdy =
T

p=m/4 T=4cosp

w/3 r2 8 cosp w/3
= | = dp =24 [ cos?p dp = --- m
p=n/4 4 cos p=n/4
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3.12. abra. (3.6.17 feladathoz.) A vizsgalt tartomany.

3.7. Harmas integral

3.7.1. Feladat.

I = /:Uy2z3 dV =7
1%

Az els6 térnyolcadba es6 V' korlatos térrész hatarai:

z =xy (felilet), z=0, z=1, y=0, y=ux (sikok)

Megoldds:

Yy

1 r xY
1 = // / ry?2® dz dT = / ry?2? dz dy dz
=0

héaromszog z2=0

1 T Z4 2=y 1 1 T
= / / zy? {—] dy de = - / 25y8 dy dx
41 _, 4
=0 y=0 =0 y=0

\]

1 1
7 y=t
5 1Y 1 12 _ 1
/x{7} dx——4. /x der =
=0 =0

364
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3.7.2. Feladat.
I = / Vaz+y2 dV =7
\%

A V korlatos térrész hatarai:

z=+/2?2+y? (kip) ésa z=1 (sik)

Megoldas:
A térrész mer6leges vetiilete az (z,y) sitkra az 22 +9*> = 1,2 = 0 kor, a térrész
hengerben van. Hengerkoordinatékkal dolgozunk.

Hengerkoordinatak:
r=rcosp,y=rsinp, 2=z, r>0, p €10,27)

A Jacobi determinans abszolutértéke: |J| =r

z=1
I = // / vVai+y? dz dT =
22 +y2<1 Z:\/W

21 1 z=1
:///r.|J|dszdgpz

0 r=0 z=r

2w

1 z2=1
r? dz dr de :/
0

=0 z=r
21
0

1
/ r? [z}i dr dp =

r=0

2w
0

r

ol

1
/ r?(l—r)drdp = ... =
Zo

T

3.7.3. Feladat. Szamolja ki az 2% +y?> = 1 egyenleti henger és a 2z = 0 valamint
a z=2—x—y egyenletd sikok altal hatarolt térrész térfogatat!
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Megoldds:

z=2—x—y

o fff e f] T -

\%4 r249y2<1 2=0

z=2—rcos p—rsin

2r 1
:// / 1-|J| dzdrdy =
0

r= 2=0

o

2=2—7cos p—rsin ¢

2w 1
:// / r dzdrde =

— 2=

[e=]

z 2—7rcos rsin
/ TR dr de =
0

3.7.4. Feladat. Szamolja ki a

z2=+/22+y? ésa z=6—x%— 9>

egyenlet feliiletek altal hatarolt korlatos térrész térfogatat!

Megoldds:
A térrész egy folfelé nyilo kap és egy lefelé nyilo paraboloid metszete, amely a 3.13 abréan
lathato.
A kip és a paraboloid altal hatarolt térrész merdleges vetiilete az (z,y) stkraaz x?+y? =
R?,2=0 kor, a térrész hengerben van. Hengerkoordinatakkal dolgozunk.

A vetiilet a metszetgorbe vetiilete, ezért az /a2 +y? = 6 — 2? —y* | azaz a
VR? =6 — R? egyenletbsl szamoljuk a vetiileti kor sugarat: R = 6— R? | azaz R = 2
(R = —3 nem lehet a sugar).

z=6— :Ef
V:///ldV:// / 1 dzdT =
14 a?+y?<d z2+y
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3.13. abra. (3.7.4 feladathoz.) A forgaskup és a paraboloid metszete.

2w 2 z=6—12

// / 1-|J| dzdrde =

r=

o

2t 2 z=6—12

// / rdzdrde =

0 r=0 z=r

2 2

z 6—r2

/ / ., rdrde =

0 r=0
2r 2
// 6—7*—7)r drdp = ... = 327/3
0 r=0

3.7.5. Feladat.

I:/zyde:?,
v

ahol a V korlatos térrész az 22 + y*> + 22 < 1  gomb belsejének

x>0,y>0, z>0 térnyolcadba ess része.
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Megoldds:

Gombi koordinatakkal dolgozunk.

Jeloljiik az (x,y, z) pontba mutato6 helyvektor hosszat r-rel, a z tengely pozitiv szaraval
bezart szogét ¥-vall Igy z = rcos?.

Legyen tovabbéa a helyvektor (z,y) sikra valo merdleges vetiiletének az x tengely pozitiv
szaraval bezart szoge ¢ . A helyvektor (z,y) sikra valé merdleges vetiiletének a hossza
rsind | igy x =rsindcosy, y =rsindsingp.

A geometriai meggondolasbol kapjuk, hogy 0 <r <1 ,0<ep<7/2, 0<9 <7/2.

A gdémbi koordinatédkhoz tartozo Jacobi determinans abszolitértéke | J| = r?sind.

\ 1—z2—y2

I:/V//xyzdvz // _/0 ryz dz dT =

22 4y2<1,2>0,y>0 2

w2 1 7/2
= / / / (rsinvcose rsindsing rcosd) - |J| dd dr dp =
=0 r=0 9=0
w/2 1 7/2
= / / / (rsind cos ¢ rsindsing rcosd)r’sing di dr dp =
=0 r=0 ¥=0
w2 1 7/2
= / 5 sin®¥cos? cospsing dd dr dp =
=0 r=0 9=0
/2 1 /2
= /cosgpsing@ de - /7“5 dr - /singﬁcosﬁ dv =
»=0 r=0 =0
B {sin%@}wﬂ {rjl [sin419}w/2 1
2 1o 6o 4 1y 48 m

3.7.6. Feladat. Szamolja ki az

PHyP+22<1 ésa /2 +1y2<z<V3a2+y?

egyenlGtlenségekkel jellemzett térrész térfogatat!
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3.14. abra. (3.7.6 feladathoz.) A vizsgalt térrész vazlatos rajza.

Megoldds:
A térrész vazlatos rajza a 3.14 dbran lathato. A térrész az egységgdémbben van. Gémbi
koordinatakkal dolgozunk, mert a hatarok megallapitasa konnyt.

A z = /22 +y? kupfelilletnél : ¢ = /4,
a z=+/3+/22 +y? kupfeliiletnél pedig: ¥ = /6 .

or 1 /4

V:/V//ldvz// / r2sindg do dr dp =

»=0 r=0 Y=mx /6

3 2 .

con 2] e o 2 eV

0 /6

3.7.1. Gyakorl6 feladatok
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3.7.7. Feladat. Szamolja ki az (v —2)*> +y*> =4 egyenlett henger, a z =0 sik,
valamint a z = 22 + y? egyenletti paraboloid 4ltal hatarolt korlatos térrész térfogatat!

Megoldds:

3.7.8. Feladat.

[:/2de:?,
%

ahol a V korlatos térrész az 2z < 3 — (/2?2 +y? ésa z > 2 egyenlStlenségekkel
jellemzett.

Megoldds:

3.7.9. Feladat.

I = /:Uy223 dv =7,
1%

ahol a V korlatos térrész az o2 +y?> + 22 <9 ésa z > /322 +3y%2 egyenlStlensé-
gekkel jellemzett.
(Gombi transzforméacio.)

Megoldds:
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3.7.10. Feladat.

]:/x2de:?,
v

ahol a V korlatos térrész az 2? +y> +22 <4 ésa z>

2,2
egyenlGtlenségekkel

jellemzett.
(Henger transzformécio.)

Megoldds:

3.7.11. Feladat. Szamoljuk ki az R sugarti gomb térfogatat!

Megoldds:

3.7.12. Feladat. Irjuk fol és szamoljuk ki az R sugar, m tomegii, homogén gémb
tehetetlenségi nyomatékat tetszdleges, kozéppontjan atmend tengelyre vonatkoztatval

Megoldads:
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3.7.13. Feladat. Irjuk fol és szamoljuk ki az R sugart, m tomegt henger tehetetlenségi
nyomatékat az alkotéival parhuzamos szimmetriatengelyére vonatkoztatval

Megoldds:
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4. fejezet

Komplex fuiggvénytan

4.1. Differencialhatésag, regularitas, harmonikus tars

4.1.1. Feladat.
v(z,y) = cx® + 2zy — 49> + 3
a) Adja meg a ¢ paraméter értékét ugy, hogy v(z,y) egy, az egész komplex szamsikon

regularis f(z) komplex-valtozos fliggvény képzetes része legyen! (¢ € R)
) (1 —2)) =7

Megoldds:

a) Av = vy, + v, = O0-nak kell teljesiilni.
vl = 2cx + 2y, vl o=2c
v, = 21 — 8y, v = —8

Yy
Tehat Av = 2¢ — 8 = 0, ahonnan ¢ = 4.
b)

f'(20) = u (o, y0) + jvi, (0, Yo) = v, (w0, o) + jvs (w0, Yo)
(1 =25) = v (1,-2) + jui(1,—2) = (22 — 8y + j(8z + 2y))‘ = 18+4; =

4.1.2. Feladat. Hol differencialhato, és hol regularis az f(z) = 22 Re(z) fiiggvény?
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Megoldds:

f(2) = (2 = y* + j2ay)z = 2° — zy® +j 227y,

u(z,y) v(z,y)
ahonnan
ul, = 3% — o, vl = 4dxy,
! ! 2
u, = —2xy, v, = 2.

A parcialis derivaltak mindeniitt folytonosak, tehat az u(x,y), v(z,y) fliggvények min-
deniitt totalisan differencialhatok. A Cauchy-Riemann egyenletek és megoldasuk:

3% — y? = 222 és dxy = 2xy
x2 — y2 =0 25(:3/ =0
2| = |y r=0vagy y=0.

Ez azt jelenti, hogy a fliggvény csak az origoban differencialhato, és sehol sem reguléris.m

4.1.3. Feladat.
u(z,y) = 22° — 6xy® + 51 — 2y

Igazolja, hogy az u(z,y) kétvéltozos fiiggvény az egész R? sikon harmonikus fiiggvény,
és keresse meg a v(x,y) harmonikus tarsfiiggvényét, amellyel egyiitt az f(z) = u(z,y) +
ju(x,y) fliggvény az egész komplex sikon reguléaris komplex fliggvény. (z = z + jy)

Megoldas:
Az u parcialis derivaltjai:
ul, = 62 — 6y + 5, ul, = 12z,
r "o
u, = —12zxy — 2, Uy, = — 12z,
tehdt Au = uj, + vy, = 0 az egész stkon.

A keresett v(z,y)-nek ismerjiik a parciélis derivaltjait:

v, = —uy, = 120y + 2, v;:u;:6x2—6y2—|—5.

Az els6 egyenletet x szerint integralva, majd az eredményt y szerint derivalva:
v(z,y) = /(12xy + 2)dx = 62%y + 27 + C(y),

vy, = 62 4+ C'(y)
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Ezt 6sszevetve v, eredeti alakjaval:

622 + C'(y) = 622 — 6> + 5
Ebbdsl

C'(y) = —6y* + 5, ahonnan Cly) = /(—63/2 +5)dy = —2y* + 5y + c.
Tehat

v(x,y) = 62%y + 21 — 2> + 5y + c, (c e R)
f(2) = 22° — 62y* + 5z — 2y + j(62°y + 21 — 2> + 5y + ¢) (z =2+ 7jy)

Eljarhatunk forditott sorrendben is, elGszér v, -t integraljuk y szerint:

v(z,y) = /(Gx2 — 6y* + 5)dy = 62°y — 2y° + 5y + C(x),
vl = 12zy + C'(x)
Ekkor C'(z) = 2, tehat C(x) =2z + ¢ (c € R).

4.2. Elemi fiuggvények, egyenletek megoldasa

4.2.1. Feladat.

z=e% Rez =7, Im z =7, |z| =7, arcz =7, z =7
Megoldas:
z=c’e¥ =¢e*(cos3 — jsin3) = e®cos 3 + j(—e*sin 3),
tehat
Rez = e%cos 3, Imz = —e’sin 3, |z| = €%, arcz = —3, zZ = e’

4.2.2. Feladat.

a) In(—V3+j)=? b) In(—3j) =? ¢) Ln(—3j) =2
d) In(—e) =" e) (V2—jv2) =?
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Megoldds:
Emlékeztetaiil:

Inz =1In|z| + jarcz, —r <arcz <,
Lnz =In|z| + j(arc z + 2kn), kel

a) In(—V3+j) =In2+ j2.

b)In(—35) =In3 —j57.

¢) Ln(=3j) =In3+ j( — 5 + 2kn), ahol k € Z.
d)In(—e) =1— jm.

e) (V2 — j\/2)] = e !mV2-iv2) — in2-5%) — % . ei02 — % (cosIn2 + jsinIn 2).

4.2.3. Feladat.

a) sin (g + jm) =? b) cos(l+2j) =" c) sh(l+65)="
Megoldds:
Emlékeztetsiil:
sin(jx) = jshuz, sh(jz) =jsinx
cos(jx) = chux, ch(jz) = cosz.
a)
sin (g +jm) = sing cos(jm) +cosg sin(jm) = ch.
——
\:T/ chr \:6-/ jshm
Tehat
.o . v .
Re(sm(§ +]7r)> = ch, Im(sm(§ +j7r)> = 0.

b)

cos(1 +2j) =coslcos2j —sinlsin2j = cos1ch2 — jsin1sh2.
——r ——

ch2 jsh2
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sh(1+67) =sh1 ch6j+chl sh6j =sh1 cos6+ jchl sin6.
—— ——

cos 6 Jsin6 ]

4.2.4. Feladat. Hol differencialhato, és hol regularis a kovetkezd fiiggvény:

f(z) = ch (2z)
Megoldads:

ch (2z) = ch(2z — j2y) = ch(2z) ch(j2y) — sh(2z) sh(j2y) =
= ch(2z) cos(2y) — j sh(2x) sin(2y).
Tehat a fiiggvény valos és képzetes része:
u(z,y) = ch(2z) cos(2y),
v(z,y) = —sh(2z) sin(2y).

Lathato, hogy u és v a teljes R? sikon totélisan differencialhato, mivel a parcialis deri-
valtjaik léteznek és folytonosak mindentitt. A parciélis derivaltak:

ul, = 2sh(2z) cos(2y), v, = —2ch(2z) sin(2y),
u,, = —2ch(2x) sin(2y), v, = —2sh(2x) cos(2y).
A Cauchy—Riemann egyenletek:
u, = v, 2sh(2z) cos(2y) = —2sh(2x) cos(2y),
u, = —v, —2ch(27) sin(2y) = 2 ch(2x) sin(2y).
y T

A masodik egyenletbdl (ch(2x) # 0):

ch(2z)sin(2y) =0 = sin(2y) =0 = y= k:g (k€ Z).
Mivel sin(2y) = 0 miatt cos(2y) # 0, igy az els6 egyenletbdl sh(2x) = 0, azaz x = 0
adodik.

Tehat az f(z) fiiggvény a jkT pontokban (k € Z) differencidlhato, és sehol sem
regularis. [
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4.2.5. Feladat. Oldjuk meg az ¢’ + 5 = 0 egyenletet!

Megoldds:

jz =Ln(=5) =Inb+ j(—m + 2km), (keZ)

1
Z=—m+2knr—jInb (—,——j)

z2=—m+2kr+j5Ind n

4.2.6. Feladat. Keresse meg az f(z) = sh z fiiggvény nullhelyeit!

Megoldds:
1. Megoldas.

tehat e?* = 1, ahonnan
2z=1Inl=1Inl+j(0+ 2kr) = j2km,
z = jkm, (keZ)
2. Megoldas.

shz = sh(z + jy) = shx ch(jy) + chzsh(jy) = shaxcosy + jchasiny = 0,
ami azt jelenti, hogy kiilon a valos és a képzetes rész is nulla:
u(z,y) =shxcosy =0,
v(z,y) = chasiny = 0.
A masodik egyenletben chz # 0, igy siny = 0, tehat y = kn (ahol k € Z). Ez pedig azt

jelenti, hogy cosy # 0, tehat az els6 egyenletbdl shax = 0, azaz © = 0 kovetkezik. Tehét

a megoldas:
z = jkﬂ', (k € Z) ]
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4.2.7. Feladat. Keresse meg az

1
1@ = e 35

izolalt szingularis pontjait!

Megoldds:
Mivel a nevez$ mindeniitt regularis, igy a szinguléris pontok a nevezd zérushelyei:
eIt — eI
sin(2z) + 35 =0, felhasznaljuk, hogy sinz = 57
J
e2jz - 672jz
— +37=0 25
o T=0 /2]
eJF e _ 6 =0, a:=e**
1
2 _6=0 .
¢ == , /-a
a’*—6a—1=0, a9 =3+V10
2jz = Ln(3 £ V10).
A két gyokot kiilon kezeljiik:
2z = Ln(3 + v/10) 2j2z = Ln(3 — V/10)
2jz1 = In(3 + V10) + j2k7 2jz9 = In |3 — V10| + j(—7 + 2k7) (keZ)
zlzkw—‘%ln(?)—i-\/lO) @z(—%—l—kﬂ)—‘%ln(\/lO—S) ]

4.3. Komplex vonalintegral

Zéarthelyin az egyértelmiiség kedvéért mindig az integralok valos és képzetes részét szok-
tuk kérdezni. Ezért az eredményt mindig algebrai alakban adjuk meg!

4.3.1. Feladat.

/Ede =N L:

L 2
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Megoldds:
A fiiggvény nem regularis, ezért a kivetkezg tétel felhasznélaséval oldjuk meg a feladatot:

L:a(t)=a(t) +5yt) vagy 2(t)=r(t)e0,  zeCly,
f folytonos L-en

B
[eras= [ s a0 at= [ few) 2o a

«

r:=t = y=1t2. Tehat

2(t) =t + jt*, 0<t<2
() =1+ j2u
/szz:/(az—jy)de:/(:c2—y2—j2xy)dz:
L L L
2 2
:/(t2—t4—j2t3)(1+j2t)dt:...:/(t2+3t4—j2t5)dt:
0 0
t3+3t5 2167 328 64
= — —_— = ] = ... = —— — )= u
575 76|, 5 73

4.3.2. Feladat.

I = /(Im27+sh5z) dz =7
L

2j

Megoldds:
y=22r+2 = z(t)=t+j2t+2), te]-1,0], Z(t)=1+42

I:/Im22dz+/sh5zdz:fl+12

L L
I; integrandusza sehol sem regularis, igy csak az el6z6 tétellel dolgozhatunk, I integ-

randusza az egész sikon regularis, igy értéke csak a kezdd és végponttol fiigg (a Newton-
Leibniz tétellel dolgozunk itt).
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0

I, = / —2ydz = -2 /(2t+2) (1+42)dt = =2 (1+52) (t2+2t)}(11 =
L |
= =24
1 ; 1 1
I, = / shbzdz = R ch5z|% = R (ch10j — ch(=5)) = R (cos10 — chb)
L

1
Rel = -2 + R (cos10 — chb) , ImI = —4

4.3.3. Feladat.

1
]{ (:+zcosz) dz =7
jz

Megoldas:

1
I = j{ —dz + j{ zcoszdz = I + I
jz
|z|=2 |z]=2

I, integrandusza nem reguléris, ezért itt paraméterezéssel dolgozunk:

2(t) =2e (=2 cost+j2sint); 0<t<2r; 2(t) = 25 et
2m 27
1 . v ei2t |27 1 ,
[1:/*2je]tdt:—/ej2tdt=—_— = —— A _ 1) = 0
) —j2e! / 72 |, 72 ( )

I, = 0 : a Cauchy-Goursat tétel miatt
(Az integrandusz mindeniitt regularis, a gorbe zart).

Igy 1=0.

4.4. Cauchy-féle integralformulak

A Cauchy-féle integralformulak:

fo= o f 10




7

VN
T

4.1. abra. (4.4.1 feladathoz.) A ¢(z) fiiggvény szingularis pontjait piros szin jeloli, az
integralasi kontarokat kék, a T' tartoméanyokat zold.

F () = n! j{( f(2) dz

27j z — zp)"t!
L

Feltételek: f a T egyszeresen Osszefiiggs tartoméanyon reguléris, L C T egyszerd, zart
gorbe, és L egyszer keriili meg pozitiv irdnyban a zy € T pontot.

4.4.1. Feladat.

Megoldds:

a) g regularisa |z—5+4+j|=]z—(—j)|=1 ( a=5—j kozépponta, r =1 sugart)
kort magaba foglalo T) egyszeresen Osszefliggd tartomanyon (4.1/a) abra), ezért a
Cauchy-Goursat tétel miatt az integral 0.

b) A Cauchy-féle integralformulat kell alkalmazni, mert a zy = j szingularitas a 2j
kézéppontid, 1,5 sugari kor belsejébe esik.
f(2) = Inz regularis a Ty egyszeresen Osszefliggd tartoményon (4.1/b) dbra), 2o = j .

I = 27 Inz|,_, = 2j Inj = 27 j <ln1—|—jg> E—3
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4.4.2. Feladat.

hG

I(R) = 7{ = de=? R>0
je=jrl=r ° =13
———

9(z)
Adja meg I(R) értékét R fiiggvényében!

Megoldds:
A gorbe:  jm kozéppontu R sugari Kor.

T
g-nek csak a j 3 pontban van szingularitasa.

( 2
0, ha0 < R < %
27
I(R) = ¢ mnem értelmezett , ha R = 5
™ 27
| — ha R > —
\ J 32 7 alv> 3

2
Ugyanis, ha R < ill , a g fiiggvény regularis a T} egyszeresen 0Osszefiiggs tartoményon,
ezért a Cauchy-féle alaptétel miatt az integral 0 (4.2/a) abra).

2
Ha R = —, az integral nem értelmezett, mert g szingularitdsa a gorbére esik.

2
Ha R> & , akkor a szingularitas a gérbe belsejében van és a T egyszeresen Osszefiiggd
tartomanyon alkalmazhaté a Cauchy-féle integralformula (4.2/b) abra):
T

f(z) = ch® 2 regularis Th-0n, 2z :jg ; 18y
— . 16 — ; Ty = LT
I(R) = 2mj ch Zz:j%—Qﬂ'j(Chjg) _27rj§—33—2

4.4.3. Feladat.
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W

je

w|x

™

2 2
a>O<R<§ b)R>—7T

4.2. abra. (4.4.2 feladathoz.) Kiilonb6z6 sugarak esetén az integralasi utvonal, a T tar-
tomény és a g fliggvény szingularis pontja.

O,

®

4.3. abra. (4.4.3 feladathoz.) A szinguléris pontok (piros), az integralasi kontur (kék) és
a T tartomany (z0ld) elhelyezkedése.

Megoldds:
g izolalt szingularitasai (a nevezs nullahelyei) : z=1 és z=—1.
Ezek koziil csak a z =1 esik a gorbe belsejébe (4.3 dbra).
sin jz
I — 7{ _z+1l 4,
z—1
| z—2|=2

Az egyszeresen Osszefiiggd T tartoményon alkalmazhaté a a Cauchy-féle integralformu-
la:

sin jz o .
= 1 T- =1
f(2) S+ Tesularis Ton, 2 , igy
I = 2rj S:ff = SHZIJ — 7jjshl = —mshl =
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4.4. abra. (4.4.4 feladathoz.) A szingularis pontok (piros), az integralasi konturok (kék)

valamint a T tartomanyok (z6ld) elhelyezkedése.

4.4.4. Feladat.

4 Tz
?{i dz =7, L:|z|=4

22 +4
L
9(2)
Megoldds:
g izolalt szingularitasai (a nevezd nullahelyei) :  z2=2j és 2= —2j.

Mindketts a gorbe belsejébe esik (4.4 abra).
A Cauchy-féle alaptétel kovetkezményei kozott szerepls egyik tétel értelmében:

]zj[g(z)dz:%g(z)dz—i—j{g(z)dz:]l—l—lg.

Mindkét integral meghatéarozasara a Cauchy-féle integralformulat alkalmazzuk.

(2’46#2)
2- 4 7z
_%H_szz%j Ze

B z—2j 2+ 2j |,y

Ly
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4 7wz

Most f(z) = S -, mely reguléris Ti-en, és zo = 2j. Hasonloan:

z 42

( 24 e )
— 925 4 Tz
:j{Z—j,dZ:ijze, = ... = —8m.
z+ 2 z— 27 Y
Lo

24 T2
Most f(z) = 57 mely regularis T5-0n, és zg = —2j.

2= 4]

Tehat I = I; + I, = 0. Vegyiik észre, hogy nem csak reguléris fiiggvény zart gorbe
mentén vett integralja lehet 0. n

4.4.5. Feladat.

Megoldds:
Az integralasi gorbe egy sarkara allitott négyzet (4.5 dbra). Az f(z) = sh3z fliggvény
mindeniitt reguléris, igy az dbrara berajzolt T -n is. Most az altalanositott integralfor-

mulat kell alkalmaznunk.

zozj%, n+1=3,ezért n=2.
-
=2 (sh32)"| . = mj3? sh(3ﬂ) —0 .
2! z=j 3 3
j si 0
=j sinm=

4.4.6. Feladat.

sin z
——— dz =7
%z(z—j)? §

g(2)

148



23

3] @

4.5. abra. (4.4.5 feladathoz.) Az integralasi utvonal, a nevezé zérushelye és a T' tarto-
many.

4.6. abra. (4.4.6 feladathoz.) A szingularis pontok (piros), az integralasi konturok (kék)
valamint a 7" tartoméanyok (zold) elhelyezkedése.
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Megoldds:
g izolalt szingularitasai (a nevezd nullahelyei) : 2z =0 és z=j . Mindketts a gorbe
belsejébe esik (4.6 abra).

_f 4(2) dz = ]{ g(2) dz + 7{ 9(2) dz

L Ly Lo

(z—J)?
L1 L2

n orj (sinz)’
(z—7)%.— 1! z

= ... =271 (chl — sh1)

. zcosz — sinz
=0+ 2my 5 =
2=j z 2=j

(Az f szerepét jatszo fliggvények regularisak a 4.6 abrara berajzolt T, illetve To
tartoményokon.) n

4.4.7. Feladat.

9?2)
Megoldas:
g izolalt szingularitasai (a nevezs nullahelyei) : 2z=0, 2=3j és z=5.

Ebb6l 2z =5 nem esik a gorbébe (a = j kozéppott r = 3 sugart kor).

ej2z ej2z
— — 39 — 2
22 z—3j
L1 L2

4.4.1. Gyakorlo6 feladatok
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4.4.8. Feladat. Hol differencialhato és hol reguléris az aldbbi fliggvény?
f(2) = (2 + 2zy) + j(32°y + 6y)

Ahol differenciélhato, ott irja fel az f/(z) derivaltat!

Megoldds:

Csak a 37 pontban derivalhato és sehol sem regularis.
f'(37) = u3(0,3) + juy(0,3) = 6 .

4.4.9. Feladat. Hol differencialhato és hol reguléris az aldbbi fliggvény?

f(z) = |2f’

4.4.10. Feladat.
a) Hatarozza meg M értékét ugy, hogy a
v(w,y) = M(2’y + zy) — 4y° = 3
kétvaltozos fliggvény egy regularis komplex valtozos fiiggvény képzetes része legyen!

b) Hatarozza meg a komplex valtozos fliggvény derivaltjat a zo = 1 + 25 helyen!

4.4.11. Feladat. Van-e olyan reguléaris w = f(z) fiiggvény, amelynek valos része:
e Y cos 2xy

Ha igen, akkor szamitsa ki f'(j) értékét, lehetdleg w képzetes részének meghatéarozasa
nélkiil!
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4.4.12. Feladat. Igazolja, hogy az alabbi fiiggvények harmonikusak, azaz sz6ba johet-
nek reguléaris komplex valtozos fiiggvény valos ill. képzetes részeként! Hatérozza meg
ezen fliggvények segitségével felirt w = u + jv moédon képzett regularis fiiggvényt!

) u(
) u(z,y)

) u(z,y) = 2% — 3zy® + 322 — 3y* + 1
) v(z,y)

4.4.13. Feladat. Szamolja ki a kovetkezd fiiggvényértékeket!

ej71'7 ej?ﬂ" e—l—?j

w\ﬂ

a J

¢}

C

)

b) cos (2 — jm), sin7j
) Ln4, In(—6), Ln(—6), In3j, Ln3j
)

d) 27, 177, 5%, (1+4)

4.4.14. Feladat. Rew; =7, Imw; =7

8) wy = e~1H3

b) w; =sin (j3)

¢) ws = sh (2 — 5j)

d) ws =In(~v2—jv2)
e) ws = Ln(=v2—jv?2)
f) we =In(—7j)

g) wr = Ln (—mj)

h) wg = (—j) 75
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4.4.15. Feladat. Hol differencidlhaté és hol reguléris a
w = sh (73%2)

komplex véltozos fliggvény?

4.4.16. Feladat. Oldja meg az alabbi egyenleteket z-re!

1. cosjz =2jsinjz

2. sin jz = jcos jz
3. sind3z+2=0
4. ¥ +6=0

5. sinz = jcosz (tgz=7j)

4.4.17. Feladat. Keresse meg az

f(Z):m

izolalt szinguléris pontjait!

4.4.18. Feladat. Hatarozza meg a kovetkezd komplex valtozos fiiggvények kijelolt vo-
nalintegraljait! (Zart gorbe esetén pozitiv iranyitast vegyen fel!)

SN g
Z— 20
L

|z — 20| =7
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b)]((z—zo)”dz ne€Z, n#-—1 L:
L

|z — 20| =7

B 3+ |
c)/eQZdz L:
v 1 3
2+7
dz L: %_

)

S —

y=a’
Z2 + jzdzqquadL :
2

f) /2§dz
L

L:a P(0,4) és Py(5,1) pontok kozotti egyenes szakasz,
P-bél Pr-be iranyitva

g) [ (Z+sh2z+cos’z) dz L:

—

1
h) (Sin 2z — ;) dz L:

S —
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