1. feladatsor — elméleti 6sszefoglalé

1. Definici6. Azt mondjuk, hogy az (an)nen Szdmsorozat konvergens és hatdrértéke A € R (jelolés:
lim a, = A), ha minden ¢ > 0 szamhoz létezik olyan N € N, hogy n > N és n € N esetén
n—oo

lan, — Al < e.
Az (ap)nen szdimsorozatot divergensnek nevezzik, ha nem konvergens.

2. Definici6. Azt mondjuk, hogy az (ap)nen Szdmsorozat hatdrértéke +oo, ha minden P € RT esetén
létezik olyan N € N, hogy n > N és n € N esetén

an > P.

3. Definici6. Azt mondjuk, hogy az (ap)nen szdmsorozat hatdrértéke —oo, ha minden P € RT esetén
létezik olyan N € N, hogy n > N ésn € N esetén

an < —P.



2. feladatsor — elméleti 6sszefoglald

1. Tétel. (A sorozat-hatarérték miiveleti tulajdonsagai.) Legyenek (an)nen €s (bn)nen olyan kon-

vergens szdmsorozatok, amelyekre lim a, = A és lim b, = B, tovdbbd legyen ¢ € R és p € N tetszdleges.
n—oo n— o0

Ekkor a kovetkezd dllitdsok teljesiilnek.
o A (can)nen, (an +bn)nen; (anbn)nen, (|anl)nen, (ah)nen sorozatok konvergensek és
lim ca, = cA lim ap, +b,=A+ B lim a,b, = AB
n—o00 n—o00 n—oo

lim |ay,| = |A4] lim af = AP.
n—oo n—oo

e Ha minden n € N esetén b, # 0 és B # 0, akkor az (‘;—”) N sorozat konvergens és
n/n

e Ha p € N7 tetszéleges és minden n € N esetén a, > 0, akkor a (¥/an)nen sorozat konvergens és
nll}Holo Yay, = YA.

2. Tétel. Legyenek (ap)nen €8 (bp)nen szdmsorozatok. Ha lim a, = 0 és (b )nen korldtos, akkor lim a,b, = 0.
n—oo n—oo

3. Tétel. (Nevezetes sorozat-hatarértékek I.)

. . 1
nh_}n(goc—c (c e R) nh_}ngoﬁ—() (k>0)
0 , ha gl <1
. 1 haog=1 .
n __ ? —
LIS R hag> 1 3l OBaln) = teo (o >1)

nem létezik |, ha g < —1
4. Tétel. (Nagysagrendek.) Legyen n € NT, a > 1 és k > 0. Ekkor

1 !
lim 08a(1) _ lim =0 lim & =0 lim — =0.
n—oo n n—oo g™ n—oo n! n—oo NN

5. Tétel. (Nevezetes sorozat-hatarértékek II.)

lim Ya=1 (a>0) lim {/n=1

n—oo n—o0

6. Tétel. (Renddrelv.) Legyenek (ap)nen, (bn)nen €s (Cn)nen olyan szamsorozatok, amelyekre az aldbbi
tulajdonsdgok teljestilnek:

o (ap)nen €s (bp)nen konvergens sorozatok, tovdbbd

lim a, = lim b, =: A,
n—o0 n—o0

o [élezik olyan N € N, hogy minden n € N és n > N eselén
an < ¢y < by
Ekkor (cp)nen is konvergens és lim ¢, = A.
n— oo
7. Tétel. (Specialis rendérelv.) Legyenek (ap)nen €s (bn)nen olyan szamsorozatok, amelyekre az aldbbi

tulajdonsdgok teljestilnek:

e lim a, = +o0o (iletve lim a, = —0);
n—oo n—oo

o [étezik olyan N € N, hogy minden n € N és n > N esetén

an < b, (illetve a, > by,).

FEkkor lim b, = +oo (illetve lim b, = —o0).
n—oo n—oo



3-4. feladatsor — elméleti 0sszefoglald

1. Tétel. Legyenek (an)nen €s (by)nen szdmsorozatok. Ha lim a, = 0 és (by,)nen korldtos, akkor lim anb, = 0.
n—o0 n—oo

2. Tétel. (Renddrelv.) Legyenek (an)nen, (bn)nen €S (Cn)nen olyan szimsorozatok, amelyekre az aldbbi
tulajdonsdgok teljestilnek:

o (ap)nen €s (bp)nen konvergens sorozatok, tovdbbd

lim a, = lim b, =: A,
n—oo n—oo

o [élezik olyan N € N, hogy minden n € N és n > N esetén

an < ¢ < by

Ekkor (cp)nen is konvergens és lim ¢, = A.
n—oo

e

3. Tétel. Ha egy sorozat monoton novd (illetve csokkend) és felilrdl (illetve alulrol) korldtos, akkor kon-
vergens.

4. Tétel. Az ((1 + %)n)nel\ﬁ sorozat monoton novd és felilrél korldtos.

5. Jelblés.
1 n
e:= lim (1 + )
n—o00 n
6. Megjegyzés. Bizonyithald, hogy az e ~ 2,71828... szdm irraciondlis, sét transzcendens szdm, azaz
nem létezik olyan egész eqyiitthatds polinom, amelynek e zérushelye.

7. Tétel. Minden x € R esetén \n
lim (1 + —) =e”.
n—oo n

8. Definicid. Legyen (an)nen szdmsorozat és o : N — N szigorian monoton novd figgvény. Ekkor az
(Ao (n))nen sorozatot az (an)nen sorozat egy részsorozatdnak nevezzik.

9. Tétel. Konvergens sorozat minden részsorozata is konvergens és a hatdrértéke megegyezik az eredeti
sorozat hatdrértékével.

10. Definici6. Legyen (an)nen szdmsorozat. Ekkor (an)nen legkisebb (illetve legnagyobb) torléddsi pontjdt

liminf a,-nel (illetve lim sup a,-nel) jeloljik és a sorozat limesz inferiorjinak (illetve limesz szuperi-
n—0o00 n—o00

orjdnak) nevezziik.
11. Tétel. Az (an)nen szdmsorozat pontosan akkor konvergens, ha

lim inf a,, = limsup a,, € R,
n—oo n—o00

és ekkor

lim a, = liminf a,, = lim sup a,,.
n—00 n—00 n—00

12. Definicié. A z € C komplex szdm algebrai alakja:
z = a+ bi,
ahol a,b € R.
13. Definicidé. Legyen z := a + bi (a,b € R).
e 2 valds része: Re(z) := a,
o 2 képzetes része: Im(z) := b,
e 2 konjugdltja: Z := a — bi,
o 2 abszolit értéke: |z| := /a? + b2.
14. Allitas. Legyen z :=a + bi (a,b € R). Ekkor

2 _ g2 42

z-Z=|z



4-5. feladatsor — elméleti 6sszefoglald
1. Definicié. A z € C komplex szdm trigonometrikus alakja:
z = |2| (cos(a) + isin(a)),
ahol o a valds tengellyel bezdrt szoget jeloli (0 < a < 2m).
2. Allitas. (Miiveletek trigonometrikus alakban.) Legyen n € NT, a, 8 € R, valamint
z:=|z|(cos(a) +isin()), w := |w|(cos(B) + isin(B))
Ekkor

zw = |z||w|(cos(a + B) + isin(a + 3))

2" = |z|"(cos(na) + isin(na))

3. Definicié. Legyen n € N, a € R, valamint

z = |z|(cos(a) + isin(a))
V2= { ’ﬂ(cos(i—i—kff) +isin<z+k72f>> ’ k:(),l,...n—l}

Az /z halmaz elemeit a z komplex szdm komplex értelemben vett n-edik gydékeinek nevezziik.

4. Definici6. Legyen f: R — R fiigguény. Azt mondjuk, hogy f-nek +oo-beli (illetve —oo-beli) hatdrér-
téke A € R, ha minden € > 0 esetén létezik olyan Q > 0, hogy minden x € Dy esetén

x> Q (dletve v < —Q) = |f(z)— A <e.

5. Definicid. Legyen f : R »— R fiigguény és xg € R az értelmezési tartomdnydnak egy torldddsi pontja.
Azt mondjuk, hogy f-nek xo-beli hatdrértéke A € R, ha minden € > 0 esetén létezik olyan & > 0, hogy
minden x € Dy esetén

O<|z—xzol<d = |f(z)—A4|<e.

6. Tétel. (Hatarérték és fliggvénymiiveletek kapcsolata.) Legyenek f,g: R — R fiiggvények, és a
az értelmezési tartomdnyaik eqy torldddsi pontja, és tegyiik fel, hogy lim f(z) = A és liin g(z) = B. Ekkor:
r—a X a

’}jl_r)r(ll(f(x)—&-g(x)) HBER‘B:—FOO‘B:—OO‘

AeR A+ B +00 —00
A=+ 400 +00 777
A=—00 —00 777 —00

Higé(f(x)g(x)) H0<B<+OO‘B:O‘—OO<B<O B=+o00 | B= -0

0< A< +o0 AB 0 AB 400 —00
A= 0 0 0 777 777
—00<A<O AB 0 AB —00 400
A =400 400 7?7 —00 400 —00
A=—00 —00 777 400 —00 400
lim (£8) [0<B<+00 | B=0]-00<B<0|B=+00|B=-00
r—a
0< A< 400 2 777 2 0 0
A= 0 777 0 0 0
—00<A<0 2 77 2 0 0
A=+ 400 777 —00 777 77?7
A= - —00 777 +00 77?7 777




6. feladatsor — elméleti 6sszefoglald

1. Allitas. Minden a € R esetén

lim = —00 és lim = 400
rT—=a— T — Q r—=a+ T — Q

2. Allitas. Legyen k € RY. Ekkor

lim — = 400

z—0+ &

lim i_{ +o0o , ha k € Nt és k pdros
e—0— k| —oo , ha k €N és k pdratlan

3. Tétel. Legyen f : R — R fiiggvény és a egy belsd pontja Dom(f)-nek. Az aldbbi dllitdisok ekvivalensek.
(1) Az f fiiggvények létezik (kétoldali) hatdrértéke a pontban.

(ii) Az f figgvények létezik jobb- és baloldali hatdrértéke a-ban, és lim f(zr)= lim f(x).

T—a— r—a+

Tovdbbd, barmelyik dllitds teljesiilése esetén ekkor lim f(z)= lim f(x)= lim f(x).

T—a— r—a+ T—a
4. Definici6é. Legyen f : R — R fiiggvény. Azt mondjuk, hogy xo € Dy szakaddsi pontja f-nek, ha f
nem folytonos xo-ban.

5. Definici6 (Szakadasi helyek osztalyozasa). Legyen f : R — R fiigguény, valamint zo € Dom(f)
szakaddsi pontja f-nek.

o Azt mondjuk, hogy f-nek megsziintethetd szakaddsa van xg-ban, ha f-nek létezik véges hatdrértéke
To-ban €s
lim f(z) # f(zo).
Tr—ITQ
o Azt mondjuk, hogy f-nek ugrds tipusi szakaddsa (vagy roviden: ugrdsa) van xo-ban, ha f-nek
létezik véges jobb- és baloldali hatdrértéke xg-ban és
IE.ITI;— f(x) 7& mggé-i- f(l‘)

o Azt mondjuk, hogy f-nek elséfaju szakaddsa van xg-ban, ha megsziintethetd vagy ugrds tipusi sza-
kaddsa van xo-ban.

o Azt mondjuk, hogy f-nek mdsodfaji szakaddsa van xg-ban, ha nem elséfaji szakaddsa van xq-ban.



7. feladatsor — elméleti 6sszefoglal6

1. Tétel.
lim sin(x)

z—0 T

=1

2. Definicio. Legyen f: R — R fiigguény, és a belsé pontja Dom(f)-nek. Azt mondjuk, hogy f differen-
citdlhaté az a pontban, ha
o f6) ~ (@)

T—a T —a

létezik és véges. Ekkor ezt a hatdrértéket az f fiigguény a pontbeli derivdltjanak nevezzik, és f'(a)-val
jeloljiik.

3. Definicio. Legyen az f : R — R fiigguény differencidlhatd az a pontban. Ekkor az
y— fla) = f'(a)(z — a)
egyenletd egyenest az f fiiggvény a pontbeli érintdjének nevezzik
4. Tétel. (Derivalasi szabalyok.) Legyenek f, g : R — R fiigguények ésa € R. Ha f és g differencidlhato

az a pontban, akkor of, f+g, f-g és g is differencidlhato a-ben (utdbbindl azzal a feltételezéssel élve, hogy
g(a) #0), és ekkor:

Nevezetes derivaltak

 Dom() [ S [ S |
[ Dom(f) [ f@) | fla) | kikétések | - ii&i fﬁ%%
R ¢ 0 ceR :
R, R\ {0} " nz" ! |nezZ n#0 R\{§ +kr|k € Z} tg(x) T
Rt x” ra”™ b [ reR, r#0 !
R e’ et R\ {]WT |k e Z} ctg(x> _Sjn2 @
R a® a®In(a) a>0 -
Rt In(x) % [—1,1] arcsin(x) =
= - arccos(z) | ———
BT | 1osel@) | iy [ 2> %! . Y i
R arctg(z) 522

R sh(x) ch(zx
R ch(x) sh(x)
1
R arsh(x) A
|1, 4+00] | arch(z) m21— -




8. feladatsor — elméleti 6sszefoglald

1. Definici6. Legyen f: R — R fiigguény, és a belsé pontja Dom(f)-nek. Azt mondjuk, hogy [ differen-
cidlhaté az a pontban, ha
Lo T = 1)

r—a T —a

létezik és véges. FEkkor ezt a hatdrértéket az f fiigguény a pontbeli derivdltjanak nevezzik, és f'(a)-val
jeloljiik.

2. Tétel. (Derivalasi szabalyok.) Legyencek f,g: R — R figguények és « € R. Ha f és g differencidlhaté
az a pontban, akkor of, f+g, f-g és g is differencidlhato a-ben (utdbbindl azzal a feltételezéssel élve, hogy
g(a) #0), és ekkor:

(af)'(a) = af'(a)
(f +9)(a) = f'(a) + ¢'(a)
(f-9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a)

g g(a)
Nevezetes derivaltak
| Dom(/f) | f@ [ f) |
R in(x x
[ Dou) [ JG) [ JG) | kikitesek | 0 e T e
R c 0 ceR 1
R, R\ {0} " nrt I neZ,n#0 R\ {% + km ‘ k € Z} tg(x) COSZ(QZ)
R+ x” ra”™ b [ reR, r#0 1
R e e” R\ {km |k € Z} ctg(x) _sin2(:v)
R a® a®In(a) a>0 i
R+ In(z) 1 [—1,1] arcsin(x) Nigr
:f - r x) | — !
R+ log, (z) ) a>0,a+#1 [—1,1] arccos(z) \/11_7
R arctg(x) 522

R sh(x) ch(zx
R ch(x) sh(x)
1
R arsh(zx) A
|1, 4+00] | arch(z) w21— -




