Analizis 1-2. III. SZIGORLAT 2024. januar 23.
Mérnokinformatikus BSc. Megoldasok

* 1. feladat (10 pont)
Szamitsuk ki az [ f integral értékét, ahol H a (0,0), (1,0), (0,2) cstcspontok altal meghatérozott ha-
H

romszog, és

flay) =2y ((z,y) €R?).

Mo.
H={(z,y) eR*[0<2<1,0<y <22z},

tehat normaltartomanyon integralunk (2p) :

2—2x

1 1 1
2 9 2—2x
/f@:)/ / x2ydydx(2_p)/{z y ] da (1:")/2x2(1—x)2dx (1p)
H 0 0 0 y=0 0
1

2
1

0

* 2. feladat (14 pont)
Integraljuk az f(z,y,2) =2z /22 +y2 ((z,9,2) € R3) fiiggvényt a

H:={(z,y,2)|1<a2*+y*<4,0<2<3}

halmazon.

Mo. Hengerkoordinatakkal (2p) (H = C([1,2] x [0,27] x [0, 3])):

2 27 3
/f(zzp)///f(rcos(ap),rsin(go),z)rdzdg@dr @p)
H 100
2 27 3 2 3
Z///Z'FZdZd(pdT p) 27 /r2dr . /zdz (2p)
100 1 0
372 273
= on {T] {Z} @2 91,
3 r=1 2 z=0

* 3. feladat (44+6=10 pont)
Legyen f az a 27 szerint periodikus fiiggvény, amelyre

fla) = { (0+3)° . hasel-n0f
x ,hax e [0,7].

b) Jeldlje ® az f fiiggvény Fourier-sordnak osszegfiiggvényét. Szamitsuk ki a ®(0) és ®(—7F) értékeket,
és rajzoljuk fel ® grafikonjat.

Mo. a) Legyen f : R — R 27 szerint periodikus fiiggvény, és tegyiik fel, hogy [—m, 7| felbonthat6 gy
véges sok részintervallumra, hogy ezek belsején f monoton és korlatos. Ekkor f Fourier-sora minden
z € R pontban konvergens, és

@) () = EZDHTEXD ()
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b) Az f fiiggvényre teljesiilnek a Dirichlet-tétel feltételei (1p)

o0 =L 0 (-5) 2 (-5) o

+ rajz (3p) .

4. feladat (64+6=12 pont)

a) lim {L/22n +2n+1 +7,3n —? b) lim 2+n2 2n L
n—00 ) nsoo \ 14+ n2 ’
Mo. a)
4=y D Y/22n L on+l { 7. 3n ) o a =4 Y10 ”(%O
1p)
tehat a renddrelv alapjan lim /227 +27+1 +7.37 =4 (1p) .
n— 00
b)
2y 2n° 2 \7* ? 2\ 2
<2+n ) @p) [ (1+2) n—soo (e ) 9
T3 S — |\ =] =¢,
1+ n? (1 + %)n (8p) €
hiszen a fenti sorozatok az ((1 + %) )neN+ és ((1+ %)n)neN+ részsorozatai.
5. feladat (5+5=10 pont)
a) /xg In(z) da =? b) /tg(x) dz =7
Mo. a) Parcialis integralassal (1p) :
3 (2p) T 1. @p x? x?
z° In(x)dz "= —ln — fd —1()—1—6+C (C eR).

/tg(m) do 22 —/Lﬂ(m)dx 2p) —Injcos(z)| +C (C eR).

6. feladat (14 pont)
Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet. (A megoldést elég implicit alakban megadni.)

e=2v" ch(2x)
Y

y =
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Mo. a) Szeparalhato differencialegyenlet, a tanult modszerrel:

dy e=2v’ ch(2x)

- 20 qy =
P ; = /ye dy /ch(2x)dx (2p).

Az egyenlGség bal oldala:
22 1 22
ye¥ dy = yGat Ci (CyeR) (5p).

Az egyenlGség jobb oldala:

/m@@m:%@@m+@ (C2 €R) (5p).

Tehat a megoldas (implicit alakban):

1,52
§8M@=w@m+0(oem (2p).

7. feladat (16 pont)
Legyen

f(z,y) :=2® +y° — 3y ((;v,y) € RQ) .

Hatarozzuk meg f lokilis szélsGértékeit és ezek tipusat.

Mo. Minden (z,y) € R? esetén

Of(w,y)=32>-3y (1p) Oof(z,y)=3y> -3z (1p)

e o ep e @ e(0.0) @)

és f a stk minden pontjaban differencidlhaté, tehat csak a fenti két pontban lehet lokalis szélsGértéke
(1p) . Minden (z,y) € R? esetén (f mésodrendii parcialis derivaltjai a stk minden pontjaban
folytonosak)

i = (% o) @)
b 73 6y b

tehat
m00=(% ) man=(5 P e

azaz Hy(0,0) indefinit, Hy(1,1) pozitiv definit (pl. féminorokkal indokolva) (3p), kiovetkezéskép-
pen az origoban nincs lokélis szélséértéke f-nek, és az (1,1) pontban pedig lokilis minimuma van
(2p) -

8. feladat (44+10=14 pont)
Mondjuk ki és bizonyitsuk a numerikus sorokra vonatkozé majorans kritériumot.

Mo. Tétel: Legyenek (an)nen €s (bn)nen olyan szamsorozatok, amelyekhez létezik olyan N € N, hogy
minden n € N és n > N esetén
0<a, <b, (Zp)7

valamint a > b, sor konvergens (1p) . Ekkor a ) a, sor is konvergens (1p) .
neN neN



Analizis 1-2. III. SZIGORLAT 2024. januar 23.
Mérnokinformatikus BSc. Megoldasok

Bizonyitds: Legyen € > 0. A Y b, sor konvergencidja és a sorokra vonatkoz6 Cauchy-kritérium
neN

> bk

k=m-+1

(1p) alapjan létezik olyan Ny € N, hogy minden n,m € N és n > m > N; esetén <e€

(2p) . Legyen n,m € N és n > m > max{N, N} (2p) . Ekkor

:Zakézbkzzbk

k=m+1 k=m+1 k=m+1

n

> w

k=m+1

<e (4p),

tehat (ismét a sorokra vonatkozo Cauchy-kritérium miatt) a »_ a, sor konvergens (1p) .
neN

(Alternativ bizonyitds: a részletosszeg-sorozatrol megmutathato, hogy feliilrsl korlatos és egy kii-
szobindextsl kezdve monoton. A fels6 korlattal vigyazni kell, mert mivel a majordlas csak egy

o0
kiiszobindextdl kezdve teljesiil, ezért a > b, sordsszeg nem jo fels6 korlatnak.)
n=0




