Analizis 2. II. VIZSGA 2024. januar 17.
Mérnokinformatikus BSc. Megoldasok

* 1. feladat (10 pont)
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* 2. feladat (14 pont)
Integraljuk az f(x,y) := 1727':"['3/2 ((z,y) € R?\ {(0,0)}) fiiggvényt a

H:={(z,y) eR*|1 <2’ +4><4,0< z <y}

halmazon.

Mo. Sikbeli polarkoordinatdkkal (2p) (H = P([1,2] x [§,3])):
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* 3. feladat (4+6=10 pont)
Legyen f az a 27 szerint periodikus fiiggvény, amelyre
(x—m)? ,haze[-m0[
fz) =
x ,haz €0, 7.

b) Jelolje ® az f fiiggvény Fourier-sordnak Osszegfiiggvényét. Rajzoljuk fel @ grafikonjit. Egyenletesen
konvergens-e f Fourier-sora R-en?

Mo. a) Legyen f : R — R 27 szerint periodikus fliggvény, és tegyiik fel, hogy [—m, 7| felbonthat6 gy
véges sok részintervallumra, hogy ezek belsején f monoton és korlatos. Ekkor f Fourier-sora minden
z € R pontban konvergens, és

@) () = EZDHIEXD ()

b) Az f fiiggvényre teljesiilnek a Dirichlet-tétel feltételei (1p) + rajz (2p)

f Fourier-soranak minden tagja folytonos fliggvény, tehat ha egyenletesen konvergens lenne, akkor
az Osszegfliggvény is folytonos lenne (2p) , ez azonban nem teljesiil, tehat a Fourier-sor nem
egyenletesen konvergens R-en (1p) .
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4. feladat (74+9=16 pont)
Konvergensek-e az alabbi sorok? Amennyiben igen, adjuk meg a megfelels sor Gsszegét is.
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Mo. a) Legyen a,, := (“2)" (n € N), ekkor
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tehat a gyokkritérium alapjan a . a, sor divergens (2p) .
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b) Nevezetes sordsszegrol van szo:
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amibdl a konvergencia is adodik (1p) .

5. feladat (20 pont)
Oldjuk meg az alabbi kezdetiérték-problémat.

y + 2xsin(2?)y = 32 cos(a®) y(0) = 2e

Mo. Inhomogén lineéris egyenlet, a hozza tartozé homogén egyenlet:
y +2rsin(@®)y =0 = ypa(x)= Ceeos(@) (CeR,zeR) (8p).

(Megoldva szeparalhatoként, vagy a megoldés altalanos alakjanak ismeretébdl.)

Az inhomogén egyenlet megoldasa: keressiik a megoldast y(z) = c(a:)e“’s(wz) alakban (ahol ¢ egy
R — R differencialhato fiiggvény) (1p) .
Behelyettesitve a differencidlegyenletbe:

c’(m)eCOS(IQ) — 2¢(x)zsin(z?)e cos(#?) 4 9g sin(x z)c(sc)ecos(w2) = 3g2ecs(@) (2p).

e 22 sin(22)y(2)
Ebbél pedig ¢/ (x) = 322
/3$2dx:x3—|—D (DeR) (2p),

tehat a D = 0 valasztassal c¢(x) := 23, i{gy az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa:
Yip(z) = C(x)ecos(mz) — B ecos(z?) (1p).
Amibdl az altalanos megoldés:
Ui (@) g (@) + yna(z) B 226 4 0@ (0 eR, z € R).
Jelolje 4 a kezdeti feltételt kielégité megoldast. §(0) =2 — C =2 (2p), azaz

i(x) = 3@ 4 2e5(=*)  (z e R)  (1p).
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6. feladat (12+4=16 pont)

Legyen i 2
sin(z? +y*) z )
flz,y) = 21 Rty , ha (z,y) e R?\ {(0,0)}
0 , ha (z,y) = (0,0).

a) Folytonos-e az f fliggvény?

b) Differencialhato-e f az origdban?

Mo. a) Az f fiiggvény folytonos az R? \ {(0,0)} halmaz minden pontjaban (2p) , tehat a kérdés

megvalaszolaséhoz elég az origobeli folytonossagot vizsgalnunk. (1,0) o (0,0) (2p) , és

1 in (L 1 o
r(50)® el e s0-g00) G,
%2 1 (1p)
—— k2

tehat az atviteli elv alapjan f nem folytonos az origobban (1p) , kovetkezésképpen nem folytonos
(1p) .

b) Az el6z6 pont alapjan f nem folytonos az origoban, igy ott nem is differencialhato (4p) .

7. feladat (4+10=14 pont)

a) Milyen elégséges feltételt tanultunk arra, hogy egy fiiggvény egy adott intervallumon megegyezzen a
Taylor-soranak sszegfiiggvényével?

b) Bizonyitsuk be az a) pontbeli allitast.

Mo. a) Legyen xg € R, r > 0, és tegyiik fel, hogy az f : R — R fliggvény végtelenszer differencialhaté az
Jzg — 7, xp + r[ intervallumon (1p) , valamint az (f(™),cy fiiggvénysorozat egyenletesen korlatos
az |xg — r,xo + r[ intervallumon (2p) . Ekkor minden x €]zg — r, xo + r[ esetén

f

f(x) =T, (z) (1p).
b) Legyen K € R, olyan, hogy minden x €]xg — r,zo + r[ és n € N esetén
|f™ (@) <K (2p).

Legyen tovabba x €]zg —r,x0 + [ (1p) , ekkor tetsz6leges n € N esetén a Taylor-formula alapjan
(1p) létezik olyan & €|xzg — r,xg + r[, amelyre f(x) — T! (x) = w(m —z0)" (3p) ,

n,zo (D)
kovetkezésképpen
I f(n+1)(€) K n—qo
f(.’l?) n,ZEo( (’Il+1)' (.17 3’30) = (Tl+1)'r — ( p)




