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* 1. feladat (10 pont)
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* 2. feladat (14 pont)
Integráljuk az f(x, y) := 1

x2+y2 ((x, y) ∈ R2 \ {(0, 0)}) függvényt a

H := {(x, y) ∈ R2 | 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4, 0 ≤ x ≤ y}

halmazon.

Mo. Síkbeli polárkoordinátákkal (2p) (H = P ⟨[1, 2]× [π4 ,
π
2 ]⟩):
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=
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=
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=
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=

π ln(2)
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* 3. feladat (4+6=10 pont)
Legyen f az a 2π szerint periodikus függvény, amelyre

f(x) :=

{
(x− π)2 , ha x ∈ [−π, 0[

x , ha x ∈ [0, π[ .

a) Mondjuk ki a Fourier-sorok pontonkénti konvergenciájáról szóló Dirichlet-tételt.
b) Jelölje Φ az f függvény Fourier-sorának összegfüggvényét. Rajzoljuk fel Φ gra�konját. Egyenletesen
konvergens-e f Fourier-sora R-en?

Mo. a) Legyen f : R → R 2π szerint periodikus függvény, és tegyük fel, hogy [−π, π] felbontható úgy
véges sok részintervallumra, hogy ezek belsején f monoton és korlátos. Ekkor f Fourier-sora minden
x ∈ R pontban konvergens, és

(Φ(f)) (x) =
f(x− 0) + f(x+ 0)

2
(4p).

b) Az f függvényre teljesülnek a Dirichlet-tétel feltételei (1p) + rajz (2p)

f Fourier-sorának minden tagja folytonos függvény, tehát ha egyenletesen konvergens lenne, akkor
az összegfüggvény is folytonos lenne (2p) , ez azonban nem teljesül, tehát a Fourier-sor nem
egyenletesen konvergens R-en (1p) .
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4. feladat (7+9=16 pont)
Konvergensek-e az alábbi sorok? Amennyiben igen, adjuk meg a megfelel® sor összegét is.

a)
∑
n∈N

(
n+ 2

n

)n2

b)
∑
n∈N

2n+1

3nn!

Mo. a) Legyen an :=
(
n+2
n

)n2

(n ∈ N), ekkor

n
√
an

(2p)
=

(
1 +

2

n

)n
n→∞−→ e2 > 1 (3p),

tehát a gyökkritérium alapján a
∑
n∈N

an sor divergens (2p) .

b) Nevezetes sorösszegr®l van szó:

∞∑
n=0

2n+1

3nn!

(4p)
= 2 ·

∞∑
n=0

(
2
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)n
n!

(4p)
= 2 · e 2

3 ,

amib®l a konvergencia is adódik (1p) .

5. feladat (20 pont)
Oldjuk meg az alábbi kezdetiérték-problémát.

y′ + 2x sin(x2)y = 3x2ecos(x
2), y(0) = 2e

Mo. Inhomogén lineáris egyenlet, a hozzá tartozó homogén egyenlet:

y′ + 2x sin(x2)y = 0 =⇒ yh,á(x) = Cecos(x
2) (C ∈ R, x ∈ R) (8p).

(Megoldva szeparálhatóként, vagy a megoldás általános alakjának ismeretéb®l.)

Az inhomogén egyenlet megoldása: keressük a megoldást y(x) = c(x)ecos(x
2) alakban (ahol c egy

R ↣ R di�erenciálható függvény) (1p) .
Behelyettesítve a di�erenciálegyenletbe:

c′(x)ecos(x
2) − 2c(x)x sin(x2)ecos(x

2)︸ ︷︷ ︸
y′(x)

+2x sin(x2)c(x)ecos(x
2)︸ ︷︷ ︸

2x sin(x2)y(x)

= 3x2ecos(x
2) (2p).

Ebb®l pedig c′(x) = 3x2. ∫
3x2 dx = x3 +D (D ∈ R) (2p),

tehát a D = 0 választással c(x) := x3, így az inhomogén egyenlet egy partikuláris megoldása:

yi,p(x) = c(x)ecos(x
2) = x3ecos(x

2) (1p).

Amib®l az általános megoldás:

yi,á(x)
(2p)
= yi,p(x) + yh,á(x)

(1p)
= x3ecos(x

2) + Cecos(x
2) (C ∈ R, x ∈ R).

Jelölje ỹ a kezdeti feltételt kielégít® megoldást. ỹ(0) = 2e =⇒ C = 2 (2p) , azaz

ỹ(x) = x3ecos(x
2) + 2ecos(x

2) (x ∈ R) (1p).
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6. feladat (12+4=16 pont)
Legyen

f(x, y) :=


sin(x2 + y2)

x2 + y2
· x√

x2 + y2
, ha (x, y) ∈ R2 \ {(0, 0)}

0 , ha (x, y) = (0, 0).

a) Folytonos-e az f függvény?

b) Di�erenciálható-e f az origóban?

Mo. a) Az f függvény folytonos az R2 \ {(0, 0)} halmaz minden pontjában (2p) , tehát a kérdés

megválaszolásához elég az origóbeli folytonosságot vizsgálnunk.
(
1
k , 0

) k→∞−→ (0, 0) (2p) , és

f

(
1

k
, 0

)
(3p)
=

sin
(

1
k2

)
1
k2︸ ︷︷ ︸

k→∞−→ 1 (1p)

·
1
k√
1
k2

k→∞−→
(1p)

1 ̸= 0 = f(0, 0) (1p),

tehát az átviteli elv alapján f nem folytonos az origóban (1p) , következésképpen nem folytonos
(1p) .

b) Az el®z® pont alapján f nem folytonos az origóban, így ott nem is di�erenciálható (4p) .

7. feladat (4+10=14 pont)
a) Milyen elégséges feltételt tanultunk arra, hogy egy függvény egy adott intervallumon megegyezzen a
Taylor-sorának összegfüggvényével?
b) Bizonyítsuk be az a) pontbeli állítást.

Mo. a) Legyen x0 ∈ R, r > 0, és tegyük fel, hogy az f : R ↣ R függvény végtelenszer di�erenciálható az
]x0 − r, x0 + r[ intervallumon (1p) , valamint az (f (n))n∈N függvénysorozat egyenletesen korlátos
az ]x0 − r, x0 + r[ intervallumon (2p) . Ekkor minden x ∈]x0 − r, x0 + r[ esetén

f(x) = T
f

x0
(x) (1p).

b) Legyen K ∈ R+ olyan, hogy minden x ∈]x0 − r, x0 + r[ és n ∈ N esetén

|f (n)(x)| ≤ K (2p).

Legyen továbbá x ∈]x0 − r, x0 + r[ (1p) , ekkor tetsz®leges n ∈ N esetén a Taylor-formula alapján

(1p) létezik olyan ξ ∈]x0 − r, x0 + r[, amelyre f(x) − T
f

n,x0
(x) = f(n+1)(ξ)

(n+1)! (x − x0)
n+1 (3p) ,

következésképpen∣∣∣f(x)− T
f

n,x0
(x)

∣∣∣ = ∣∣∣∣f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1

∣∣∣∣ ≤ K

(n+ 1)!
rn+1 n→∞−→ 0 (3p).
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