Analizis 2. I1. zarthelyi 2023. november 21.
Mérnokinformatikus BSc. Megoldasok

1. feladat (10-+10=20 pont)
Milyen x € R esetén konvergensek az alabbi sorok? A b) részben adjuk meg a hatvanysor sszegfliggvényét
is!
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Mo. a) Minden k € NT esetén legyen aj, := 5. Ekkor

1 kj}o
2Vk

tehat R, =2 (1p) , azaz minden = €] — 3, 1] esetén konvergens a sor (2p) .
Vizsgaljuk meg az intervallum végpontjait:

Vak| = (3p),

N | =

k
e r=—3eseténa (72) sor a Leibniz-kritérium alapjan konvergens (2p) ,
keN+

o =1 esetén pediga > 1 sor divergens (1p),
keN+

tehat Osszegezve: a sor pontosan akkor konvergens, ha = € [-3,1[ (1p) .
b) Minden = € R esetén (2p)

k! k! '

k=0 k=0

(Ha a hallgato nem jon ra, hogy ez egy nevezetes hatvanysor, akkor a konvergenciatartomany helyes
meghatarozasaért legfeljebb 5 pont jar.)

2. feladat (20 pont)
Hatarozzuk meg az alabbi fliggvény zo = 0 koriili Taylor-sorfejtését, Taylor-soranak konvergenciasugarat
és az £99(0) derivaltat!
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4 — x2 41— % (0 4=\ 4 P 4k+1 ’

ahol a (x) egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha |z| < 2 (3p) , tehat a Taylor-sor konvergenciasu-
gara 2 (3p) .
Jelolje (ag)ren @ Taylor-sor egyiitthato-sorozatat. Ekkor

(2p) (4p) 99!
FE(0) = ago - 99"
3. feladat (16 pont)
Hatérozzuk meg az alabbi hatéarértéket (amennyiben létezik)!
2
2x° 4+ xy ?

lim @ —=
(z.9)=(0,0) /a2 + y?
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Mo. Legyen ,
f@ww—j%:fg<%wemﬂ{@m}

Elsé megoldds. Tegyiik fel, hogy (zx,yr)ren olyan R? \ {(0,0)}-ban haladé sorozat, amelyre

(Tk, Yk) o (0,0) (2p) . Legyen (ry cos(vk), 7k sin(¢k))ken az el6bbi sorozat polarkoordinatas
alakja (2p) . Ekkor

r2 2 in p
f(@r,yr) = f(ri cos(pr), rr sin(py)) ) (2 cos” (k) + coslipr) s ((pk)) e

Tk
2 . k—oo
= 71t (2cos”(pk) + cos(pg)sin(pr)) — 0,
(2 cos® (1) (¢or) sin(epy)) e
k=30 korlatos

tehat az atviteli elv alapjan ( %un( )f(:c,y) =0 (2p) . (Akkor is adhat6 maximaélis pont, ha a
z,y)—(0,0
megoldasban nem szerepel az atviteli elv.)

Masodik megoldds. Tegyiik fel, hogy (r,yr)ren olyan R?\ {(0,0)}-ban halad6 sorozat, amelyre
(2, yk) "2 (0,0) (2p) . Ekkor

(6p) 2 + 2 2 (4p)
uwm%nz|m|“”mzm”“fe¢ 3 +¢ ) < sl =50,

Vi 4yl T3 + i x? 4yl

tehat az atviteli elv alapjan ( %nn( )f(x,y) =0 (2p) . (Akkor is adhaté maximalis pont, ha a
z,y)—(0,0

megoldasban nem szerepel az atviteli elv.)

4. feladat (8+6-+10+4=28 pont)
Legyen
3xy

fz,y) = (W ,ha (z,y) € R\ {(0,0)}

, ha (z,y) = (0,0).

a) Mikor mondjuk, hogy egy R™ »— R fiiggvény totalisan differencialhat6 az a € R” pontban? (Irjuk le
a definiciot.) Adjunk elégséges feltételt pontbeli differencialhatosagral

b) Folytonos-e az f fiiggvény? (Indokoljunk!)
c) Szamitsuk ki f elsérendd parcialis derivaltjait!

d) A sik mely pontjaiban differencidlhat6 f7 (Indokoljunk!)

Mo. a) Definicié: Azt mondjuk, hogy az f : R™ — R fliggvény (totélisan) differencidlhat6é a-ban, ha a
bels6 pontja Dom(f)-nek (2p) , és létezik olyan A € R™, amelyre teljesiil, hogy

o @)= f@ -~ (Az—a)

za lz — all

=0 (3p).

(A jegyzetben szerepld definicié is maximalis pontot ér.)

Elégséges feltétel pontbeli differencidlhatésigra: Ha a € () int(Dom(9;f)), és f minden parciélis
i=1

derivaltfiiggvénye folytonos a-ban (vagy gyengébb feltétel: a egy kirnyezetén), akkor f (totalisan)

differencialhat6 a-ban (3p) .

b) (+,1) gy (0,0)és f (£,4) =1+ 0= f(0,0) (5p) , tehét az atviteli elv miatt f nem folytonos
az origbban (1p) .
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¢) Ha (2,y) € B2\ {(0,0)} (1p) , akkor

3y(a? + 2y?) — 622y 3z(z? + 2y?) — 122y

alf(xv y) = (562 F 2y2)2 (2p) 62f(xv y) = (1:2 ¥ 2y2)2 (2p)
Az origobeli parcialis derivaltakat a definici6 segitségével tudjuk kiszamolni (1p) :
01f(0,0) = lim f(,0) = 1(0,0) =0 (2p) 02f(0,0) = lim F0.y) = 7(0.0) =0 (2p).
0 x—0 y—0 y—0

d) Az origoban nem differenciadlhat6 f, mert ott nem folytonos (2p) , a sik tobbi pontjaban pedig
differencialhat6, mert 0y f és 0o f folytonos az R? \ {(0,0)} (nyilt) halmazon (2p) .

5. feladat (16 pont)
Legyen
flay) =2’ +y* +ay -3¢ ((z,y) €R?).

Hatéarozzuk meg f lokalis szélsGértékeit és ezek tipusét!

Mo. Minden (z,y) € R? esetén

onflr,y)=20+y—3 (2p) Oof(w,y)=2y+x (2p)

20 +y—3=0

LT} en e @w=en e,

és f a sik minden pontjaban differencidlhato, tehét csak a (2, —1) pontban lehet lokalis szélsGértéke
(1p) . Minden (z,y) € R? esetén (f mésodrendii parcialis derivaltjai a stk minden pontjaban
folytonosak)

Hf(way)ZG ;) (3p),

tehat Hy(2, —1) pozitiv definit (pl. f6minorokkal indokolva) (2p) , kovetkezésképpen f-nek lokalis
minimuma van a (2, —1) pontban (2p) .

IMSc feladat (8 IMSc pont) Hatarozzuk meg az arcsin fiiggvény 0 kozéppontta Taylor-sorfejtését!

Mo. Minden z €] — 1, 1] esetén arcsin’(x) = \/11_? (3p) , tovabba a binomialis sorfejtés alkalmazasaval

1 Py > -1
[ 1 _ 2\—35 — 2 _ 2\k — _1 k 2 2k 5 .
= = () = et () o
Ebbdl pedig minden z €] — 1, 1] esetén a hatvanysorok tulajdonsagai alapjan (2p)
arcsin(z) = /arcsin'(t) dt = /Z(—l)k< kz)t% dt = Z/(—l)k< ;)t% dt =
o o k=0 k=0
22k

- 2(—1)k(‘§) SaE)

0




