ANALIZIS 2. I1. pét-/javité zarthelyi 2023. december 7.
Mérnokinformatikus szak a-varians Megoldasok

1. feladat (12+10=22 pont)
Milyen x € R esetén konvergens az alabbi sor? Adjuk meg a hatvanysor Osszegfiiggvényét is!
p2k+3

a) ch" b) Zm

neN keN (

Mo. a) Mivel lim {/n =1 (1p) , ezért az egyiitthato-sorozat konvergenciasugara 1 (1p) , tovabba
n—oo
x = £1 esetén divergens a sor (2p) , tehat pontosan akkor konvergens, ha « €] — 1,1[ (1p) .
Minden = €] — 1, 1] esetén legyen

flx) = Z na" g(x) == Z na™ ! G(z) = Z ™
n=0 n=0 n=0
Ekkor G’ = ¢ (3p) , és minden z €] — 1, 1] esetén
G =1 = gl)=—— (20)
R p— gx_(l—x)2 p);
tehat f(z) = zg(x) = e (2p) .
b) Minden z € R esetén (2p)
o~ 2 @) 2 sp)
—— ="z ——— =" z“sh(x)
| !
24 2k + 1) 2 2k + 1)!

2. feladat (18 pont)
Hatarozzuk meg az alabbi fliggvény zy = 0 koriili Taylor-sorfejtését, Taylor-soranak konvergenciasugarat
és az f(109)(0) derivaltat!

1
f(z) ::\/ﬁ (z €R)

—% 00 k oo
_ 1 eml 1+‘i2 (3p) }Z -3\ (** (221’)2 1 (3 22",
VA + a2 2 4 ) 24\ k 4 =24k \ k
ahol a (%) egyenlGség |x| < 2 esetén teljesiil a binomidlis sorfejtés alapjan (2p) , tehéat a Taylor-sor

konvergenciasugara 2 (2p) .

1

5aF (_k%) (2p) . Ekkor (az el6adason tanultak alapjan)

Minden k € N esetén legyen asy :=

1 _1
(100)(0) = @100 - 100! = ———( _2) 100! (4p).
FI(0) = a0 - 100! = - 450<50) 00! (4p)

3. feladat (6+10=16 pont)
Legyen
1

— 2,4 :
f(l'7y) = 1n(1+l17 Yy ) - SIn <3‘;2—~—2y6

) ((z.y) € B2\ {(0,0)}).



a) Mit mond ki a fliggvényhatarértékre vonatkozo atviteli elv? (R™ — R fiiggvények esetén)

b lim T,y) =7
)(I,y)%(oﬂ)f( v)

Mo. a) Legyen f : R™ — R fiiggvény, a € Dom(f)" (2p) és b € R. Ekkor

o F a= fla) S0
lim f(z) =b <— - 7 (4p)
e V(z,)ken sorozatra, amely Dom(f) \ {a}-ban halad.
b) Tegyiik fel, hogy (zx,yr)ren olyan R? \ {(0,0)}-ban haladé sorozat, amelyre (xy, yx) gty (0,0)
(2p) . Ekkor
fxr, yk) (4p) In (1 + xiyﬁ) -sin <1> koo
_— v +2yy ) (2p)
i

korléatos

tehat az atviteli elv alapjan ( %irn(O 0 f(z,y) =0 (2p) . (Akkor is adhaté maximalis pont, ha a
z,y)—(0,

megoldasban nem szerepel az atviteli elv.)

4. feladat (10+4=14 pont)

Legyen
a® 4 4y
Ay R?
fl@y):=1{ 3xt422 (z,y) € R*\ {(0,0)}
0 , ha (z,9) = (0,0).

a) Hatarozzuk meg f parcialis derivaltjait R? minden pontjaban!

b) A sik mely pontjaiban differencialhato (totalisan) f7

Mo. a) Ha (z,y) € R?\ {(0,0)} (1p) , akkor

322 (3% + 2y?) — (2 + 4y3)1223
Oif(z,y) = (Bt + 22)2
1292 (3" + 297) — (2% + 4y°)4y

an(xvy) - (3.174 + 2y2)2 (zp)

(2p)

Az origobeli parcialis derivaltakat a definicio segitségével tudjuk kiszamolni (1p) :

_ 3
i &= FO0 2
x—0 €r — O x—0 31’5
azaz 01 f(0,0) nem létezik (2p)
_ i F0y) = £(0,0) Ayt
92£(0,0) = gE}})T = 1}1_%@ =2 (2p).

b) Az origoban nem differencialhato f, mert nem létezik az origobeli els§ valtozo szerinti parci-
alis derivaltja (2p) , a sik tébbi pontjaban pedig differencidlhato, mert 01 f és dof folytonos az
R?\ {(0,0)} (nyilt) halmazon (2p) .



5. feladat (18+6+6=30 pont)
Legyen
flxy) =a*+y* —dzy  ((z,y) €R?).

a) Hatarozzuk meg f lokalis szélsGértékeit és ezek tipusat!
b) Szamitsuk ki az f fliggvény (—1, 1) pontbeli v := %(1, 1) irany menti derivaltjat!

c) Hatéarozzuk meg az f fiiggvény (—1,1) pontbeli érint6sikjanak egyenletét!

Mo. a) Minden (z,y) € R? esetén

of(z,y) =42 -4y (1p)  Oof(z,y) =4y° —4z (1p)

Pl SO R B CXO N RN G R )

és f a sik minden pontjaban differencialhato, tehat csak a fenti hdrom pontban lehet lokélis szélsGér-
téke (1p) . Minden (z,y) € R? esetén (f masodrendii parcidlis derivéltjai a stk minden pontjaban
folytonosak)

1222 —4

Hf(zvy)—<_4 12y2> (2p),
tehat
m00- (0, ) man= (1% ) -men-y e,

azaz H;(0,0) indefinit, H;(1,1) = Hy(—1, —1) pozitiv definit (pl. {6minorokkal indokolva) (3p),
kovetkezésképpen az origoban nincs lokilis szélsGértéke f-nek, és az (1,1) és (—1, —1) pontokban
pedig lokalis minimuma van (2p) .

b) Az el6z6 részben lattuk, hogy gradf(—1, 1) létezik (1p) , ezért

Duf(-1.1) 2 rads(-1.1),0) 2 (8.8, 1.0)) o,

¢) Az érintGsik egy normaéalvektora:
(01(—1,1),09(—1,1),-1) = (-8,8,—1) (2p),

egy pontja:
(_17 17f(_17 1)) = (_17 176) (2p)7

tehét az érintGsik egyenlete

—8(x+1)+8y—1)—(—6)=0 (& 8r—8y+z=10) (2p).



IMSc feladat (8 IMSc pont) Legyen f : R™ — R folytonos fliggvény. Bizonyitsuk be, hogy tetszsleges
1

G C R nyilt halmaz esetén az f (G) := {z € R"| f(z) € G} is nyilt halmaz R™-ben! (Segitség: hasznaljuk
a nyiltsag és a pontbeli folytonossag definiciojat.)

-1
Mo. Legyen a € f (G); megmutatjuk, hogy létezik olyan § > 0, hogy Bs(a) C G (2p) . Mivel f(a) € G
és G nyilt halmaz R-ben, ezért 1étezik olyan € > 0, hogy

If(a) =&, fla) +e[C G (2p).

Az f fiiggvény a-beli folytonossédga miatt létezik olyan § > 0, hogy minden z € R™ és [z —a| < §
esetén

f(z) €lf(a) —¢e, fla) +e[S G (3p),

-1
azaz x € Bs(a) esetén z € f (G) teljesiil (1p) .




