Funkcionalanalizis
Beadand6 hazi feladatok

2019. tavasz

1. Hazi feladat
Beadasi hatarid6: 2019. marcius 8. (péntek),
el6adas

1. Hatarozza meg az
1 —i
=[]
matrix spektralfelbontésat, és adja meg az e matrixot! (3p-+2p)

2. Legyen (V, (- )) haromdimenzios valos euklideszi tér és {z,y,z} C V
ortonormalt bazis.

(a) Hany dimenzios a A3V és V3V alterek dltal generélt altér ortogo-
nalis kiegészitéje V¥3-ban?

(b) Adja meg az {x,y, 2} bézis segitségével V&3 egy olyan nem nulla
elemét, ami ortogonalis a A3V és V3V alterekre! (Az ortogonalitast

igazolja!
) (1p-+4p)
3. Igazolja, hogy a komplex szamsorozatok CY halmazéin a
d:CVxCV SR, (2,y) > dz,y) = ok |vk — el
(@) 9) ZO 1+ [y — ]
fiiggvény tavolsagot hataroz meg! (5p)



2. Hazi feladat
Beadéasi hatarids: 2019. aprilis 12. (péntek),
el6adas

1. Igazolja, hogy ha egy (X, ||-||) normélt térben minden abszolit konver-
gens sor konvergens, akkor X teljes!

(Elsadéson igazoltuk /igazolni fogjuk az allitas megforditasat, mely sze-
rint Banach-térben minden abszolut konvergens sor konvergens. A
Y nen Tn SOI abszolit konvergens, ha ) |2, | < oc0.) (5p)

2. Tgazolja, hogy az [a,b] C R korlatos zart intervallumon folytonosan
differencialhat6 (komplex értéki) fiiggvények C'[a,b] halmazan a

1= ([ 1rrar [ b|ff<x>|2dx)é

kifejezés belss szorzas altal indukéalt normat hataroz meg! (Adja meg
a belsG szorzast, és igazolja, hogy valoban kielégiti a sziikséges feltéte-
leket.) (5p)

3. Igazoja, hogy a

®: L%0,2] — C, fH@(f):/olexf(x)dx

leképezés korlatos linearis funkcional, és hatarozza meg ® normaéjat! (5p)



3. Hazi feladat
Beadasi hatarids: 2019. majus 3., el6adas

1. Legyen ||-|]1 és ||-]|2 két kiilonb6z6 norma az X vektortéren, amelyekre
nézve X teljes. Igazolja, hogy ha barmely {z,},en C X sorozatra
limy, o0 [|Zn]]1 = 0 esetén lim,, o ||zn|l2 = 0 is teljestil, akkor a két
norma ekvivalens!

(Definici6 szerint a két norma ekvivalens, ha 3k, K € (0,00), hogy
Vo € X esetén k||z||; < ||z||ls < K||z||1. Az o6ran bizonyitott tételekre

szabad hivatkozni.) (5p)
2. AH := L?(R, \) Hilbert-térben megadunk két egyparaméteres operator-
csoportot:
(Usf)(x) = f(x —s) (eltolas);
(Vof)(z) := e f(x) (sikhullammal szorzas),

ahol f € H, s € R.

(a) Igazolja, hogy Vs € R esetén Ug és V; unitér operator!
(b) Igazolja, hogy V¢, s € R esetén

UtUs = Ut+sa ‘/t‘/s = V;ers!
(c) Hatarozza meg az [Uy, V] = U, Vi — VU, kommutétor értékét! (141-3-5p)
3. Az A :1? — I? korlatos linearis operétort az A(d,) = 34, + 0,1 formula
definialja, ahol {4, },en az [? Hilbert-tér standard ortonormélt bézisa.
Hatéarozza meg A normajat, valamint az A*(d,) vektort! (5p)



4. Hazi feladat
Beadasi hatarids: 2019. majus 16., el6adas

1. Legyen A egy Hilbert-tér korlatos, invertidlhatd operatora. Igazolja,

hogy
1
A€ o(A) X co(A™)!
(5p)
2. Legyen T = T* olyan 6nadjungalt operator, melyre T # I, T? = I.
Igaz-e, hogy R = (2i — T)~! korlatos normalis operdtor? Adja meg R
spektrumat! (5p)
3. Igazolja, hogy végtelen dimenziés Hilbert-térben unitér operator nem
lehet kompakt! (5p)

(Oran tanult tételekre szabad hivatkozni.)



