Komplex szamok halmaza. Jele C.

Definicié
C=R’>={(x,y):x,y €R}.
A miiveletek z; = (x1,y1) és z2 = (x2, y2) jelolésekkel:
71+ 22 = (X1 + X2, y1 + ¥2);
2120 = (X1X2 — Y1Y2, X1y2 + Xo¥1);

Miel6tt megmutatjuk, hogy a komplex szamok is testet alkotnak
bevezetjiik a kovetkezoket.

CSAK VAZLAT (PG)
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R-et azonositjuk R x {0}-val, igy R ~ R x {0} C C. (x € R esetén a
megfeleltetés x ~ (x,0) € C.)

Ekkor (1,0) =1 a valds egység, és » = (0, 1) a képzetes egység. Vegyik
észre, hogy

> =(0,1)-(0,1) =(0-0-1-1,0-141-0) = (-1,0) = —1.

L

b
-
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A z = (x,y) komplex szdm esetén:
» valds rész: Rez = x € R;
> képzetes rész: Imz =y € R,
» abszoldt érték: |z| = /x2+ y2 > 0;
arccos ((Re 2)/|z]), ha 0 < Im z;
> argumentum: argz =
—arccos ((Rez)/|z|), ha Imz <0;

» konjugdlt: z = (x,—y);

A

Imz=y|------------------ z

CSAK VAZLAT (PG)
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A z komplex szam algebrai alakja
z=1Rez+1lmz=Rez+1Imz.
Ha z = (x, y), akkor algebrai alakban
Z=X-+1y.

Ebben az alakban a miiveletek egyszeribben megjegyezhetéek. Ha
z1 = x1 +1y1 és 2o = xp + 1y», akkor

721+ 2= (x1+w1)+ (x2+w)=(x1+x)+1(y1 + y);
és

12)’1}/2
—~ =
2120 = (x1 + 1) (X2 + 1y2) = x1x0 + X100 + 1y1X0 + y1tys =

= (x1x2 — y1y2) +u(x1y2 + y1x2);

Egyszerli szamolassal z = x + 1y esetén

77 = (x +1y)(x —1y) = x> +ayx — xay —1%y? = x> + y? = |z|%.

CSAK VAZLAT (PG)
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Tétel
(C,+,-) test. (?7)

Bizonyitas vazlat.

» nullelem: 0 =(0,0) = 0+ :0;

» z = x +uy additiv inverze: —z = —x + 1(—y);

> egységelem: 1 =(1,0) =1 +10;

> z = x + 1y # 0 multiplikativ inverze:

1 z z X —y

— =5 = +1 ;
z zz |z|? x2+4+y?  x2+y?
Az Bsszeadds és szorzas asszociativitasa, kommutativitasa, és a szorzas
Osszeadasra vonatkozé disztributivitasa egyszer(i szamolas. O
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Feladat
Legyen z1 = /3 +1és zp =1 — 4!

>

>

Rez =7
Imz, =7
V37 =

71 =7

71+ 2z =7
71— 2 =7
|z1| =
argzp =7
712y =7

a_5

22

Komplex szamok—Algebrai alak
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Feladat
Legyen z; = V3 +1és 20 =1 — 1l
» Rezy =7

Megoldas.
» Rezy = Re(\/§+z) =/3;

~
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Feladat
Legyen z; = V34+i1észp=1—1!

> Imz =7

Megoldas.

» Imz=Im(1—1)=-1,

~
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Komplex szamok—Algebrai alak



Feladat
Legyen z; = V3 +1és 20 =1 — 1l
| 4 \ﬁzl :?

Megoldas.
> 3z :\@(\/ngz) =3+/3y

~

CSAK VAZLAT (PG)

Komplex szamok—Algebrai alak



Feladat
Legyen z; = V3 +1és 20 =1 — 1l
> 71 =7

Megoldas.
»Z=V3+1=V3—3

~
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Feladat
Legyen z1 = V3 +1és 2o =1 — 1!
> 71+ 27 =7

Megoldas.

> 21 +27% =3 +14+2(1+1)

Izzozl

L.

~
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Feladat
Legyen z1 = V3 +1és 2o =1 — 1!
> 71+ 27 =7

Megoldas.

> 21 +25%=V3+14+2(1+2)=V3+1+2+2

27

Zr @ 7]

[ Wi}

~
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Feladat
Legyen z1 = V3 +1és 2o =1 — 1!
> 71+ 27 =7

Megoldas.

> 21425 =V3+14+2(14+0)=V3+1+2+2=2+3+3y

/Zl e
)

Z1

~

[ Y)
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Feladat
Legyen z; = V3 +1és 20 =1 — 1l

> 21—22:?

Megoldas.

>z —2=+V3-1+2

Z1 — 22

e

L

~
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Feladat
Legyen z; = V3+i1észp=1—1l

Megoldas.

>zl =V +12=VE=2,

2]

~

[
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Feladat
Legyen z; = V3 +1és 20 =1 — 1l

> argz =7
Megoldas.

1
> argzp = — arccos —

V2

459

~
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Feladat
Legyen z; = V3+i1észo=1—1l

> argz =7
Megoldas.

1
> argzp = —arccos — = —45° = 315° (mod 360°);

V2

~

Vi

2
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Feladat
Legyen z; = V34+i1észp=1—1!

> 712> =7

Megoldas.
» 2120 = (V3+2)(1 —2) = V3 — V3 +1— 42

e Z]

[ Wi}

~
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Feladat
Legyen z; = V34+i1észp=1—1!

> 712> =7

Megoldas.
» 2120 =(V3+1)(1—2) =vV3-V3i+1—2 = V3+1+4(1-V3);, O

[ P4

~

0 Z1Z
o2 142
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Feladat
Legyen z1 = V3 +1és 2o =1 — 1l

V4

19

z
Megoldas.

z1  n17p

n oz

0z

[ Wi}

~
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Feladat
Legyen z; = V34+i1észp=1—1!

a_,
)

Megoldas.

Ca_an_ (V3+9(1+r)  V3-1+uv3+1)
z nzm  (1-)(1+:)  1+1—1—22

[ Y41

W

[ W)
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Feladat

Legyen z21=V3+1észp=1—1
V4]

=7
7
Megoldas.

Ca_azn_ (V3+9(1+r)  V3-1+uv3+1)
2 2z (1—1)(1+4+2)  141—1—12
vV3-1 +V3+1

+1 ;
2 2
3/
[ Y4)
2
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Konnyen belathatéak a kovetkezok.
Tétel (alapmiiveletek kapcsolata a konjugalttal és az abszolttértékkel)

Ha zy,z, € C, akkor

>

nEtn=n1+n, (a1n)=7"2,

és ha z, # 0, akkor

71/z0 =71/ 2.

|z1| = |z1|, |zize| = |z1]|22],
és ha z, # 0, akkor
|z1/ 22| = |z1|/|z2]-

» haromszég-egyenlbtlenség |z1 + zo| < |z1| + |z2], illetve

|z1| — |22| < |21 — 22|, s6t ||z1| — |22|| < |z1 — 2.

CSAK VAZLAT (PG)
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Ha z = x + y1, akkor 7 - z = x1 + y1? = —y + xu,
arg(v-z) = argz+90°, és |v- z| = |z|.

A

azaz z11 - z, sot

~
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Ha z = x + y1, akkor 7 - z = x1 + y1? = —y + xu,
arg(v-z) = argz+90°, és |v- z| = |z|.

A

azaz z11 - z, sot

~

CSAK VAZLAT (PG)

Komplex szamok—Trigonometriai alak



Ha z = x + y1, akkor 2 - z = x1 + y1? = —y + x1, azaz z1l1 - z, sbt
arg(v-z) = argz+90°, és |1- z| = |z|.

A

~1/2 1

~

Komplex szamok—Trigonometriai alak

CSAK VAZLAT (PG)



Ha z = x + y1, akkor 2 - z = x1 + y1? = —y + x1, azaz z1l1 - z, sbt
arg(v-z) = argz+90°, és |1- z| = |z|.

A

~

Komplex szamok—Trigonometriai alak
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Ha z = x + y1, akkor 7 - z = x1 + y1? = —y + xu,
arg(v-z) = argz+90°, és |v- z| = |z|.

A

azaz z11 - z, sot

~

Komplex szamok—Trigonometriai alak
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Ha z = x + y1, akkor 2 - z = x1 + y1? = —y + x1, azaz z1l1 - z, sbt
arg(v-z) = argz+90°, és |1- z| = |z|.

A

1+\/§7/0/-<\\
\/g—l-z

3/2

~
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Ha z = x + y1, akkor 2 - z = x1 + y1? = —y + x1, azaz z1l1 - z, sbt
arg(v-z) = argz+90°, és |1- z| = |z|.

A

—1+\/§z'/\\
\/§+z

3/2

2—2

~
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p = argz!

Legyenek w és z = x + y1 tetszOleges komplex szamok, és legyen
z=1-z
yi
19
lw-z| =|w|-|z| és arg(w - z) = argw + arg z.

Komplex szamok—Trigonometriai alak
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Legyenek w és z = x + yu tetszOleges komplex szdmok,

p = argz!
N
+.

2w 19

L

V2

w-z

lw-z| =|w|-|z| és arg(w -

yi

és legyen

z) =argw + arg z.

v
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A z = x + y1 komplex szam esetén legyen r = |z| és ¢ = arg z!

A

Imz=y|------------""-_ 2
r |
e 1
— §X=>Rez:Ref
r i
[ | ‘Z

Leolvashatd a z komplex szam trigonometriai alakja.

z = r(cos p + zsin ¢) Z = r(cos —p + 1sin —)

CSAK VAZLAT (PG)
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Az el6z6ek szerint
ri(cos p1 + 2sin 1) - r(cos w2 + 1sin ) =
= rir(cos(p1 + p2) + 2sin(p1 + 2)).
Innen, ha r # 0( <= z # 0), akkor

. 1 .
r(cos ¢ +usin ) - ;(cos —p+sin—p) =

= ~(cos(ip — ) +1sin(p — ) = 1,

azaz 1 1

= —(cos —p +12sin —p),
r(cos ¢ + 1sin ) r( v ?)

és igy

ri(cos 1 + ZS!" 1) - E(COS(W1 — 2) +esin(p1 — @2)).
r(cospa +usinpz)

CSAK VAZLAT (PG)
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Trigonometriai alakban konnyen elvégezhet6 a hatvanyozas.
[r(cos ¢ + 1sin)]" = r"(cos ny + usin nyp) (ne NT)

Valéjaban, ha r £ 0, akkor ez n € Z esetén is igaz.

n € NT esetén értelmezziik a komplex n-edik gyokvonast. Ha z # 0, akkor
n kiildnb6z6 olyan w € C van, amire w” = z. Ezeket hivjuk a z n-edik
komplex gyokeinek.

k360° k360°
\"/r(cosg0+zsin<p) =/r <cosgp+n36 + 4sin cp—i—n36>

(k=0,...,n—1)

CSAK VAZLAT (PG)
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Osszefoglalva.

Tétel (alapmiiveletek, hatvanyozas, gyokvonas és konjugalas
kapcsolata az argumentummal)

Ha z1,z0,z € C és n € N, akkor
>
arg(z1z2) = arg z; + arg zo,
és ha zp # 0, akkor

arg(z1/z2) = argz; — arg zo.

arg z + k360°
—

argz" = nargz, arg V/z =

argz = —argz

CSAK VAZLAT (PG)
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Mint minden 0-tdl kiilonb6z6 komplex szamnak, az 1-nek is n kiillonb6z6
n-edik gyoke van. Ezeket hivjuk n-edik komplex egységgyokoknek.

k360° . k360°

—+ 2sIn
n n

V1 =z, = cos

(k=0,...,n—1)

~
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Mint minden 0-tdl kiilonb6z6 komplex szamnak, az 1-nek is n kiillonb6z6
n-edik gyoke van. Ezeket hivjuk n-edik komplex egységgyokoknek.

" k360° . k360°
V1 =z = cos + 2sin (k=0,...,n—1)
n n
n=1: =
v/1 = cos0 - 360° + 2sin 0 - 360° >
zp=1

CSAK VAZLAT (PG)
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Mint minden 0-tdl kiilonb6z6 komplex szamnak, az 1-nek is n kiillonb6z6
n-edik gyoke van. Ezeket hivjuk n-edik komplex egységgyokoknek.

., k360° . k360°
V1 =z = cos + 2sin (k=0,...,n—1)
n n
n=2: 5 5
v/1 = cos k180° + 2 sin k180° ! 0 >
201 = %1

CSAK VAZLAT (PG)
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Mint minden 0-tdl kiilonb6z6 komplex szamnak, az 1-nek is n kiillonb6z6
n-edik gyoke van. Ezeket hivjuk n-edik komplex egységgyokoknek.

i k360° . k360°
V1 =z = cos + 2sin (k=0,...,n—1)
n n
z1
n=3:
V/1 = cos k120° + ¢ sin k120° 2
zo =1, >
1, V3
2172 = —§ SE 7Z
Z2

CSAK VAZLAT (PG)
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Mint minden 0-tdl kiilonb6z6 komplex szamnak, az 1-nek is n kiillonb6z6
n-edik gyoke van. Ezeket hivjuk n-edik komplex egységgyokoknek.

" k360° . k360°
V1 =z = cos + 2sin (k=0,...,n—1)
n n
4|
n=4:
V1 = cos k90° + 2 sin k90° b9} 20
20,2 = :E]., i
Z13 = +1
z3
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Mint minden 0-tdl kiilonb6z6 komplex szamnak, az 1-nek is n kiillonb6z6
n-edik gyoke van. Ezeket hivjuk n-edik komplex egységgyokoknek.

n k360° . k360°
V1 =z = cos + 2sin (k=0,...,n—1)
n n
z;
n=>5: 5
v/1 = cos k72° + 1 sin k72° 2
=1,

~

\/5—1jE 5++/5 20
Z = 7
1,4 7 8 :
1++5 5—-+5
223 = — 7 + 8 Z3

Zy
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Mint minden 0-tdl kiilonb6z6 komplex szamnak, az 1-nek is n kiillonb6z6
n-edik gyoke van. Ezeket hivjuk n-edik komplex egységgyokoknek.

i k360° . k360°
V1 =z = cos + 2sin (k=0,...,n—1)
n n
V) zZ1
n==06:
/1 = cos k60° + 2 sin k60°
z3 20
Zp3 = +1, >
1, V3
=4+ —
Z1,2,45 > > ?
Z4 Z5
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Feladat
V6 + V2

L =
egyen z 5

74 =7

3 ¢

W
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Feladat
V6 + V2,

L =
egyen z 5

74 =7

3 ¢

Megoldas.

2 2
NI AGES

~
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Feladat
V6 + ﬂq

Legyen z = >
z4 =7
4
z3
72
V4
Megoldas.
D D
2 6
|z| = M = /2; arg z = arccos i = 30°;

2 2.2
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Feladat

\/5+\@z!

Legyen z = >
74 =7
S
z3
72
z

Megoldas.

V6 +v2° V6

=\/———— = /2; argz = arccos —~= = 30°;

‘Z| 22 f g 2\@

z* = [v/2(cos 30° + 2sin 30°)]*

CSAK VAZLAT (PG)
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Feladat

\/5+\@z!

Legyen z =

2
74 =7
S
734
72
z

Megoldas.

V6 +v2° V6

=\ ———— =/2; argz = arccos —— = 30°;

|z 22 V2 &2 2V2

2% = [V2(cos 30° + 25in 30°)]* = 4(cos 120° + 7sin 120°);

CSAK VAZLAT (PG)
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Feladat

Legyen z = 4 — 44!
z =7

Megoldas.
|z| = V42 + 42 = 4,/2;

N\

R 3

D)

Komplex szamok—Trigonometriai alak
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Feladat

Legyen z = 4 — 44!
z =7

Megoldas.
|z| = V42 + 42 = 4,/2;

%

R 3

)

Komplex szamok—Trigonometriai alak
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Feladat

Legyen z = 4 — 44!
z =7

Megoldas.
|z| = V42 + 42 = 4,/2;

N\

¥

2

Komplex szamok—Trigonometriai alak
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Feladat

Legyen z = 4 — 44!
z =7

Megoldas.
|z| = V42 + 42 = 4,/2;

$

¥

7

Komplex szamok—Trigonometriai alak
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Feladat

Legyen z = 4 — 44!
z =7

Megoldas.
|z| = V42 + 42 = 4,/2;

$

¥

o)

Komplex szamok—Trigonometriai alak
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Feladat

Legyen z = 4 — 44!
z =7

Megoldas.
|z| = V42 + 42 = 4,/2;

=

/
an

Komplex szamok—Trigonometriai alak
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Feladat

Legyen z = 4 — 44!
z =7

Megoldas.
|z| = V42 + 42 = 4,/2;

%

R 3

)

Komplex szamok—Trigonometriai alak
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Feladat

%

¥

Legyen z = 4 — 49!

¥z =7

A

Megoldas.
|z| = V&2 + 42 = 4/2;
4

arg z = — arccos —= = —45° = 315° (mod 360°);

w2
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Feladat

N

¥

Legyen z = 4 — 41!
'z =7

N

Megoldas.
2| = Va2 + 42 = 4V2;
4
arg z = — arccos —= = —45° = 315° (mod 360°);

42
vz = \5/4\@(cos 315° + 2sin 315°)

CSAK VAZLAT (PG)
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Feladat f\
Legyen z = 4 — 49! //N >
Z
Megoldas.
|z| = V42 + 42 = 4/2;
4

= — —— = —45° = 315° d 360°);
arg z arccos Wi (mo )
¥z = \5/4ﬂ(cos 315° +2sin 315°) =
V2(cos(63° + k72°) + 1sin(63° + k72°)) (k=0,1,2,3,4);

CSAK VAZLAT (PG)
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Feladat

Legyen

71 = 21/3(cos 45° + 1sin 45°) és
7 = /3(cos 75° + 15in 75°)!
Adjuk meg z12; és ? algebrai

2
alakjat!

21

W

CSAK VAZLAT (PG)
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Feladat

Legyen

71 = 2v/3(cos 45° 4 15in 45°) és

7y = /3(cos 75° + 25in 75°)!

Adjuk meg z1z; és ? algebrai
2

2122

alakjat!

Megoldas.

212y = 2v/31/3(cos[45° + 75°] + 4sin[45° + 75°]) =
-1 3

6(c0s 120° + 15in 120°) = 6(— + zi) — _3+13V3

CSAK VAZLAT (PG)
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Feladat

Legyen

71 = 21/3(cos 45° + 15in 45°) és
7y = \/3(cos 75° + 15in 75°)!
Adjuk meg z;z és j—; algebrai

2122

alakjat!
21/22

Megoldas.

2120 = 2v/3v/3(cos[45° + 75°] + 1sin[45° + 75°]) =
1 V3

6(c0s 120° + 15in 120°) = 6(— + zi) — _3+13V3

21 . 2\/_

z 3

2(\/7—+z7):\/§—z. O

——(cos[45° — 75°] + 2sin[45° — 75°]) = 2(cos —30° + zsin —30°) =

CSAK VAZLAT (PG)
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Polinom, azaz raciondlis egész fliggvény

Definicié

Ha k € N, és ap, a1, ..., ax € C Ggy, hogy ax # 0, akkor a
p(z) = akz" + -+ a1z + ag

fuggvényt k-adfokid (komplex egyiitthatés) polinomnak nevezziik, mig

ap, a1, - - -, ak-t a polinom egyiitthatdinak, a,-t a féegylitthaténak hivjuk.
Ha nem tessziik fel, hogy ax # 0, akkor legfeljebb k-adfokd polinomrdl
beszéliink.

A konstans fliggvényeket 0-adfoki polinomnak nevezziik.

Polinomnak vagy racionalis egész fliggvénynek neveziink egy fliggvényt, ha
k-adfoki polinom valamely k € Ny esetén.

A p(z) polinom gyokének nevezziik a zérushelyeit, azaz azon z € C
szamokat, melyekre p(z) = 0.

A p(z) k-adfokl polinom fokszaméat deg p(z)-vel jeldljik, azaz

degp(z) = k.
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Bizonyitas nélkiil kozoljik a kovetkezoket.

Tétel (Algebra alaptétele)

Egy p(z) legalabb els6foki, komplex egyiitthatés polinomnak mindig van
komplex gydke.

Kovetkezmény

Egy p(z) k-adfokd (nem azonosan nulla) polinomnak pontosan k darab
gyoke van, multiplicitassal szamolva, azaz létezik z1, z2, ...,z € C dgy,
hogy

p(z) =ak(z—z)(z—2z2)...(z — z),

ahol ai a polinom féegyiitthatdja.

Megjegyzés
A gydkok nem feltétleniil kiilldnbozdek.
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Feladat

Hatéarozzuk meg a p(z) polinom gyokeit, ahol

p(z) = 2> — (24 4)z — 3 + 2u.

Megoldas.
a=1 b= —2—41és c = —3 + 21 helyettesitéssel alkalmazzuk a megoldd
képletet.
b4 VB —dac  2+4+,/(2+ %2 —4(-3+2)
Z12 = =

2a 2

V(24 42 —4(=3 +20) = VB = 2v2/ = £2(1 +1),

miatt
Z12 = 1+22:|:(]_+Z),

azaz

p(z) = (z = 1)(z — (2+ 30)).
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