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1. fejezet

Val6s szamsorozatok

1.1. Bevezeto .
=

1.1.1. A valds szamok (R) axiomai
Algebrai axiomak

R-ben értelmezett két miivelet: + és -
Ezek a mitveletek nem vezetnek ki az adott halmazbol, R-bél, tehat Va,b € R-re:

at+beR és a-beR.

+ miivelet tulajdonsagai (1-4.)
l. (a+b)+c=a+(b+c), Va,bceRre (azsszeadas asszocialiv).
2. Létezik egyetlen szam (ezt 0-val jeloljiik), amelyre teljesiil, hogy

0O+a=a+0=a, ha a€eR.

3. Minden a € R szamhoz létezik pontosan egy olyan x € R, amelyre
r4+a=a+x=0.
Az igy értelmezett z-et (—a)-val jeloljiik.  (Neve: additiv inverz.)

4. a+b=b+a, Va,beRre (az isszeadas kommutativ)

- miivelet tulajdonsagai (5-8.)

5. (a-b)-c=a-(b-c), Va,bceR (aszorzas asszocialiv)

1asd Thomas 01-es bemutaté 1. fejezet (3-10. oldal).
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6 1. FEJEZET: VALOS SZAMSOROZATOK

6. Létezik egyetlen szam, amelyet 1-gyel jeloliink (1 # 0), amelyre teljesiil, hogy
a-1=1-a=a, ha a€elR
7. Minden a # 0-hoz létezik egyetlen x € R, amelyre
r-a=a-x=1
Az igy értelmezett x-et az a # 0 szam reciprokianak nevezziik, és %—Val jeloljiik.

8. a-b=b-a, VYa,beR (aszorzas kommutativ)

A két miiveletre (+ és -)-ra egyiittesen érvényes tulajdonsag (9.)

9. a-(b+c)=a-b+a-c, Va,b,ceR (disztributivitds)

Rendezési axiomak (10-13.)
10. Tetsz6leges a,b € R szamparra az
a<b, b<a, a=0D>
relaciok kozil pontosan egy teljesiil (trichotom tulajdonség).
11. Haa <b és b < ¢ (r6videna < b < ¢), akkora < ¢, (Ya,b,c € R) (tranzitivitas)
12. Haa <b,akkora+c<b+c, (Va,b,ce€R) (arendezés monoton).

13. Haa<b és ¢>0,akkora-c<b-¢, (Va,b,c€eR).

Archimédesz-féle axiéma (14.)

14. Tetszbleges b > 0 szamhoz taldlhaté b-nél nagyobb n természetes szam.

Cantor-féle axioma (15.)

15. Ha minden n € N szamnak megfeleltetiink egy I,, = {z : a, < x < b,, x € R}
halmazt (réviden [ay, b,] zart intervallumot) oly moédon, hogy

Qn S Ant1, bn+1 S b’m (Vn € N)
akkor .
(1. #0
n=1
Vagyis: egymaésba skatulyazott zdrt intervallumsorozat elemeinek metszete nem
tires. (3¢ € () 1., £€R)
n=1

tankonyvtar.ttk.bme.hu (© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi



1.1. BEVEZETO

@ Zértsag fontos! (I, = (0, %] esetén () I, =0)

n=1

1.1.2. A rendezési axiomakbol levezethetd

A rendezésre vonatkozoan konnyt belatni, hogy igazak az alabbi allitasok (szokas ezeket
az ,egyenldtlenségekkel valo szamolas szabélyai’-nak is nevezni):

1. Minden a € R szdmra az

a>0, a=0, —a>0

tulajdonsagok koziil pontosan egy teljesiil. (a >0 <= (—a) < 0)

2. (a<b) A (c<d) = a+c<b+d
Specialisan: (a >0) A (b>0) = a+b>0

3. (0<a<b) AN (0<c<d) = ac<bd
Specialisan: (a >0) A (b>0) = ab>0

4 (a<b) AN (c<0) = ac>bc
Specialisan: a <b =— —a > —b

1 1
h . 0<a<b — —>-
a b
1 1
a<b<0 = _>E a<b —
a
1 1
a<0<b — —<-
a b

6. Va,b € R esetén
la+0b] < |a| + |b] és
lla] — o] < Ja — b].

7. Ha n pozitiv egész szam, és 0 < a < b, akkor a™ < b".

Hasonléan kévetkeznek az abszolutérték tulajdonsagai.

1.1.3. Néhany fogalom
HCR

@ H feliilrél korlatos, ha 3ky € R, hogy Vo € H : z < ky.

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi
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8 1. FEJEZET: VALOS SZAMSOROZATOK

(D) H alulrél korlatos, ha Ik, € R, hogy Vo € H : k, < x. (kq: also korlat)
@ H korlatos, ha feliilrdl is és alulrol is korlatos, tehat 3k : |z < k.

D) A feliilrél korlatos H halmaz legkisebb fels6 korlatjat szuprémumnak (felsé hatér-
nak) nevezziik.
Jele: sup H.

@ Az alulrol korlatos H halmaz legnagyobb also korlatjat infimumnak (alsé hatarnak)

nevezzik.
Jele: inf H.

1

H={l-=,neN"}={0,1-1,1-2 1-1 '} esetén:
n

Megoldas. Fels6 korlatok példaul: 1,3, 7, ...

Also korlatok példaul: 0, —2, —56, ...
sup H = 1 (nincs a halmazban legnagyobb elem), inf H =0 (= legkisebb elem)

Dedekind folytonossagi tétel:

@ Feliilrél korldtos nem iires szamhalmaznak mindig van szuprémuma. (—B)

Ebbél kovetkezik:

@ Alulrol korldtos nem tires szamhalmaznak mindig van infimuma.

@ A fenti axidémarendszerben a Cantor-féle és az Archimédesz-féle axidma lecserél-
hetd ezzel az allitassal.

1.2. SzAmsorozatok és hatarérték
A val6s szamsorozat a természetes szamokon értelmezett valos értéki fiiggvény:
f*N = R,

az n helyen felvett értéke f(n) = a,, n=1,2

) goeee e

21asd Thomas 11-es bemutaté 1. fejezet (3-20. oldal).
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1.2. SZAMSOROZATOK ES HATARERTEK

A szadmsorozat jelolése:
(an), vagy (a,), vagy a,, n=1,2....

D) (a,) felilrsl korlatos, ha ks Vn-re: a, < k.
@ (a,) alulrdl korlatos, ha 3 k,: Vn-re: k, < a,.
D) (a,) korlatos, ha alulrél is és feliilrsl is korlatos, tehat 3 k:

lan| <k (k= max{|ka|, [kyl})-
Vagyis a fenti definiciok szerint ilyenkor f : N — R fiiggvény értékkészlete korlatos.

1.2.1. SzAmsorozat konvergenciaja

(D) Azt mondjuk, hogy (a,) konvergens és hatérértéke (limesze) A € R, jelben
lim a, = A,
n—o0

ha Ve > 0-hoz (¢ € R) IN(e) € N, hogy

la, — Al <&, han> N(e).

N(e) neve: kiiszobindex, kiiszobszam

@ A definicioval ekvivalens:

Ve>0-raaz (A—¢e, A+ ¢) intervallumon kiviil a sorozatnak véges sok eleme van.
(Az intervallumon beliil pedig végtelen sok eleme van.)

Az alabbi példdkndl a definicio segitségével bizonyitsuk be, hogy a megadott A a szam-
sorozat hatdarértéke!

A=0,ha a) an—% b) an:(_l)n

Megoldas. Mindkét esetben:

1 1 1
la, —Al=—<e = n>- = N(s)z[—}
n £

Példaul € = 0,001 esetén N = 1000 valasztas megfelels.

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi tankonyvtar.ttk.bme.hu




10 1. FEJEZET: VALOS SZAMSOROZATOK

an:5?1+——nn’ A=-1

Megoldas.

6+n

11,1 11,1
51 )‘ =

Ian—A|=‘ = =7 <f = n>51+—

11,1
Ezért N(e) > {5, 1+ —’} :

2 _
n = 2n5n+ 5n1+ 8’ A=0

n? —1 n? —1
= <e€
2n5 + 5n + 8 2n5 + 5n + 8
Ezt az egyenlGtlenséget nem tudjuk megoldani n-re. Azonban nem sziikséges a lehetd
legkisebb kiiszobindex elGallitasa. Elegendé megmutatnunk, hogy létezik kiiszobindex.
Ezért a megoldashoz felhasznalhatjuk az egyenlGtlenségek tranzitiv tulajdonségat, pél-
daul az aldbbi modon:

Megoldas. |a, — A| =

n? —1 _ n? — 0 1 _ >31
2n® +5m +8 2n5 +04+0 2nd 2¢

lan — Al

1
Ezért N(e) > (¢ —|-
z7ér (E)_[ 25]

8n? 3 20
2nt — n2 + 5

Megoldas.
| A 8nt + 3n + 20 4n? + 3n
an — = — = =
2nt — n? +5 2nt — n?2 + 5
an® + 3n - An? + 3n? 7< N 7< 9
2nt —n2 +5 2t —nt 4+ 0 n? €

Innen N(e) > [ ;] :
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1.2. SZAMSOROZATOK ES HATARERTEK 11

1.2.2. Szamsorozat divergenciaja

A nem konvergens szamsorozatokat divergens szamsorozatnak nevezziik.

Példaul: | a,, = (—1)" divergens|.

Ugyanis a sorozat elemei: (—1,1,—1,1,—1, ...)

Hatarértékként csak a —1 vagy az 1 johetne szoba. De példaul ¢ = 1 valasztassal
kideriil, hogy egyik sem lehet a hatarérték, mert bar pl. a —1 pont 1 sugari kornyezete
végtelen sok elemet tartalmaz (az as,_1 elemeket), de rajta kiviil is végtelen sok van
(az ag, elemek). Igy nem taldlhaté hozza N(e), tehat —1 nem lehet a hatarérték.
Ugyanigy belathatd, hogy 1 sem johet szoba hatarértékként. Tehéat a sorozat nem
konvergens, igy divergens.

A divergens sorozatoknak két fontos speciélis esete a +oo-hez és a —oo-hez divergald
szamsorozat.

A megfelels definiciok:

@ lim a, = +o0,

n—oo

ha VP > 0-hoz (P € R) IN(P) € N, hogy

a, > P, han> N(P)

D) lim a,, = —oo0,

n—oo

ha VM < 0-hoz (M € R) IN(M) € N, hogy

a, < M, han>N(M)

Ez a definicié megfogalmazhatd M > 0 feltétellel is:
VM >0-hoz IN(M)eN: a,<—-M, han> N(M)

12

an =2n® + 3n + 5 Bizonyitsa be, hogy lim a,, = co!
n—oo

Megoldas.

3 P

[P
an =20 +3n +5>2m*>P = n>3§ — N(P)> 5

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi tankonyvtar.ttk.bme.hu



12 1. FEJEZET: VALOS SZAMSOROZATOK

6 — 2
a, = " Bizonyitsa be, hogy lim a, = —oo!
2 +n n—00

6 — n?

24+ n

Megoldas. Teljesitends, hogy  a, = <M (<0), ha n>N(M).

Ez egyenértéki a kovetkezs feltétellel:

2
— 6
(—a, =) T; m > —M (>0), ha n> N(M). A feladatot egyszertsitjiik, hiszen
n
most sem a legkisebb kiiszobindexet keressiik:
2 n? n
_ 6 - 5
z > 2 " M = n>-6M
2+ n ~ 2n + n 6

n>4 esetén 226

Ezért N(M) > max{4, [-6M]}.

1.3. Tovabbi tételek a hatarértékrél (1)

1.3.1. A hatarérték egyértelmiisége

@ Ha lima,=A és lima,=B, akkor A=B.

n—oo n—oo

Indirekt médon bizonyitunk®. Tehat feltessziik, hogy A # B, példaul A < B.
d
Legyen d=B—-A>0 ¢és €:§>0!

d=B-A
Is ) c )
Y v Y Y

A szamsorozat konvergenciaja miatt létezik Ny(e) és Na(e), hogy
A—e <a, < A+e, han> N,
B—¢<a, < B+e, han>Ne).

De ekkor Vn > max {N;(¢), Na(€)} esetén:
a, < A+e < B—-¢ <ay,

Ez pedig ellentmodés, tehat nem igaz, hogy A # B, vagyis A= B. |
1.3.2. A konvergencia sziikséges feltétele

P = Q, a P allitasbol kovetkezik a Q allitas. Ezt kétféleképpen is megfogalmazhatjuk:

tankonyvtar.ttk.bme.hu (© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi



1.4. HATARERTEK ES MUVELETEK 13

1. P elégséges feltétele Q-nak,

2. Q sziikséges feltétele P-nek. (Hiszen, ha  nem teljesiil, akkor mar P nem telje-
siilhet, mert P teljesiilésébdl mar kovetkezne Q) teljestilése.)

(D (an) konvergens = (ay,) korldtos
(Tehdt a korldtossdag sziikséges feltétele a konvergencidnak.)

Ve > 0-ra IN(e):
A—e<a,<A+e, ha n>N(E)=N

Tehat (A — e, A + ¢)- on kiviil legfeljebb csak az 2 / 1 \ “

ai, as,...,ay elemek eshetnek. A \_ . A Ail—&

Jk, : Vnrek, <a, k,=min{ay,as,...,an,A—c}
—
dks : Vnorea, <ks ky=max{as, ay,...,an,A+c}.
Igy 3K : |a,| < K, tehat korlatos. [ |

@ <= nem igaz. (Az allitds nem megfordithato.)
Példa: a,, = (—1)" korlatos, de nem konvergens.

2n+1, ha n paros,
@ Konvergens-e az aldbbi sorozat: |a,, = 1
3n2+1’

ha n paratlan.

Megoldas. Nem konvergens, mert nem korlatos. (ag, = 2-2m+1 =4m+ 1 <
k Vm € N-re ellentmond az Archimédesz-féle axidmanak.)

1.4. Hatarérték és miiveletek

1.4.1. Miiveletek konvergens szamsorozatokkal

(Ty) [(@ = A) A (s> B) = (an+bi—> A+B)

Tehat be kell latni, hogy

cp=0a,+b, - C=A+ B,

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi tankonyvtar.ttk.bme.hu



14 1. FEJEZET: VALOS SZAMSOROZATOK

azaz Ve > 0-hoz dN(e) € N, hogy

lc, —C| <e, han> N(e).

Legyen * = g ' Az a, ¢ésb, szamsorozatok konvergencidja miatt
ElNl <€*> = N1 (g) VAN N2 (6*) = N2 (g) s hOgy
la, — Al <g*:§, Vn > N, (e¥)
- — Ha n > max{N;(¢*), Ny (¢%)},
és |b, — B <5*:§, Vn > Ny ()

akkor
le, = C| = |(an +b,) — (A+ B)| =
=l(a, —A)+ (b, — B)| < |ay, — A|+|b, — B| < e"+¢&* =2&" =¢

Tehat a keresett N(e) = max {Nl (%) , N (g)}

@ A bizonyitasnéal felhasznaltuk a haromszog egyenlStlenséget. ( |a+b| < |a|+ 0] )

@ (¢, > A) = (ca, = cA)

(i) ¢ =0 esetén az allitas trividlisan igaz.
(i) ¢ # 0 esetén:
Legyen ¢* = ey
]
a, konvergencidja miatt 3 Ny (¢*) = Vg (ﬁ) , hogy
c
la, — A| < &* Vn > N (g%)

g
= lean =) = ¢ (4= A) = Ie Jon — 4] < || " = [d] 7 = ¢

£

Vn>N1< ):N(g) [ |

Je]
@ A bizonyitasnal felhasznaltuk, hogy |a b| = |a| |b] .
® () (@ > A) = (—a,— —A) (Most ¢ = —1)
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1.4. HATARERTEK ES MUVELETEK 15

(i) (a, = A) A (b, - B) = a,—b,=a,+(-b,) > A+(-B)=A-B
(Ty, Tz-bél kovetkezik)

(i) (a, = 0) A (b, —0) = ayb, —0

(i) (a, = A) A (b, - B) = ayb, > AB

mw—m<§ vn>N4§):N1

|b, —0] <2 Vn>Ny2) =Ny (¢=2most)

Ha n > max { Ny, Na}, akkor  |anb, — 0] = |an,||bn] < % 2=c.
(ii) Mivel a ¢, = A Vn-re (stagnalo sorozat) — A, ezért
(ap—A — A—A=0) AN (by—B—B—-B=0).
Ts (i)-et alkalmazva kapjuk:  (a, — A) - (b, — B) — 0, vagyis

anb, — Ab,, — Ba,, + AB — 0.

Ekkor
anbn = (anbn — Ab, — Ba, + AB) + ( Ab, + Ba,, — AB ) — AB
\ \
0 AB + AB — AB -

@ Nyilvan harom konvergens sorozat szorzata az egyes hatarértékek szorzatdhoz kon-
vergal. Teljes indukcioval belathato, hogy véges sok konvergens sorozat szorzata is az
egyes sorozatok hatarértékének szorzatdahoz konvergal. Hasonloan altalanosithato To
véges sok konvergens sorozat Gsszegére.

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi tankonyvtar.ttk.bme.hu



16 1. FEJEZET: VALOS SZAMSOROZATOK

n — 00

1 10
lim (1+—> =1 =1

1\*
lim (1 + —) = 1F =1 (k € NT adott konstans, fiiggetlen n-tol)

n — 00

De vigyézat!

1 n
lim (1+—) 41" =1
n

n — o0

Az utols6 példaban alkalmazott modszer an. ,letakaras” lenne. Eddig megismert tétele-
inkben nem véletlentil nem volt errél sz6, mert alkalmazasa rossz eredményhez vezethet.
Késébb latni fogjuk, hogy a 3. sorozat hatarértéke a matematikdban jol ismert e # 1
Szam.

@ (a, — 0) A (b, korlitos) =  aub, — 0

A feltételek miatt:

Ve* > 0-hoz 3 N, (¢*) : la, — Al < e*, han > N,(¢"),
masrészt |b,| < K.
Ekkor
lan, b, — 0] = |an| |by] < |an| K < " K = ¢
Tehat ¢* = £ valasztas mellett az a,, sorozathoz megtalalt kiiszobindex megfelel az

an b, sorozathoz keresett kiiszobindexnek.

Igy N(e) = N, (%) valasztassal

la,b, — 0] < e, han>N(e) [
(an—>A) = (lan| = |A]
llan| — |A|| < |an — A| <&, han > N(e). |

@ (lan|) konvergenciajabol altalaban nem kovetkezik (a,) konvergencidja.
(Pl a, = (—1)" divergens, de |a,|=1"=1 — 1).
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1.4. HATARERTEK ES MUVELETEK

17

Specialisan azonban igaz:
Ugyanis

lan| = 0 = a, — 0.

[lan] = 0] =lan|=|an = 0] <e,

han > N(e).

@)

() (b B£0) = =

&~

S

n

(i) (by — B #0) A (a, — A) -

—

—

So] IS

bi]
—|B =1
Ionl = 1811 < 2

azaz

B B
B Ly < 13+ 12

2
vagyis

|B]

bn| > —,
ol > 1

(i) Mivel Ty szerint |b,| — |B|, ezért IN; (

Vn > Ni.

B
%) - N17 hOgy

, han>MN

han > N;

Mésrészt Ve > 0 esetén 3 N (% ]B\Q) = Ny(e*), hogy

b, — B < g IBR =" VYn> Ny(e).

Igy ha n > N(g) := max { Ny, Ny}, akkor:

B_bn _|B_bn| |B_bn|

9
c* 5 |B|2

-
2

1
B

Se] IS

1
(i) Z—::an-E%A

Néhany példa az el6z6 tételek alkalmazasara

ED) | on= 5+
an—ﬁ—kﬁ—k

500 db

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi
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T3 és T5 (1) miatt.

=< = £
|B| |Bi
Bl - Bl -
2 2

—- 04+0+---+0=0
—_—

tankonyvtar.ttk.bme.hu



18 1. FEJEZET: VALOS SZAMSOROZATOK

Megoldas. A tagok szama 500 (n-t8l fiiggetlen!), ezért T, véges sokszori alkalmaza-
séaval a 0 eredmény helyesnek adodik.

1 2 p
bn:—2+—2+---+£2 — 0+---+0=0 HIBAS gondolatmenet!!!
n? n n

Megoldas. Hiszen

1 1 2 1 2 3 1 2 3 4
b= bty bemtpty, e pt it

C42 420 42 42
gy a tagok szama itt fiigg n-t6l, ez nem véges sok sorozat Gsszege, igy a T tétel erre
mar nem terjeszthets ki. A helyes megoldas:

n 1
b_1+2+---+n_(1+”)'§_1+n_g+1 L0411
" n2 B n2 22 2 2
1 3
8n2 —n+3 n?2 8- -+ 8—0+0
L e el i [
not ~~ 1+ — *
=1 n
2n+1\° 3n%+2n
a, = _
3—n 2 + 6n?
Megoldas.
NV 3 142
2 o 3n? o 1
anz(—n) 2 = o s 1=
RSP W N P 2
s n 3n?

@ A hatvanyozéasnal a szorzatra vonatkozo tételt alkalmaztuk.

a :ﬂ sin(n* +5n+8) | — 0
"2m3 4 6n  ~ 2 '
—_———

-
Cn

bn
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1.4. HATARERTEK ES MUVELETEK 19

)
n? 1--
Megoldas. Hiszen b, = 23 Té — 0-1=0 ¢és ¢, korlatos.
\@-’ 1+ —
:i —0 n
000

1.4.2. Néhany jol hasznalhat6 egyszeritibb tétel

@ (a, >0) A (@, > A>0) = (\/a_n—M/Z)
(i) A =0 esete:

|Van — 0] = \/a, <e, {O§|an—0|:an<52, ha n > N,(g?)
P—

han > N(g) = N,(g?) (@, — 0 miatt 3 N,(?))

(ii) A > 0 esete:
a, — A miatt 3N, (e VA) = N,(¥) :

la, — Al <e-vVA=¢* ha n>Na<5\/z>

De ekkor
la, — A| la, — Al e-VA
Qp, \/_ == S < =&,
Van - VA = | TV ivA© VA VA
tehat  N(g) = N,(e*) |

@ an >0, a, - A = ¥a, — v/A tetsz6leges rogzitett k € Nt esetén.

an =VAn2 +5n—1—+v4n2 +n+3 (0o — 0o alaki)

Megoldas.
4n? +5n — 1 — (4n* +n + 3)
a,n: =
VAn2 +5n — 1+ vV4n2 +n+3
B 4n — 4 B
VAn2 +5n — 1+ vV4n2 +n+3
1
4 == 1
V4n? \/1+ 5 1 +\/1+ E 1+1
4n dn  4n? 4dn ~ 4n?
:%:
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1.4.3. Feladatok

2 _
1. Lim L\/ﬁl —9
n—00 3n2+8

2. lim (V2n?+5n—v2n2+3) =7

n—o0

3. lim (Vnd+3n2+1—Vnd+4) =7

n—o0

V24 4 n3 —2n2? + 8
4. lim . =
n—oo  y/mb 4+ 5n2 4+ 3
5. lim (\/n4+4n2—n—\/n4—n2—n+1) =7

?

n—oo
(X )}
1
@ (a, > 0) — (a——>0>
Tudjuk, hogy I N, (P) :
a, > P >0, ha n> N,(P). [

1 1 1
Tehéat 2 > — >0, ha n> N,(P). P =— valasztéassal kapjuk, hogy
an €

1
0<a—<s, ha n > N,(P).
Vagyis "
1
——O‘<5, han > N(g) = N,(P).

G

(a, > 0 feltehetd, hiszen csak véges sok negativ elem lehet. Ezek elhagyhatok.)

‘?
: 1
(@, »0) = <——>oo>
Qn,
Megoldas. Nem kovetkezik!
Példéaul
— . 1 n
a, =— eseten —=—— — —
n an, 2
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1.4. HATARERTEK ES MUVELETEK 21

Vagy példaul
(="

1
n =3 esetén 0 = (=1)"n? :=b, 1
bgm — 00, b2m+1 — —OQ. Tehat — 7L> Q.
Qn
De igaz:
1
((a, >0) A (a, — 0) = (— — oo)
an
1
((a, <0) A (ap, — 0) = (— — —oo)
an

1 1
Ezt roviden igy fogjuk jelolni az indoklasoknal: or — 400, 0= — —00

D |(an —»0) — (i—mo)

[

Tudjuk, hogy I N, (e):

la, — 0| = |a,| < e, ha n > N,(e).

1
Vagyis — >
||

=P, ha n> N,(e)= N(P). u

[

Tovabbi hasonl6 tételek bizonyithatok:

0 n
Pl — — 0 (Jelentése: a,, -+ 0, b, - 00  esetén Z— —0)
0 n

. korlatos 00
s6t — 0; — = 00; 00+00 — 00; 00:-00 — 00
o0 +0

(Felhasznalhatoak bizonyitéas nélkiil.)

Hatarozatlan alakok:

0

—: E; 0-00; o00—o0; 1% oo (°

0 00
Ilyen esetekben azonos atalakitéssal probalkozunk, ill. késébb kapunk egy segédeszkozt
(L’Hospital-szabaly).
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22 1. FEJEZET: VALOS SZAMSOROZATOK

1.5. Tovabbi tételek a hatarértékrdl (2)

A limesz monoton:

@D |(an = A, b, = B, a, < b,,¥n € N*) = (A < B, tehdt lim a, < lim b,)

n — 00 n — o0

@ Példa A = B esetére:

1 1
n=1—= <b,= 14—
\\,_ﬂ) \\f_/

1
1=A 1=08B

@ a, — A, b, —> B, a,<b, esetén is igaz az allitas.

@ an, =~ A, b, — B, a, <b,, han> N; (3 ilyen N;) feltétel is elég.

Megmutatjuk, hogy A > B nem lehet, igy a )
trichotom tulajdonsag miatt A < B. B A
d
d A-B ) D
Ha A > B lenne, akkor pl. ¢ := 3= "3 > (0-hoz a szdmsorozatok konvergenciaja

miatt I N,, Ny :

a, > by, han > max{N,, Ny}
Ez pedig a feltétel miatt nem lehetséges.

Vn > N,(e)-ra |a, — Al <e¢ }

Vn > Ny(e)-ra |b, — B| <e

Renddrelv:

@

a, - A ) an < ¢, < by — (e, A)
b, A % VneN “
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1.5. TOVABBI TETELEK A HATARERTEKROL (2) 23

@ A tétel allitasa most is igaz marad, ha a Vn € N feltétel helyett a gyengébb
V' n > N (3 ilyen Ny) feltételt hasznaljuk.

A feltételek miatt:
Han> N,(e): A—e<a, <A+¢ és A—e<b, <A+e¢e, han> Nye).

N(e) := max{N,(¢), Ny(e)}.

Ha n > N(e), akkor az el6z6ek miatt:
A—e<a, <c¢, <b, < A+e.
Tehat, ha n > N(e)
A—e <y < A+e = J|e,—Al<e.

Vagyis ¢, — A, ezzel az éllitast bebizonyitottuk. |

Specialis rendérelv:

)

(i) (an >by) A (b, > 0) = a, >

(i) (an < b)) A (by = —00) = @y — —00

(—B) u

00
i1 . G
Néhany nevezetes szamsorozat =
0, halal <1,
i g — 1, haa=1,
n—oo )| 00, haa>1,
oszcilldloan divergens eqyébként.
lim nfa® =0, hala| <1 ésk e Nt (—B)
n—oo
7}1_)11;(/5:1, ha p > 0.
lim /n=1. (=B)
n—oo
.on" . nl .2 ) n
lim — = o0; lim — = oo} lim — = oo; lim = 00.
n—oo M n—oo 2™ n—oo M, n—00 logn
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1.6. Néhany példa az el6z6 tételek alkalmazasara

3n°+n%—n 3 +0—n® n?
an: > == 20 = G > X

n3 4+ 3 n3 + 3n3 2
Masik megoldas:
1 1
WSt
p=— ————F—— >n°-2 > 00 = a, — OO
n3 3
1+ =
n3
—_——

Felhasznéltuk, hogy
¢n >3 = 3dNy: 2<c,(<4), ha n> N,

@ Persze belathato lenne, hogy b, - o0, ¢, —C >0 esetén b,c, — oo.
Mi azonban ezt nem bizonyitottuk be, ezért nem hasznélhatjuk fel a megoldésnéal.

‘?
1 .
_ 7
e cos(n"=5)| — 0,
Megoldas.
1 1
7 3-(—1)§an§ I 3-1 — a, — 0.
u,_/ &,_/ a renddrelv miatt
1 1
0 0

Masik megoldas: egy nullsorozat és egy korlatos sorozat szorzatarol van szo, igy egy
korabbi tétel miatt a szorzat is nullsorozat.

32n
= ?
an = An 4 3n+l =

32n 9n 1
Megoldas. ———— = — R —
4n 4 3ntl 4n 3
~ 1+3 |~
9\" 4
—| = 00 ~—_———
4 —1

Tehat +oo hatarértéket varunk, ezért a specialis rendérelvet hasznaljuk:

> ) ' ! —
=\ 7 1+3.1 = °
== qa, — 00.
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2n | (_aq\n—1
a, = % —7

1
22n + (_S)nfl 4™ — g . (_3)n
Megoldas. = =
CBONES T et T 95 png7 .
1 -3\"
1 — = _°
4n 3 ( 4 > 1-0
BRG N o Y oer !
~~ 25 (—) + 7
4\" 7
<?> ”
n? 4 gntl
On = Ind e 32n—1 —7
1 n
2
= 9
o2yt (9) 7 g 0+9
Megoldas. = = — = —— =27
20543t (N T o 0!
ns (= . bt
9 3 3
) . & 1
Felhasznaltuk, hogy  lim n*a” =0, ha |a| < 1. (Most a = 5 )
n—o0
Keresse meg az alabbi sorozatok hatarértékét!
R
a, = R
vVn2+1  Vn2+2 vn?+ 100

1 1 1
by, = n R
vn?2+1  n?+2 Vn?+n

Megoldas. a, - 0+0+ ...0 =0

100 darab
A (b,) sorozatnal mar nem alkalmazhato az el6bbi modszer, mivel az egyes tagok
ugyan nulldhoz tartanak, de a tagok szama végtelenhez tart (oo-0 alaka). A rendérelv
segitségével tudjuk megoldani a feladatot.

n 1 1 b < n 1
J— — = N ——— n n —— = J— —
/ 1 vn? 241 n / 1
14 L nc+n ne + 1+_2
n n
~—_——— ~—_———

©  Fritzné, I’fénya, Pataki, Tasnadi i tankonyvtar.ttk.bme.hu
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= b, — 1.

Bizonyitsuk be, hogy lim a_' =0 (aeR)!

n—oo Nn!

Megoldas. Ha a =0: trividlisan igaz.

0
Ha 0 < a < 1: — alakd, ezért 0-hoz tart a sorozat.
00
1
Ha a = — =0
n!
Ha a>1 n > [a] esetén
n la] k t
a a a a a a a a a a a%a onstans
0 <« —=——-.. —. e == eee—117---1-=—— - = —
! ' 12 Ja][aJ+1 n 12 |[q] n a]! n ib
0 0
— L 50
n!
Ha a <0 :

jal”

korlatos \_f(')/

a, = X/n —7

Megoldas. %/n =

¥/3n R I |
3{L/§ 1 -
Ugyanis az {/n ésaz {/p (p=3) részsorozatairol van szo.

Masik megoldas: a, = ¥/n=/n — Vi=1

] -

Megoldas.
1 3 o/ 2n® .12n® + 5n .1 2n® + 5nd §/7 3
- (4 == <7 < p T D (g
4 (\/ﬁ) 8n2 — 8n2—2 — |\ 8n2 — 2n? 6 <\/ﬁ)
S —_——
4 4
1-13=1 1-13=1
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1.7. MONOTON SOROZATOK 27

= a, — 1.

an = {f —7
2" + 4n
.1 5 [ 5" 3" +5" /545" nm D
- T _n < n < — 2 e
\/; 4 4n 4 4n 2m 4 4n 4n V2 4
———

>~ | Ol
»blcne{

1.7. Monoton sorozatok

Elégséges tétel (a,) konvergenciajara:

(D) (i) Ha (a,) monoton névekedd és feliilrdl korldtos, akkor konvergens.

(i) Ha (a,) monoton csékkend és alulrol korldtos, akkor konvergens.

A két esetet Gsszevonva a tétel igy is kimondhato :
Ha (a,) monoton és korlatos, akkor konvergens.

Monoton noévekedd esetre:

Felvesziink egy I,, = [c,, d,] egymasba skatulyazott zart intervallumsorozatot, ahol
¢,: mindig a szamsorozat egy eleme és
d,: mindig fels6 korlat.
Igy az (a,) sorozat elemei véges sok elem kivételével a [c,, d,]-ben vannak. A Cantor-
axioma szerint az [, intervallumok metszete nem iires. Valasztunk a metszetbdl egy
elemet, errél belatjuk, hogy a szamsorozat hatarértéke. Mivel a hatarérték egyértelmd,

azt is belattuk, hogy ebben a specialis intervallumsorozatban egyetlen k6zos elem van,
mert az intervallumok hossza 0-hoz tart.

Részletesen:
a; < a, <K 3JK (akorlatossag miatt) F
| | |
Iy = do| := K x w x
0 = [co, do] a1, K] co = ay K =d,
F1 — Co + do
2

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi tankonyvtar.ttk.bme.hu
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Ha F; felss korlat, akkor ¢; = ¢, dy = Fy, I = [e1,dy] := [co, Fi]

Ha F) nem fels6 korlat: Ja,, > Fy és ekkor ¢ = a,,,dy = do, I1 = [c1,dy] := [an,, do]
F2 — c1 + d1
2

Ha F, fels6 korlat: Iy = [co, ds] := [c1, F3]
Ha F, nem fels korlat: Ja,, > Fy és ekkor Iy := [a,,, dq].

Stb.
ﬂ I, # 0 (Cantor-axioma), tehat 3 [ € ﬂ L. ) C’{ﬂ | d]m .
Belatjuk hogy hm a, = 1. " l _\ e [ 2 : H/_g
K — aq .
I, hossza: d, —c¢, < o e, ha n> N(eg). Az el6z6ek miatt

O0<l—c, <dp—cp<e é 0<d,—101<d,—c,<e, vagyis
l—e<c¢,<dp,<l+e, ha n>Ne).

Mivel ¢, = ay,, és (a,)
Cm = Qpn,, < an, ha n>n, ¢é a,<d, (felst korlat) Vn —
l—e <c¢p=ay, <a, <d, <l+e, ha n>n, =N(e)

Tehat valéban lim a,, = (. [ |

n—o0
(1 X ]

1.7.1. Példak rekurziv sorozatokra

A rekurziv megadasu szamsorozatok konvergencidja sok esetben vizsgalhato az el6zé
elégséges tétel alkalmazasaval. Erre mutatunk most néhany példat.

alzg; an+1:3za’%; n=12...

Konvergens-e a sorozat? Ha igen, mi a hatarértéke?

4 2
3+ <§>
——— =1,194 > a3 = 1,1067

Sejtés: (an) \¢, tehdt a, > a,4; > 0.
Bizonyités: teljes indukciéval.

Megoldas. a; = 1,33 > ay =
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1.7. MONOTON SOROZATOK 29

1. a1 > as > ag > 0 teljesiil
2. Tth. Ap—1 > ay, >0
3. Igaz-e:

3+a? ? 3+a?
— TG > = —

2. miatt  a,_1 >a,>2>0

= a2, >ad) = 3+d_,>3+d
34aZ_, - 3+a?
A n n+1 4

Tehat a szamsorozat monoton csokkend és alulrol korlatos (hiszen a,, > 0)

—> (a,) konvergens, és fennall:

3 2
A= lim a, = lim +
n—0o0 n—0o0 4
A2
A—3+4 A —4A4+3=0 = A=1 vagy A=3.

A = 3 nem lehet, mivel a, < a; = ezért a, nem esik a 3 szdm pl. 1 sugari

, 3’
kornyezetébe. Igy A= lim a, = 1.
n—oo

a = 1; nt1 = V6 + ay; n=12...

Konvergens-e a sorozat? Ha igen, mi a hatarértéke?

Megoldas. (a,) = (1, 2,646, 2,94, ...)
V6 + a, > 0 miatt a sorozat elemei pozitivak ((ii)-ben precizen megmutatjuk).

(i) Ha a sorozat konvergens lenne, akkor létezne

A=lima,=lim 6 +a, 1 =vV6+A, vagyis A>—-A—-6=0.
n—oo

n—oo

Ebbsl A =3 vagy A = —2 lehetne. a, =+/6+a,_1 >0 miatt A =—2 nem
lehet. Igy csak az A = 3 johet szoba.

(i) Sejtés: (an)
Bizonyités: teljes indukcioval. (Egyidejtileg belatjuk, hogy a, > 0.)

O0<ag <ag <ag igaz.
Tegyiik fel, hogy 0<a,1 <a,.

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi tankonyvtar.ttk.bme.hu



30 1. FEJEZET: VALOS SZAMSOROZATOK

Igaz-e, hogy

? ?
0<\/6+an_1:an<an+1:v6+an

Az indukcios feltevés miatt 0 < a,,_1 < a,
— 0<0+4+6<6+a,1<6+a, (a,>0 miatt)
= 0<6+a,_1 <vb6+a,

Vagyis 0 < a, < Gpy1-
Tehat a sorozat monoton névekeds és elemei értelmezettek és pozitivak.
(iii) Létezik-e K felss korlat? K-nak most célszert A-t valasztani. Teljes indukcioval
belatjuk, hogy a, <3 VneN:
ay < 3 teljesiil. Tegytik fel, hogy a, < 3. Ekkor

U1 = V6 +a, < V6+3=3.
Tehat (a,) feliilrsl korlatos (felsé korlatja 3).

(iv) Vagyis (a,) / A (a,) felilrél korlatos — 3 lim a, = A.
n—oo
Lattuk, hogy A = 3 lehet csak.

@ A monotonitds mésképpen is belathato:

?
0<a, < apy1 =vV6+a,

?
al < 6+ay,

n
) ?
a, —a, —6 <0

Ez igaz, ha —2 < a, < 3, de ezt még be kell bizonyitani. —2 < a,, trividlisan igaz
(an, > 0 miatt), a, <3 pedig teljes indukcidval bizonyitando.

a; = —3; an+1:¥; n=12...

Konvergens-e a sorozat?

Megoldas. Monoton csokkeng-e?

5—6a2 7 ?
13% < a,, amibél  6a? + 13a, — 5 > 0.

Apy1 =
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5 1
622+ 13z — 5 =0 =2 =
<l‘+ X s T1,2 2,3)

Tehat monoton csokkend, ha a, < —5 vagy a, > 3

5)
Most teljes indukciéval beléthato, hogy a, < —3 ( < —3 ) (HF.)

Tehat a sorozat monoton csokkens a —3 kezdgértékkel.

Ha a sorozat alulrél korlatos lenne, akkor konvergens lenne, és a hatéarértéke:

5— 6A2
13
Mivel most a, < -3 Vn-re — (a,) nem konvergens, vagyis alulrol nem korlatos

A:

5 1
A= —5 vagy A= 3 lehetne.

— VM-hez dng, hogy a,, < M.
Mivel (a,) N\, ezért a, < a,, <M, ha n>mngy, tehat lim a, = —oc0.

n—oo

1.8. Egy kitiintetett szaAmsorozat

1 n
D e, = <1 + —) korldtos és /0 = (en) konvergens.
n

1. Korlatossag (a binomialis tétel felhasznalasaval):

en = (1+%)n:i(z> (%)k:1+1+i”(”_1>”'g_(k—1)) %:

k=0

"1 1 2 kE—1
k=2 N M L

0<--<1 0<--<1 0<-<1

< 1+1+i% = i%:zsn
k=2 k=0
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De (s,,) feliilrél korlatos, mert

1 1 1

=141 I S
° T R U I T s S
I I (I —
2 922 93 on—=1 )

\" =
Tehéten:(1+—) < 8y, = — < 3.
n
k=

2. (e,) monoton né:

1\ 4 1
n = 1 e _— =
(+n+1> Z( k )<n+1)k

"1 1 E—1 n+1 1
=9 il 1— R - -
+Z_:k! ( n+1) ( n+1) +<n—l—1>(n+1)”+1 ~

]{?_2 - N -— J
>1-21 >1-k=d
"1 1 kE—1
>2+ZE<(1_E>”'<1_ - >>—|—O:en
k=2
Tehat e, 11 > e, . [ |
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Mivel (e,) /' és korlatos =  konvergens.
A sorozat hatarértékét e-vel jeloljik.
: 1\"
e:=lim (14 —
n—00 n
A fentiek miatt: 2 < e < 3.
Belathaté (mi nem bizonyitjuk), hogy e nem racionalis szam, tovabba:
lim s, = limii—il =e
k=0 k=0
és
. T\"
hm(1+—> = e", reR
n—oo n
1.8.1. Néhany e-vel kapcsolatos példa

n34+n+6
W(”m)
an:<1+ni6)n :(1+ni6

n+3
1
I+ -
4 1
Felhasznaltuk, hogy nte
n+3 4 3
+ —
n

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi

1 6n—"7 1 6n+1 1
" — 1 — 1
¢ ( +6n+1> < +6n+1> < 1 )8

— e, ugyanis (e,) egy részsorozatarol van szo.

tankonyvtar.ttk.bme.hu

12
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Masik megoldas:

3 e’
(1+E)
1 ny 2
2n 1+_> 2
0 — n+1 _ ( n . e_l _ 10
" n+6 1+6 " eb
n
) 2n
14+ =
RN
@ In = = a2 T 9= ¢©
2n+9 ) 9\ " ed
o

2 4n?
()

Megoldas. Két atalakitassal is megoldjuk.

1. megoldés:

5

2n?
14 2
( +2n2) <e5>2 A
— — = e
3 n
142
(1+20)

2. megoldas:

52 4n?
_ <1+ 4n2) e 4

3.9 4n? eb
1 R

tankonyvtar.ttk.bme.hu (© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi
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1.8. EGY KITUNTETETT SZAMSOROZAT 35

@ Keresse meg az alabbi sorozatok hatarértékét!
3n? +1\*" 3n? +1\""
Ap = ) b, = )
3n? —2 3n? — 2
3n2 +1\°" p 3n2+ 1\
Cp = , = :
3n? —2 3n? —2
Megoldas.
< 1 3n?
1+
%)
an = i & S —d=a

9 3n2 e—2
1 R
< * 3n2>

by = (a,)? = b, —> A3=¢°
Cn = (a,)"> 8" , ha n>N; (a, — e miatt IN,;) = ¢, =

!

0.9

d, = ¥/a, =— 3dNy: n> Ny esetén
veds—0,1 <d, < {/e3+0,1
—_——
+ +
1 1

= d, — 1.

1.8.2. Feladatok

1. Keresse meg az alabbi sorozatok hatarértékét, amennyiben azok léteznek!

1\ 100
a) a, = (1 + —)

4n
n—9 n+7
b) a, = —1)n
) a (Hg) (-1)

n+3 2n+8
¢) an = (n—2)

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi tankonyvtar.ttk.bme.hu
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3n —1\" b 3n —1\" B dn — 1\"
ant2) 0 " \ant2) 0 T \3n2
_9

4 2

) n3 n’+8 b nd —2\" nd —2\"
e) a, = D n — ) Cn =
n3+1 n3+1 nd+1
9 n! 9 (n—1)! 9 (n+1)!
n! n! n!

3. Gyakorl6 példak rekurziv sorozatokhoz:

a) ay =2; apy =1+ /a,

1
b) a; = 37 Gni1 = = a’
(Utmutatas:  ane1 = an(1 —ay), elészor 0 < a, < 1-et mutassa meg.)
) 1 an,
c) ap = =; Qpi1 =
Ty 34 a,
a, +3—3 3
Segitség: a1 =——=1—
(Seeitsce i 3+ a, 3+ an)
1 1 a?
d) ay==; a,=-= nol
)= 2 2
a2 +6

2
e) ar =4; api1 =
)

1.9. Tovabbi tételek a hatarértékral (3)

@ Minden sorozatnak van monoton részsorozata.

,csucs’: ap, csucs, ha Vn > ng-ra
an S ano
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1.9. TOVABBI TETELEK A HATARERTEKROL (3) 37

1. 3 végtelen sok csics = van monoton csokkend részsorozat, hiszen ezek a
csticsok monoton csokkend részsorozatot alkotnak.

2. Véges sok cstcs van (esetleg nincs is).
as, : a legnagyobb indexi cstics utan kovetkezs elem. (Ha nem volt: ag, = ay.)
as, nem csucselem.
dsy > 511 ag, > as, , kilonben ag, csics lenne. a,, sem cstcselem.
ds3 > 590 as, > as,, kiilonben a,, csucs lenne.
Stb. Igy kapunk egy (a, ) / részsorozatot. [ |

Bolzano—Weierstrass kivalasztasi tétel:

@ Korldtos sorozatnak van konvergens részsorozata.

Az el6z6 tétel miatt 3 monoton részsorozat, és mivel ez korlatos == konver-
gens. [ |

@ A racionélis szamok Q halmazédban nem igaz a Bolzano—Weierstrass kivalasztési
tétel. Legyen (b,) = (1, 1,4, 1,41, 1,414,...) —2¢ Q, b, € Q.

(bn) C [1,2], azaz korlatos. (b,) minden részsorozata /2-hoz konvergal, tehat nincs
(b, )-nek olyan részsorozata, amely egy Q-beli elemhez konvergalna.

(X 1 ]
Sziikséges és elégséges tétel szamsorozat konvergenciijahoz

Cauchy-féle konvergenciakritérium:

(D) Az (a,) szdmsorozat akkor és csak akkor konvergens, ha Ve > 0-hoz 3M(e) € N:

| — an| <€ Vn,m > M(e) esetén

(—B)

@ Mas megfogalmazasban:

|anik —an| <e  Vn>DM(), Vk €N esetén
@ A tétel azt a tényt fejezi ki, hogy konvergens sorozat elemei egyméshoz is tetszéle-
gesen kozel vannak, ha indexeik elég nagyok. Ezt a tételt hasznalhatjuk a konvergencia

bizonyitasara akkor is, ha a hatarértéket nem ismerjiik.
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D) Az (a,) szamsorozatot Cauchy-sorozatnak nevezziik, ha Ve > 0-hoz I M (e):

|am —an| <€, han,m> M(e)

A Cauchy-féle konvergencia tételt megfogalmazhatjuk a kévetkez6képpen is:

Az (a,) szamsorozat akkor és csak akkor konvergens, ha Cauchy-sorozat.

@ Q@Q-ban a Cauchy-sorozat nem feltétleniil konvergens.
Peldaul  (a,) = (1, 1,4, 1,41, 1,414,...) — /2 ¢ Q.

Az (a,) Cauchy-sorozat, mert |a, —a,| <107 =¢, ha n > N, k € N tetsz6leges.
Nincs olyan Q-beli elem, amelyhez (a,) konvergalna.

Egy fontos példa

Z%—ur +;+ 41
k=

n
Bizonyitsuk be, hogy lim s, = o0
n—o0
Megoldas.
=1+ ! + = +---+ !
WEETO Ty N
—1+1+ +1—|—1+1+ +1
N N "N+1 N+2 2N
N-et akdrmilyen nagyra valasztjuk:
1 1 1 1
— e — Ce — >N . — ==
sev —snl=JEg Tt oy 2N 2’

tehat nem szorithato e ala, ha ¢ <
kritérium =  divergens.
Mivel (s,) /* = s, = .

%. Nem teljesiil r4 a Cauchy-féle konvergencia
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1.10. Sorozat torl6dasi pontjai

@ (Torlédasi pont (stirtis6dési pont, siirtisédési érték):) ¢t € R, ill. ¢t = oo,
vagy t = —o0 az (a,) torlodasi pontja, ha minden kiérnyezete a sorozat végtelen sok
elemét tartalmazza

(Tehat létezik olyan (a,, ) részsorozat, amely t-hez tart.)

( +o00 kornyezetei (P, c0) alakiak, ahol P € R. —oo kérnyezetei (—oo, M) alakuak,
ahol M € R.)

@ (an) valés szdmsorozat akkor és csak akkor konvergens, ha pontosan egy valds szam
a torloddst pontja.

lim a,, = 400 akkor és csak akkor, ha t = oo az egyetlen torloddsi pont.
n—o0

D) S :=(a,) torlodasi pontjainak halmaza.

@ Ha a torloddsi pontok halmaza feliilrol korldtos, akkor létezik legnagyobb torloddsi
pont. (—B)

D) (Limesz szuperior:)

legnagyobb torlodasi pont, ha a torlédasi pontok halmaza
feliilr6l korlatos
—o00, ha S =0vagy S={—o0}

g jel =—
limsup a,, = lima,, :=

oo, kiilonben

D) (Limesz inferior:)

legkisebb torlodasi pont, ha a torlédasi pontok halmaza
alulrol korlatos

0o, ha S =10 vagy S = {0}

—o00, kiilénben

. jel .
liminf a, e lim a,, :=

@ Ha3 lim a, = lima, = lima, = lim a,

n — 0o n— o0

4= 2077 Fron =7, Dme,—

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi tankonyvtar.ttk.bme.hu
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Megoldas. Ha n paros: a, = 2" — o0 (Részletezve: n =2m:  ag, = 2*™ =
4m — 00)

. _ 1 —(2m+1) 1
Hanparatlan:an:2”:2—n—>0 (n=2m-+1:ag, =2"" :m—ﬂ))
gy a sorozat torlodasi pontjai: 0, oo = lima, = oo, lima, = 0

n? 4+ n? sin (n%)

2n2 +3n+7

Ay —

Adja meg a szamsorozat torlodasi pontjait!  lima, =7, lima, =?

Megoldas. n értékétdl fiiggen harom részsorozat viselkedését kell vizsgalnunk.

Ha n=2m : sin <ng> =0, ezért a kapott részsorozat:
n? o 1
p = ———— —
2n2 +3n+7 2

Ha n=4m+1: sin (n%) =1, ekkor a részsorozat:

20” — 1
ap = —5————
2n2 +3n+7
) T
Han=4m—1: sin (ng) = —1, igy a részsorozat:
a, =0 — 0

1
Tehat a torlodasi pontok halmaza: S = {O, 5 1}
0

lima, =1, lima,, =

_ 32n+1 L (_4)71

an, R , b, = a, - cosnm
lima, =7, lima, =7 limb, =7, limb, =7
3+( 4)”
3-9" —4)" gn 3+0 1
Megoldas. a, = 5++9(9n) o 1 o o 019 ~3
\_fl" 5(5) +9
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Ezért
1

lim a, = lima, = lima, = =
n— oo 3

Az (a,) sorozat konvergens, mert egyetlen véges torlodasi pontja van.

(b, ) vizsgalata : cosnm = (—1)".
1
Ezért, ha n paros: b, = a, — 3
1
Ha n paratlan: b, = —a, — — 3
— 1 . | '
= lima, = -, lima, = — -, lim a, 7
3 3 n— oo

Hatérozza meg az alabbi sorozatok limeszét (ha létezik), valamint limesz
szuperiorjat és a limesz inferiorjét!
—4n 3n+1 —4) 3n+1
a) a, = = I b) b, = (=4 + 3
1+ 47 1+ 4»
—4)" 3n+1
e, = T
1 + 427
3 n
14+3.-(2
X —4" 4+ 33" 4" i (4) —1+0
Megoldas. a) a, = ————— = — m — = -1
1+ 4n An 1 0+1
~—~ ) +1
=1 4
— lim a, = lima, = lima, = —1
n— oo

b n 0 = D" Bn
) 14 4» 4n 1 (=18
N—— _ + 1
=(-1n 4
140 o
y o =1
= 0
Ha n péaros: b,=06, — 1
Ha n paratlan: b, =—0, — —1

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi tankonyvtar.ttk.bme.hu



42 1. FEJEZET: VALOS SZAMSOROZATOK

— limb, =1, limb, = —1, lim b, 3

n— oo

C) Cp = - n
1 16™ 167 1 1
e g
= (=1 16
— lim ¢, = lime, = lime, = 0

n— 00

tankonyvtar.ttk.bme.hu (© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi



2. fejezet

Val6s szamsorok

2.1. Numerikus sorok konvergenciaja

Thom1
=
A
~ =P
A > ap végtelen Gsszeghez hozzarendeliink egy (s, ) szamsorozatot a kévetkezs mo-
k=1
don:

Zak: aq —|—a2—|—a3—|—--~—|—an—|—---
k=1

3

ap :  n-edik részletosszeg
k=1

Sp

E szamsorozat hatarértékének segitségével definialjuk a sor 0sszegét az alabbiaknak meg-
felelGen.

(e.9]

D A E ar numerikus sor konvergens és Osszege s , ha létezik a
k=1

iz o0 = iz, (Z> —scR

k=1

(véges) hatarérték.

1asd Thomas 11-es bemutaté 2. fejezet (21-31. oldal).
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2. FEJEZET: VALOS SZAMSOROK

A részletosszegek (s,) sorozatanak viselkedése szerint az alabbi esetek lehetségesek

(o)
E ap = lim E a, = lim s, =
1 n—oo n—oo

]il:?

[e.e]

Megoldas.
k=1

SSl=1+1+41+1+- -

— lim s, = 0

n—oo

’é (_1)k+1 =7

o0

Megoldas. > (—1)1 =1-—

k=1
Sok+1 = 1—1 }

S, =0—0

z%=

Megoldas.

OO

seR,

+00,

esetén

az Osszeg konvergens

az Osszeg divergens.

3,

(Divergens a sor.)

1+1—1+4--

k=1

tehat a sor konvergens.

i (k:+1) =

tankonyvtar.ttk.bme.hu

+(=1)F +---

divergens, mert

(sn) -nek 2 torlodasi pontja van, a sor divergens.
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2.1. NUMERIKUS SOROK KONVERGENCIAJA 45

Megoldas.
- 1 - 1 - -1 1
Zk(k+1) nliilozk(kﬂ) nLIE‘oZ(k+1+k)
k=1 k=1 k=1
=1 S PR (e R (L R (I
i \\ 2 3 2 4 '3 n+l n)) "~
= lim (1 — L > =1, konvergens a sor.

i% (harmonikus sor) divergens

Megoldas.

T I I O
Sk = 2 371 56 78

1 1 1
+ ”.+2k71 + m+"'+2—k >

1 1 1 1 1
>14+-42- 44 -4 42— =14k - =
2ltg+2 4ot or = 1+k-5 = o0

im sor =00 — Eool—oo
k—oo 2k = k:lk_

Ugyanis s,, > Sor, ha n > 2F miatt lim s, = oo.
n—oo

@ Ha a sorban véges sok tagot elhagyunk vagy megvaltoztatunk, akkor a konvergen-

cia ténye nem valtozik, konvergens sorbol konvergens sort, divergens sorbol divergens
sort kapunk. A sortsszeg értéke természetesen megvaltozik.

2.1.1. Geometriai (mértani) sor

(D) Geometriai sor

1
— ha lg| < 1
e a |q|

l+g+q+ =) ¢ '=S &, hag>1
k=1

divergens, ha g < —1

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi tankonyvtar.ttk.bme.hu



46 2. FEJEZET: VALOS SZAMSOROK

Sn:Z qk_1:1—|—q+q2+...+qn—1
k=1

Ha ¢g=1:
Sp,=mn, ezért lim s, =o00.
n—oo
Ha ¢ # 1:
q" —1
Sp = .
qg—1
Mivel ¢" — 0, ha |¢| <1, ezért
-1 1
lim s, = ——=-——ha |¢| <1
n—00 qg—1 1—¢q

Mivel ¢" - o0, ha ¢g>1 = s, — o0, ha ¢>1.

Ha ¢g=—1:
q" -nek két torlodasi pontja van, mégpedig t; =1, to = —1.
=—> s,-nek is 2 torlodasi pontja van: 0 és 1, tehat divergens.

Ha g < —1:

q" -nek két torlodési pontja van, mégpedig t; = —o00, o = 0.
=—>  s,-nek is 2 torlodasi pontja van: —oo és 0o, tehéat divergens.

A részletdsszegek a tételben szerepld részletosszegek ¢ -szeresei, igy a hatarérték (a sor
osszege) is ¢ -nel szorzodik.

q3

qk:q3+q4—|—q5+...:1 5
- q

ha |¢] <1.

M8

e
Il

3

(e.9] [e.9]

a+aq+ag*+-- = Zaqk = Zaqk_1 = IL—q’ha lg] <1

k=0 k=1

Most a részletosszegek a tételben szerepld részletosszegek a-szorosai, igy a hatarérték
is a-szoros lesz.

elsé ta
A képletet ugy érdemes megjegyezni, hogy s = —g .
1 — kvociens

> G

3

tankonyvtar.ttk.bme.hu (© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi
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Megoldas. Z o2k
k=3 k=3
3 4 5 (8
= — § + § — § :l: e — #)8
9 9 9 1— (=5
8
= <1
(4=5. la<1)
oo 2k_|_3k+1
Z qk+2
k=1
Megoldas.
"L/ok g "1 /1\" 3 /3\"
Sy = — — .| = + — . [ =
() =2 (50 (2) + 5 (3)
k=1 k=1
1 (< /1" "L /3\" 1 /1 (3)"—1 3 () -1
S E( (5) +3Z(1>> E(é o §_1>
k=1 k=1 2 4

= i n = :
m s 16

n— oo

Milyen z-re konvergens a Z (logy )¥ sor?
k=0

—1 <logy,z <1,

27l< x <2, azazz € (271,2).

Megoldas. ¢ =log,z, |log,z| <1 «<—

2.1.2. Konvergens sorok oOsszege és konstansszorosa

Zbk:Sb; Sa7Sb7CER
k=1

és

8
=
I
2

(c-ap)=c-S,.

NgE

Il
—

@Ha
k

1

Z(ak—i—bk):Sa-i—Sb €s
k

k=

—_

tankonyvtar.ttk.bme.hu
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48 2. FEJEZET: VALOS SZAMSOROK

Sy = lim 2 = lim Y (ax + bg) = lim (Z ag + > bk) =
n— 00 n—=00 \k=1 k=1

lim (i ak) + lim (i bk> =S,+ 85
k=1

n— oo

MaAsrészt
n

Sea = lim s = lim > (car)=c lim > ar=c¢S, [ |

Ezen tételek segitségével egyszertibben oldhatok meg az el6z6 tipusu feladatok.

ce k2
Z 22/&4-;Ir o

k=2
Megoldas.
3\ 2
0 k+2 (_3)2 o0 3 k B 9 (_ Z)
Z 22k+1 — o1 Z 4 D) 3
k=2 k=2

3
(q == lg) <1 teljesiil.)

i gk+2 +5(k_2>k+2 .,

Megoldas. A sor két konvergens geometriai sor Gsszege:

3
2093k 4 (=2)2- (—2)F = /3\" > 2\" 5
> = =9 g+4z—g =9 2o +
k=1 k=1 k=1 1—-—
5
_2
4 5
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2.1. NUMERIKUS SOROK KONVERGENCIAJA 49

3 2
= —, <1, = —=, <1
(n 5 1] q2 5 2 )

A konvergencia sziikséges és elégséges feltétele (Cauchy-kritérium):

(T) Cauchy-tétel

Z a akkor és csak akkor konvergens, ha ¥ € > 0-hoz 3 M (e):
k=1

|Gng1 + Qoo+ +anyk] <&, han> M) és ke Nt

Trivialisan igaz, hiszen a szamsorozatok konvergencidjara tanult sziikséges és elég-
séges tétel alkalmazhato. (s,) akkor és csak akkor konvergens, ha Ve > 0 -hoz I M (e),
hogy n,m > M(e) esetén |s,, — s,| < €.

Legyen m >n és m=n+ k! Mivel

Sp = a1+ ag+ - +ap,

Sm = Spik = Q1+ A2+ o+ Ayt Apgr + Apgo o Apg

Ezért
|Sm - Sn| - |an+1 +an+2 + - +an+k‘ <eg,
ha n > M(e) és k € NT tetszoleges. |
Konvergens-e a i (—1)"*Ht 1 1-— 1 + 1.1 + -+ (alternal6 harmonikus
2 n 2731
sor)?
Megoldas. Igen, ugyanis
| | = |@ns1 + Gniz + 0 + Qi ! Ly L
Sn _Sn:an an e an — — [ -~ 7 | =
+’“ T T+l n+2  n+3 n+k

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi tankonyvtar.ttk.bme.hu



50 2. FEJEZET: VALOS SZAMSOROK

( 1 1 n 1 1 - 1 1 B
n+1 n-+2 n+3 n-+4 n+k—1 n+k/)

J/ N
-

J/
-~

>0 =0 >0
1 1 1 1
— — _ . — , ha k pé
n+1 (n+2 n+3> (n+k> o 1 batos
NS ~~ > H_/
>0 >0

1 1 n 1 1 n n 1 1 n 1 B
n+1 n+2 n+3 n+4 n+k—2 n+k-1 n+k

J/
-~

J/
-~

>0 >0 >0
1 1 1 1 1
= - - — = — : ha k paratl
n+1 (n—l—Z n+3) (n+k—1 n—i—k) @ & batatian
\ >0 =0
Vagyis
| | < ! < h >1 1 = N()>1 1
Sptk — Sp| < ——= <¢e, ha n>-— g)> |- —
o n+1 € €

Késébbiekben konnyen ellenérizhetjiik, hogy ez egy tgynevezett Leibniz-sor.

2.1.3. A konvergencia sziikséges feltétele

k—o00
k=1

@ (i ak konvergens) — (lim ayp = O)

A Cauchy-kritériumbol (k = 1 valasztassal):
|Snt1 — Sn| = lani1] <&, han>N(E) = a,—0
Vagy (egy maésik bizonyitas)

S, =Spn_1+a, =— a,=58,—Sn-1—>S—5=0 [ ]

@ A feltétel nem elégséges. Példaul a Z
k=1

gens.

sor a feltételt teljesiti, mégis diver-

| =

tankonyvtar.ttk.bme.hu (© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi



2.2. VALTAKOZO ELOJELU (ALTERNALO) SOROK 51

2.2. Valtakozo elGjelii (alternalo) sorok

Thom
=
: e
01—CQ+03—--~+(—1)”+1cn+---:Z(—l)”HCn , cn >0
n=1

Leibniz-kritérium:

(D) Ha az alterndlé sor tagjainak abszolit értékeibdl képzett sorozat (fent (cy) ) mono-
ton fogyoan tart 0-hoz (jelben ¢, \,0), akkor a sor konvergens.

Az ilyen alternél6 sor neve: Leibniz-sor.
Belatjuk, hogy sar 2 és feliilrs] korlatos:

Sok+a = Sok + (Cokt1 — Copya) = Sop = So

>0
MaAsrészt
0 < sop42 =c—(ca—c3) —(ca—c5) — - — (Cary2) <1
—— ~—— ——
az el6z6bdl lathato >0 >0 >0

Tehat sop monoton noéves és feliilrdl korlatos == s, konvergens, legyen s =
lim s9.
k—o0

Megmutatjuk, hogy sor11 — s szintén, és igy a sor konvergens.

Sok+1 = Sok + Coky1 —+ S+ 0 =35 [ |

@ Az is megmutathato, hogy az sopi1 részsorozat monoton csokkenden tart s-hez.

0 < sopt1 = (c1 —ca) + (3 —ca)+ -+ + (Cok—1 — Cok) + Cokt1 =

= (cg—ca)+(ecs—cy)+ -+ + Cok—1 — (Cor — CZk—f—lZ < Sok—1

(.

g

4

Y

S2k—1 0

2lasd Thomas 11-es bemutaté 6. fejezet (49-60. oldal).
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52 2. FEJEZET: VALOS SZAMSOROK

Hibabecslés Leibniz-tipusti soroknal

Tehat a Leibniz-tipust soroknédl a paros indext részletosszegek s-nél kisebbek vagy
egyenldk:

Sor < 8.
A paratlan indextd elemek monoton csokkenve tartanak s-hez, ezért
§ < Sok+1-

Mivel

S — Sop < Sop41 — So2k = Cokg1 €S Sopy1 — S < Sopg1 — Sok42 = Cokt2,
ezért

|H| = |s—su| < cpr1, VneN.

o0

1
)"t = —1)"* ¢, | sor?
™ e = Y

o

@ Konvergens-e a

n=1

i
I

1

— 0.
v2n +1 \

Megoldas. A sor Leibniz-tipusi és igy konvergens, mivel ¢, =

@ Konvergens-e a f: (—1)"+! ﬁ = f: a, = f: (=1)"*' ¢, sor?
n

n=1 n=1

S
Il
i

Megoldas.
L ! < <1l—=1
= - Cn
V3/m 2n+n T
——
+
1

— lim ¢,=1 = lim a, # 0, tehat nem teljesiil a konvergencia sziikséges
n— 0o n—> 00

feltétele, igy a sor divergens.

oo 1 oo
@ Konvergens-e a (1) :2—;2 = Z (=)™ ¢, sor?
n=1 n=1
1 1
Megoldas. Cp = n—gQ —- 0
1+ =
n
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2.3. SOROK ABSZOLUT ES FELTETELES KONVERGENCIAJA 53

A monoton csokkenés most nem trividlisan igaz, hiszen n novelésével a szamlalo
és a nevezd is né. Varhato, hogy a (c,) sorozat monoton csokkend, mert a nevezd
,gyorsabban nd”. De ezt ilyenkor be kell bizonyitanunk! Tehat igaz-e, hogy

?
Cnt1 S Cn
(n+D+1 2 ntl
n+1)24+2 = n?242
?
(n+2) (n*+2) < (n+1)(n*+2n+3)
?
0 < n?2+3n-1 Ez pedig igaz, minden n -re.

Es innen visszafelé igaz, hogy c¢,11 < ¢, .

Tehat a sor Leibniz-tipusi és igy konvergens.

Ha a sor Osszegét sigg-zal kozelitjiik, akkor az elkovetett hiba:
101 + 1

H = —_ < = -
|H| s — s100] < cio1 1012 + 2

2.2.1. Feladatok a valtakoz6 elGjelti sorokhoz

18

Vizsgélja meg konvergencia szempontjabol az alabbi sorokat!
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54 2. FEJEZET: VALOS SZAMSOROK

2.3. Sorok abszolit és feltételes konvergenciaja

Thom
= 3

[e.9] o0
@ E ay sor abszolit konvergens, ha E lax| konvergens.

00 k
1
Pl —— bszolut k :
Z ( 2) abszolut konvergens
k=1
(Konvergens geometriai sorokrol van szo, ahol a kvociens —— | illetve 5 )
= (1
Z e nem abszolut konvergens, de konvergens.
k=1
@ Feltételesen konvergens sor:
a konvergens, de nem abszolut konvergens sor
o (_1)k’+1
Il 1. —_— :
yen pl. a Z p sor
k=1
) ) (_1)k+1 >~ 1 ]
Ugyanis belattuk, hogy ez a sor konvergens, de a > |——| = > 7 sor divergens.
k=1 k=1

@y (Z || konvergens) — (Z ay konvergens)

Tehat az abszolut konvergenciabol kovetkezik a konvergencia.

o0
Ha > |ax| konvergens, akkor teljesiil ra a Cauchy-kritérium, tovabba
|an+1 +- an+k| S |an+1| +- ’&nJrk‘

miatt

Qg1+ 0+ Q] Sl’an+1’+"'+|an+k" <e, ha n> M(e), kENt

-~

oo
Cauchy-kritérium Y |ag|-ra

o0
Igy Zak -ra is teljesiil a sziikséges és elégséges tétel (Cauchy-kritérium), tehat
konvergens. |

3lasd Thomas 11-es bemutato 6. fejezet (49-60. oldal).
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Ez a tétel azt mutatja, hogy az abszolit konvergencia vizsgalata igen hasznos lehet.

o0
A > ag| sor elemei nem negativak, s6t pozitivnak tekintheték, mivel a nulla elemeket
nyilvan nem kell figyelembe venniink.

2.4. Pozitiv taga sorok

@ (i) Egy pozitiv tagi sor részletosszegei monoton néovekeddek.

(i1) Egy pozitiv tagi sor akkor és csak akkor konvergens, ha részletdsszege-
inek sorozata korldtos.

(i) Ha a, >0, Vn € N, akkor s,,11 = s, + ans1 > S, Vn-re.

(i) a) Ha a sor konvergens, akkor (s,) konvergens = (s,,) korlatos

b) Ha (s,) korlatos, akkor (s,)  miatt (s,) konvergens. |

@ Pozitiv tagn sor vagy konvergens, vagy oo-nel egyenls. Ez nem igaz altalanosség-
ban egy valtakozo elGjelid sorra, ahol a részletosszegek sorozatanak lehet tobb torlodasi

— (pl. ki (—1)k> .

@ ag > 0 ap > aps1 feltételek mellett

a E ap sor akkor és csak akkor konvergens, ha E ag - 2 is konvergens
k=1 1=1

(—B)

A bizonyitas lényege, hogy az els6 sor részletosszegei a masodik sor megfelels részlet-
osszegeivel alulrol és feliilrsl is becsiilhetGek. A becslés igazolasahoz fontos feltenni,
hogy az (ax) sorozat monoton csokken.

(A részletes bizonyitas megtekinthetd Walter Rudin: A matematikai analizis alapjai
cimii konyvében.) |

Példak a tétel alkalmazasara:

(e¢)

1
Z — konvergens, ha o > 1. Egyébként divergens.
na

n=1

Ha a <0 : an:n—lazn|a 40

A konvergencia sziikséges feltétele nem teljesii =  divergens a sor.
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56 2. FEJEZET: VALOS SZAMSOROK

1
Haa>0: a,=— \, igy alkalmazhat6 az el6z6 tétel:

Vagyis Z ia Z
=1 =1

2! egyidejiileg konvergens, illetve divergens.

<1 <1 1 < /1\
2 G 222—2—22@ -

=1

Geometriai sort kaptunk, mely csak akkor konvergens, ha

1 a—1
== < 1.
i=(3)

Tehat a konvergencia csak akkor teljesiil, ha o — 1 > 0, vagyis a > 1.
Vigyazat! A tételben szerepls két sor Osszege nem azonos, tehat nem tudtuk meg-

o0
1
allapitani a E —  sor Osszegét, csak a konvergencia tényét tudtuk megéllapitani
n

1
a > 1-re. Ilyenkor a megfelels s, részletosszeggel tudjuk kozeliteni a sor Osszegét az
esetleg el6irt pontossaggal (lasd hibabecslések, 2.5.6 fejezet).

i @ divergens

n=ni

[e.o]

Ugyanis: Z o log 5 Z l divergens.

=l

= 1
Z R p > 1 konvergens, egyébként divergens
n - (logyn)P

n=ni

p > 0 esetén alkalmazhato az el6zé tétel:

o0 [0.9] 1 .
;W Z_p 0<p§1:d1v.; 1<pIkOHV.
—I 1=l

(p <0 esete HF. Pl minorans kritériummal megmutathato. (Lasd késGbb.) [ |
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(e e]

1 :
Z n - logyn - log, log, n divergens

n=ni

A tétel alkalmazhato.

o0

1 o0 1
Lol — die di
Z 20+ (logy 2') - (log, log, 2) l; [-log, ! ez pedlg divergens

=l

2.5. Pozitiv tagi sorok konvergenciidjaval kapcsolatos

elégséges kritériumok
Thomy
=

majorans kritérium (csak konvergencia eldontésére)

minorans kritérium (csak divergencia eldontésére)

hényados kritérium

gyokkritérium

integralkritérium

Ezeket a kritériumokat kizarolag pozitiv tagt sorokra alkalmazhatjuk. Igy a szo-
banforgo6 kritériumok hasznosak lehetnek az abszolut konvergencia eldontésére (amibdl
kovetkezik az eredeti — nem feltétleniil pozitiv tagi — sor konvergenciaja is.)

2.5.1. Majorans kritérium

>
g
kel

o o0
@ Ha 0<a,<c¢, Vn-re és ch konvergens — Zan konvergens

n=1 n=1

A feltétel miatt

ar < ¢

an < Cp

Azonos értelmi egyenlGtlenségek tsszeadhatok, ezért

41asd Thomas 11-es bemutaté 3., 4. és 5. fejezet (32-48. oldal).
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S?L:al—}—---—l—an < Cl‘l’"'—l—cn:SfL'

o0
Tovabba > ¢, konvergencidja miatt s¢ < K = s% korlatos és mivel pozitiv

n=1
%)

tagu a sor — E a, konvergens. |
1

2.5.2. Minorans kritérium

>
el
el

@ Ha0<d,<a, Vn-re és Zdn divergens —> Zan divergens

n=1 n=1

s >sl 500 = s%—o00 (spec. rendérelv) |

@ Mindkét esetben elegendd, ha a feltétel V n helyett n > Ny-ra teljesiil.

o0 oo
(> an és > a, egyidejlleg konvergens, ill. divergens, hiszen az els¢ szumma részlet-

n=1 n=Np
No—1

Osszegel ¢ = Y a, konstanssal nagyobbak, mint a masodik szumma részletosszegei.)
n=1

@ Konvergens—e a i nl_’_ 1 — i (079 sor?
n=1

n=1

[\

Megoldas. A harmonikus sorbdl végtelen sok tagot elhagytunk. A minorans kritéri-
ummal belatjuk, hogy még ez a sor is divergens. Ugyanis

1 1 = 1 Il 1 - _
an > mn 3 ;::1 3, = 3 ; - divergens — nz::l a, divergens
(0.9} 1 o
@ Konvergens-e a Z — | = Z @y, sor?
— V2n° 43 —
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Megoldas.
1 1 1 «— 1 5
a, < Nore = N TR ; peyes konvergens (o = 5> 1)
— Z a, konvergens
n=1

a, sor?

NE
S
Sl -
+
(OV]

I
NE

@ Konvergens-e a

3
Il
—
S
Il
—

Megoldas. A sor divergens, mivel a rendérelvvel megmutathatd, hogy lim a, =1,

n— oo
tehat nem tart nulldhoz, igy nem teljesiil a konvergencia sziikséges feltétele. Részletez-
ve:

1 1 1 1
= —— < a,= < = _1
U5 (¢/n)’ /205 +3n5 ~ Vonh+3 1
ﬁ,_/ i
1
=1
1-1°

(%9 n+92 00
@ Konvergens—e a E 3 1 15 = E (07% sor?
n
n=1

Megoldas.
2 1 = 1 -
a, < n;—Tn =3 ; e konvergens (¢ =3 >1) = ; a, konvergens
= 2n? — 32 -
@ Konvergens-e a nz::l Z?’—+8 = ; ay, sor?

Megoldas. n > 4-re a sor pozitiv tagi. A minorans kritériummal megmutatjuk, hogy
divergens.
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12

Ugyanis, ha n > 6, akkor n? > 32 és ezért

2n? —32 _ 2n?—n? 1 1 11
n pu— > pu— —_— y —_— p— —_ e d.
¢ n3 + 8 n3 + 8n? In ; 9In 9 ; p CVCTECHS
— Z a, divergens.
n=1
e on 3n+1 ee
@ Konvergens-e a Z 227:—?% = Z a, sor?
n=1 n=1
Megoldas.
2"+ 3-3" 3"43-3" 1 /3\"
Ay = < ==\~
8-4"+5 8 - 4n 2 \4
! i 3 konvergens geometriai sor i lgf <1) = i a, konvergens
— — Vi = — n Vv
B 1 g g q 1 q 2 g

n=1

Feladatok

Vizsgalja meg konvergencia szempontjabol az alabbi sorokat!

=1 >, o
1‘21:3n+2 6'21:2%—3

0 5! ikl
DV 23

3% 5 5.y 2
>~ n?logyn — 6 4 211
= 1 =\ 3"+n

45— N A
Ezznlogzn2 ;n-éln—?)

00 on oo 1+ 2
5'2@ 10‘2(1+:2)
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™m? —2n3 +1 S+ nd+1
11.
Zn6+3n2 vn ;ng—nz—k?)
19 i ™b —2n3 +1 " i Z
S nT4n?—n+3 = ()

2.5.3. Hanyados kritérium

@)

1. (a, >0, ¥V n)A (anﬂ <g¢g<1l,V n) — Zan konvergens.
Qn,

n=1

2. (a, >0, Vn)A (anH >qg>1,V n> — Zan divergens.

n=1

1. Mivel  api1 <qap < @an1 <Pap2<--<q"ar, Vn, ezért

Zan -nek Zq”_lal konvergens majoransa (geometriai sor, 0 < ¢ < 1)

o0

— Zan konvergens.
1

2. Mivel  api1 > qan > q*an_1>--->q%a;, Vn, ezért

Zan -nek an_l a; divergens minoransa (geometriai sor, ¢ > 1) —

1
e

E a, divergens. [ |

1

@ Zan és Zan egyidejtileg konvergens, ill. divergens, ezért elég, ha a T,

feltetelel Vn> NO -ra teljesiilnek.
(Természetesen, ha konvergensek, akkor az els§ sor sszege aj + ag + -+ - + ay,—1 -gyel
tobb, mint a masodik sor dsszege.)

Qp, . P
@ Ty (1)-nél nem elég megmutatni, hogy L1, ¢-tis kell taldlni.
a

n

> 1
@ > —  divergens, pedig
1 N
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1
1 . An+1 n+1 n
A p— tt = = <1
“ n Gnt1 n+1 i an l n+1
. n
@ >. — konvergens. Es most is
1 n
1
anty1 (n+1)2 n? no\? 4
- = = = <1. D 0<g<1
an 1 (n+1)? (n—l—l) (De 1 )
n?

@ Ty (2)-nél viszont ¢ megtalalasa nem fontos. A tétel igy is kimondhato.

Qn

(a, >0) A <an+1 >1, VnZNO) — Zan div.
1

Ekkor ugyanis:

0 < a, < apy1, tehat a, 7 (ésa, > 0) =  a, 4 0 (nem teljesiil a sziikséges

feltétel) — Zan divergens
1

A hanyados kritérium egy kényelmesebben hasznalhato forméaban is kimondhato:

@)

1. (an >0,V n)A (EI lim 2% = ¢ < 1) — Zan konw.

n—0o0  Ap

n=1

n—o0 a“f'b n—oo an

2. (an >0,Y n) A (3 lim 2% = ¢ > 1 vagy lim 2 = oo> =) a, div.
n=1

1 —
1. Legyen ¢ = Tc , gy q=c+¢e < 1. A hatarérték tulajdonsédga miatt

I+l 4 <1, Yn>N().

an

Ezért Ty (1)-bdl adodik, hogy > a, ésigy vele egylitt > a, is konvergens.
n=N(e) n=1
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2. Legyen 5:07, igy ¢g=c—e>1. Ekkor 3 N(¢), hogy

Intl S g>1, Vn>N().

Qn

Igy T% (2)-bol adodik az allitas.

ap . gt
T: (2) allitasa ¢ = co esetén is igaz. Ugyanis, ha lim —=+ = oo, akkor is talalhato
n—00

megfelels ¢. (Pl. ¢ =2 is valaszthato.)

Qp+1

Ha lim =1, akkor nem tudtunk meg semmit a konvergenciarol. Lehet a

n—00  (Qy,
sor konvergens és divergens is.

An+1 1

n—00  (y,

o o
1 1
@ Z — divergens, és a Z — konvergens sorok esetén egyarant  lim
T " T "
@ A fenti tétel tovabb finomithat6. Bebizonyithatok az alabbi allitasok is:

an+1

Ha a, >0Vn, é lim

o
<l = Z a, konvergens.
p -

p c An41
Haa, >0Vn, és lim —+

o0
>1 = Z a, divergens.
ap -

— Qp41
(lim
Qn

> 1 a konvergenciar6l nem mond semmit.)

%9

2 3n+1

@ Konvergens—e a E % sor?
n!

n=1

Megoldas. A feladatot a T tétellel (hanyadoskritériummal) oldjuk meg.

. Gpy1 . (n+3) 3"2 nl . 3 (n+3)
lim = lim = lim =
n—oo G n—oo (n+ 1) (n+2) 3"l noo (n+1) (n+2)

3
3 1‘+’_
= lim n

n—oo T 1 2
e n (1+—)(1+—)
n n

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi tankonyvtar.ttk.bme.hu
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Feladatok

Vizsgalja meg az alabbi sorokat konvergencia szempontjabol!

> \/§n = nl
12% L2

[e.9]

- 2" n+2
2. _— 5. —_—
21: 3n+2 (n + 2)| Z (TL + 1)n+3

1

2 0 k

= (n! n
3. 21: EQTL))! 6. ZH’ ke Nt

1

2.5.4. Gyokkritérium

@ Ha Yn> N -re a, >0 és

o0
1. Ya,<g<1l — Zan konv.
N

2. va,>1 — Zan div.
N

o0 o0
1.0<a, <q" ¢&s Z q" konvergens — Z a, konvergens a majorans
N N

kritérium miatt.

24,21 = a, A0 = ) a,div. u
N

@ /a, > 1 elég, ha végtelen sok n-re igaz. Nem kell, hogy V n > N-re teljesiiljon.

Ekkor mér 3 a,, # 0 részsorozat.

Ez a tétel is kimondhato limeszes alakban:
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@ Ha a, >0 és 4 lim /a, =c, akkor
n—o0
c<1 = Z a, konvergens.
c¢>1 vagy c = 00 — Z a, divergens.
Hasonl6 a hanyados kritériumnal latotthoz. [

@ c=1, tehat lim /a, =1 esetén nem hasznalhat6 a gyokkritérium. Az alabbi

n—00

két példa igazolja allitasunk helyességét.

€ 1l
@ > — divergens és
n
. A . 1
lim /a, = lim — = lim =1
n

n—oo n—oo n— o0 {L/ﬁ

> .
@ Zﬁ konvergens és

. | ) 1
i, o/ = i {5 = Jm s =1

Bebizonyithat6 az alabbi allités is:

@ Haoa,>0,n>N és limya,<1 = Zan konv.  (—B)

Haa,>0,n>N és limya, >1 = Zandiv.

A maésodik allitds konnyen bizonyithaté, hiszen lim {/a, > 1-bdl kovetkezik a

divergencia, mivel végtelen sok n-re:

Ja, >1 = a,>1; tehat Ja,, A 0 részsorozat.

o) 2 2 92 2n3
@ Konvergens-e a Z (L) sor?

— 2n? + 5

Megoldas. A feladatot a T tétellel (gyokkritériummal) oldjuk meg.
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— Z a, konvergens.

n=1

Feladatok

Vizsgalja meg az alabbi sorokat konvergencia szempontjabol!

> 3n . /3n 1)
1. 5.

21: T 21: (Bn + 3>

> n2 3m 0 on
2. —_— 6.

; 7n+1 ; dn +1

o nﬁ 0 3n+1
3. 7.

2

o) n2 0o n
n+3 n 1
4'21:<n+5) 8'21:(71—2) 4n

Tovabbi kidolgozott példak

o0 7TL o0

@ Konvergens-e a E 1 = E a,, sor?
n* 8n f
n—

n=1

Megoldas. Ezt a feladatot legegyszertibben a majorans kritérimmal oldhatjuk meg.

8" 1 1 >
In < e = 2 i konvergens (a =4 >1) = ; a, konvergens
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A hanyados kritérium, illetve a gyokkritérium is hasznéalhato lenne.

oo 4 n o0
n* 7
@ Konvergens-e a g g = g a,, sor?
n=1

n=1

Megoldas. Ennek a feladatnak a megoldasa mar a majorans kritérummal elég nehéz-
kes lenne. A hanyados kritérium alkalmazhato, de itt a gyokkritérium alkalmazésa a
legjobb valasztas.

(wn)' T 1 N

nlgmm Ya, = nlgmm — s —3 <1l = ;an konvergens.
7 SYRCLIN
Konvergens-e a — | = ay, sor?
vee ; 2n+1) 5 nz:;

Megoldas. Most viszont a hanyados kritérium alkalmazésa a legcélszertibb. (A gyok-
kritérium alkalmazéasédnal a renddérelvre is sziikségiink lenne az +/2n + 1 sorozat ha-
tarértékének bizonyitaséhoz.)

. n .32 (2n+1) 5" .3 2n+1
lim = lim = lim = =
n—oo  Q, n—oo (2n +3) Hntl  3ntl n—soo b 2n+3
1
2+ - 3 0o
= nh_}rnoo R 5 =z <1l = Zan konvergens.
24—
n

= (n+1)! 27 = 2\"
@ Konvergens-e a Z g | = Z (n+1)! 9 sor?

n=1 n=1

Megoldas. Itt is a hanyados kritériumot alkalmazzuk:

2 n+1
(n+2)! (—)
. Qp41 . 9
lim — = lim

n—oo  Q n— oo (n—|—1)! <2) n—oo 9

oo
- Zan divergens.
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@ Abszolat vagy feltételesen konvergens-e a Z 5 213 sor?
n

n=2

Megoldas. Nem abszolut konvergens, mert

n n 1
jan| = = =52 2 7 Qn
on®+3 = dn*+ 3n 8n
1> 1 o
és 3 > — divergens, tehat > |a,| divergens (a minorans kritérium miatt).
n=2T n=2

Viszont Z a, konvergens, mert Leibniz-tipusi. Ugyanis

n=2
la,| = = 2+3 N\ 0, mert
n 1
nl = — —0--=0
[ n? 5+ 3% 5
—1
Es
| | n+1 - n ]
Upyt| = ————— — = ay,
T 541243 5n2 + 3
)
(n+1)(5n*+3) < n(5n*+ 10n +8)
()
5n +5n? +3n+3 < 5n®+10n? + 8n
)
0 < 5n?+>5n—3, ha n>2

Vagyis a sor feltételesen konvergens.

2.5.5. Integralkritérium

(T) Legyen f pozitiv értéki monoton csékkend figguény [1,00) -en és f(k) = ax > 0

1. Ha [ f(x)dz konvergens = > aj, konvergens
k=1

2. Ha [ f(z)dx divergens = 3 ax divergens
1 k=1

tankonyvtar.ttk.bme.hu (© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi


http://bme.kpro.hu/public/calculusapplets/integraltest.html

2.5. POZITIV TAGU SOROK KONVERGENCIAJAVAL KAPCSOLATOS ELEGSEGES KRITERIUMOK 69

@ <= allitas is igaz, tehat a sor és az improprius integral egyidejtleg konvergens,
illetve divergens.

2.1. abra. Az integral és a részletosszeg kolcsonosen majorélja, minoralja egymést

ajl a;
a a
asz ajz
a,1 ay1
an an
1 23 n-1 n 1 23 n-1 n
a) D)

1. Tekintsiik a 2.1.a) abrat! Mivel

as+az+---+a, < /f(x)d:c
N

monoton nové fiiggvénye n-nek

IA

n — oo

< lim ff(x)dx:/f(x)dxe]R,
1
1

n o0 o0
arp >0 és > ap korlaitos = > a; konvergens =— > a, konvergens
2 2 1

2. Tekintsiik a 2.1.b) abrat!

/f(x)dx§a1+a2+---+an_1:sn_l
1

n

Mivel lim [ f(z)dz =00 = lim s,_1 = 00, tehat a sor divergens. W
n—oo n—oo

1
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[e.9]
A g — sor konvergenciaja
n

(o.¢)
1 : :
@ |4 E — sor konvergens, ha o > 1, minden mds esetben divergens.
n
n=1

a < 0 esete:
1

lim — = lim n® = lim nl - 0
n—o00 N n — 0o n— oo

(=0 esetén 1-hez tart ,a < 0 esetén pedig oo-hez tart)

=—> a sor divergens, mivel nem teljesiil a konvergencia sziikséges feltétele.

a > 0 esete:

f(x) := — ;x> 1 : a fiiggvény monoton csokkené és f(n) = — =a, .
¢ ne

Igy alkalmazhato a Z a, sor konvergencidjanak vizsgalatara az integralkritérium.

n=1

00 oo
Mint bizonyitottuk [ — da konvergens « > 1-re, ezért a Z — sor is konvergens,
1 T n

n=1
ha « > 1. Az improprius integrél divergens 0 < o < 1 esetén, igy ekkor a vizsgalt

sor is divergens. [ |

2.5.6. Hibabecslés pozitiv tagi sorok esetén

Integralkritériummal

Ha a sor konvergenciaja integralkritériummal allapithaté meg, akkor az s sordsszeg s,
részletosszeggel valo kozelitésének hibajat is egy integrallal becsiilhetjiik.

@ Ha az integralkritérium 1. dllitdsdnak feltételei teljestilnek, akkor az s =~
s, kozelitésnél elkévetett hiba

0 < H=7p=0np1+0nyo - = Z akg/f(x)dx
k=n+1

n

Mivel

U1+ Apgo- -+ am < /f(x)d:c,

n
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ezért

H=r, = lim Zakghm f dx—/f [

@ Konvergensek-e az alabbi sorok?

2) 3 ——

n=3 n Innto

& 1
b) ;::3 n (In y/n)?

Amelyik sor konvergens, annal adjon becslést az s &~ s1999 kozelitésnél elkovetett
hibara!

g

Megoldas.

1 1 1
S S >3
a)  f@) x In 210 10 z Inz ’ =

f pozitiv értékd monoton csokkend fiiggvény a [3,00) intervallumon

és f(n)=a, >0 = alkalmazhato az integralkritérium.

o0 w 1
1 1 1 -
— dz = — i L dr = — lim Inlnz|; =
10 z o 10 woee hp 7 g Jm el
3 \,—/
f'/f alaka
r .
= — lim (Inlnw — Inln3) = oo
10 w—oo
Az improprius integral divergens R Y > ——— sor is divergens.

n=3 n Innto
1 1 1

by fla):= z (In \/x)? a 1/4 z (In 2)? ° v

f pozitiv értékd monoton csokkend fiiggvény a [3,00) intervallumon

f(n)=a,>0 = most is alkalmazhat6 az integralkritérium.

w

i 1 )~ [

/4 dz =4 lim / ~(Inz)™? doz = 4 lim (In.2) =
111 ZL’ w—00 x W—00 —1
3

3 —_— 3
f' f—2 alaka
VIRT 1 n 1 B 4
N wggo Inw In3) In3

. . . . int. kr. .
Az improprius integral konvergens =" a Y. sor is konvergens.
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Hibaszamitas az s & sjgo0 kozelitésre:

7o In z)~1 |
0 < H =s— 100 < / 4 (o) 2 dp = 4t B0
180 x woeo 1000

=4 lim — 1 + L = 1
B rare=t Inw  In1000/)  In 1000

Egyéb esetekben (csak pozitiv tagu sorokra)

Ha a sor konvergencidjat nem az integralkritériummal mutattuk meg, akkor probalkoz-
hatunk azzal, hogy a hibat megad6 r, maradékosszeget egy konvergens geometriai sor
r* maradékosszegével becsiiljiik. Ha pl. a sor konvergencidjara hanyados vagy gyok-

n
kritériummal koévetkeztettiink, akkor a sorhoz mindig taldlhatdé konvergens majoralod

geometriai sor.

Bizonyitsa be, hogy a

& 3"+ 2

2. 2n+1 2

=l 2 +n®4+n
sor konvergens és adjon becslést az s = s199 kozelitésnél
elkovetett hibara!

3"+ 2 3"+ 3" 3\"
Megoldas. a, = + + - ( )

< —_
24" +n? +n 2-4n 4

maj. kr.

o0
a ». a, konvergens.
n=1

> (1) konvergens geometriai sor (0 < ¢ = 1 <1)

n=1

Hibaszamitas az s &~ sjg9 kozelitésre:

(3)101
0 < H = = L3
nzzlol 220+l 4 n2 +n T 50 ( ) 1

(o'} 371

% Gy

n=1
Mutassa meg, hogy a sor konvergens és adjon becslést az
s & s100 kozelitésnél elkovetett hibara!
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Megoldas. Hanyados kritériummal dolgozunk.

n 3ntl 1)! 3
Sntl (nt DI _ - 0<1
an (n+2)! 3» n+ 2
hany. kr. i
= a Y. a, sor konvergens.

n=1
Hibaszamitas az s = s1g9 koOzelitésre:
0o 3n 3101 3102 3103 3104
0< H = = c =
n:ZIOI (n+1)! 102! + 103! + 104! * 105! +

3101 32 33
— 1 _— e <
102! < + 103 + 103 - 104 * 103 - 104 - 105 * )

3101 3 3 \2 3\3 3101 1
<14+ =+ (= — ] =
o2 \ -1t (103) * (103) * 02, 3

103

2.6. Miiveletek konvergens sorokkal

@Ha Yag=S, és D> bpg=25, SuSER
k=1 k=1
= > (a+b)=S5.+Sy é Y (c-ar)=c-S,.
k=1 k=1

Bizonyitasa az 1.2 fejezetben méar megtortént.
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2.6.1. Végtelen sorok természetes szorzata

ag + a + a3 + a + - + ap +
b1 blal + b1a2 + blag + b1a4 + -+ blak +
+
bg bgal + bg(lQ + bgag + b2a4 + -+ bgak +
+
b3 bga1 + b36L2 + bgCLg + b3a4 + -+ bgak +
+
by |bsar + bgay + bgaz + bgag |+ -+ + buap +
+
+
bk bkal + bkag + bkag + bka4 + -+ bkak +
+

A termeészetes szorzat elemei:

tl = blal, tz = b2a1 + b2a2 + blag, tg = b3(11 + bgag + b3a3 + bgag + blag, .

A természetes szorzat:

io:tk, ahol zn:tkzzn:aki:bk
k=1 k=1 k=1

k=1

o0 (oo} o0 o
@ Ha Z a, =S, €s Z b, =Sy, akkora Z ap €s Z b sorok természetes
k=1

k=1 k=1 k=1
szorzata konvergens, €s

(Bizonyitas az el6z6ek alapjan nyilvanvalo.)
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2.6.2. Végetelen sorok Cauchy-szorzata

a;  + + a A+ -+ ap +
b1 blal/ b1a4 blak
+
bg bzal 6204 bQCLk
+
b3 bgal/ bsay bzay
+
by 54611/ byay byay
+
+
bk bkal bka4 bkak

A Cauchy-szorzat elemei:
c1 = biay,
C2 = biag + baa,

C3 = b1a3 + b2a2 + b3(11,

ce

Cn = biay, + b1 + b3ap_o + -+ + bpay

A Cauchy-szorzat:

n
E cn, ahol ¢, = E br Qp_ga1 -
n=1 k=1

(indexek sszege n + 1).

@ Ha Zak €s Zbk abszolit konvergens sorok és Zak — 1 Zbk = Sp,
k=1 k=1 k=1 k=1

oo o
akkor a E ap €s E b, ~ Cauchy-szorzata is abszolit konvergens, €s
k=1 k=1

(0.0] n
g Cn =S5, 5y, ahol ¢,= g br Gp—jr1 -
n=1 k=1

(—B)

= 1
 ab=1+z+a’+- 42"+ =—— ha |g| <1

— I —z
= 1
Z(—l)k:vk:1—x+x2+---+(—1)kxk+...:—, ha |z| < 1.
— 1+2

[rjuk fel a fenti két sor Cauchy-szorzatat!

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi
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Megoldas.
1 + z + 22 + 2 + A
1 1 x x? 23 z®
4 / 2 / /
—x —x —x —a3 —at —ghtl
_|_
72 72 / 23 /x4 25 k2
+ e
D B gt 5 G _ k3
+
_|_
(-1t
+
Cauchy-szorzat:
1
140422 +0+a'+04+a+- - =1+ +a' 425+ +2%+... = 3=
-
1 1
-——, ha |z| < 1.
l—2 1+ =
@ Hézi feladat:
Hatarozzuk meg a Z i e’ és Z i e’ sorok Cauchy-szorzatat!
k=0 k=0
o0 k
ey N ) . :
@ e’ -e¥ =e"Y = Z i eredményt kell kapni.
k=0

2.6.3. Zardjelek elhelyezése, illetve elhagyasa végtelen sor esetén

a1+a2+a3+a4+a5+a6+---

A fenti sor részletosszegei:
51 = a1, S = a1+az, s3 = a;+as+as, s4 = a1+aztasz+taq, S5 = a;t+as+agt+astas,...

stb. Az
a1+a2+(a3+a4+a5)+a6+
—_——

g
as
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bezéarojelezett 1j sor részletosszegei

s] = a1, 85 =a;+ag, s5=a+ay+as+as+as, s; = a+ay+as+as+as+as, ...

Zarojelek elhelyezése esetén a részletosszegek sorozata sziikiil. Ha a sor konvergens volt,
akkor zardjelek behelyezése esetén is konvergens marad. El6fordulhat, hogy divergens
sorbol — zardjelek elhelyezése utan — konvergens sor lesz.

PL. 1-1D)+(1-1)+(01-1)+1—---.
Véges sok zardjel elhelyezése nem befolyasolja a konvergenciat!

Zarojelek elhagyésa utan a részletosszegek sorozata béviil. Ha a sor divergens volt,
akkor zarojelek elhagyésa esetén is divergens marad. El6fordulhat, hogy konvergens
sorbol — zardjelek elhagyasa utan — divergens sor lesz. Véges sok zarojel elhagyasa nem
befolyasolja a konvergenciét!

2.6.4. Végtelen sor elemeinek felcserélése (atrendezése)

ay+ag+agtags+as+---+ap+---

CL1+CL3+CL2+CL100+(I5+CL6+"'+(199+(14+CL101+"'

Véges sok elem felcserélése nem valtoztatja meg a konvergencia vagy divergencia
tényét, nem valtozik meg a sordsszeg sem. Végtelen sok elemcsere megvaltoztathatja a
sorosszeget, feltételesen konvergens sor atrendezhets akar divergenssé is.

@ Ha Zak konvergens €s Z lag| divergens, akkor Zak dtrendezhetd gy, hogy
k=1 k=1 k=1
divergens legyen, €és dtrendezhetd gy is, hogy eqy eldre tetszdlegesen megadott szdam

legyen az dsszege.

(Nem bizonyitjuk.)

@ Ha Z ay abszolit konvergens, akkor tetszdleges dtrendezése is abszolit konvergens,
k=1

az dtrendezés nem vdltoztatja meqg a sorésszeget.

(Nem bizonyitjuk.)

2.7. Feladatok sorokhoz

Loy

— 2
b);m:?
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2. Konvergensek-e az alabbi sorok?

- 1
N 2 i gt
= ()" +1
b) 2T
1
= [ 1
C)Z TL2+5
1
[o.¢] 5”

d) Z (2n 4+ 3)!

= 1
g>21:n+2”

= 2n+1
h);2:+n

0 2
i)zg—n

1
N
J);(lnn)"

o0 3
K Y

1

2" n
D;(Bn)'

> n+1\"
m>21:(2n—|—3>

tankonyvtar.ttk.bme.hu
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3. Hatarozzuk meg az alabbi sorok értékét 1073-nal kisebb hibaval! Lasd itt és itt.

n? "
2n? +1

2

- 1
b) ; (2n)! — n!

o . 2TL
D

o0 _9)n
Y50

1

o0

9n
£ i 13"
1

2n)!
4. Mekkora hibéat kovetiink el, ha a sorosszeget 10. részletosszegével kozelitjik? Lasd
itt és itt.

3

~~

)
(8%810; H:’I“m: Z ag, |H|§?)
k=11

> 1
) 2 v

1

n? + 3n

n+1\"
3n+1

e) —3n
22n 4 n? + 3
(=D" (n—1)
f) —
n“—+n
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5. Abszolit, illetve feltételesen konvergens-e az alabbi sor?

> n+4
I AR
a);( Vo g
— (="
b _~ 7
)zl:nlogQH2
— (="
C)Z:2n2—3n+8
H1-s4pr L1 1o 1 1
372 332 3 n2  3n
LIRS TS N
vio1? vnoon?
11 1 1 1 11
f) mldb o b b e
A TR T nl " on
R L1 L,
& 1T T 2n—13 (2n)?
Wi-s4i_ Lo 1 =
273 2 om—1 2n

2.8. Szamsorozatok nagysagrendje

D) |a, = O(b,) (nagy ordo b,”), ha 3 ¢
lan| < ci|bn|, n > N (legfeljebb véges sok kivétellel)

@ a, = Q(b,) (,omega b,”), ha b, = O(a,).

Vagyis |b,| < cila,| n>N (3 ).

Ekkor: c¢o|b,| = —1bn| < |an|, vagyis most |a,| alulrol becsiilhets |b,| segitségével.
C1

D) |a, =0O(b,) (tetab,), ha a, = O(b,) és a, = Q(by).

[lyenkor azt mondjuk, hogy a,, és b, azonos nagysagrendi
Az el6z6bdl kovetkezik:

M a, =0O(by) <= co|bn| < |an| < c1]by]

an, =2n®> —n+3
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Megoldas. 1. a, = O(n?), mert 2n®> —n+3 < 2-n% han > 3. Persze a, = O(n?)
is igaz, s6t altalanossdgban: a, = O(n*™), o > 0.
2. a, = Q(n?), mert 1-n?=2n*—n? <2n* —n+3. S6t a, = Q(n*%),

a > 0.
3. Tehat a, = O(n?).

2.8.1. Miiveletek ©-val

@ ana bn> Cn7 dn > O
1. an-b,=0(c, dy,)
a, = O(cy,) " .
— 2. Q2
b, = O(d,) by, d,
3. an+b,=0(c,+d,)

Kiilonbségre nem igaz!

@ Akkor van értelme hasznalni ezt, ha ¢, és d,, sokkal ,egyszeriibb” sorozatok.

0<aie, < a, < ase,, merta,=0(c,)

0< Bldn < bn < BZdnv mert bn = @(dn)

1. Azonos értelmid egyenl6tlenségek Gsszeszorozhatok:

(a1 pr)endn < apby < (2fs)cnd, = apb, = O(cpd,)

0< Q1Cp S Oy, S QaCp,

Oé(Cn + dn) S Q1Cyp, + 61dn S Qp, + bn S QoCpy + ﬁan S B(Cn + dn)

a=min{ay, f1}, B =max{ay, B}
= a, + b, =0(c, +d,) [ |
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A =vV2n2+3n+1—vn2—n+1="

n? +4n
Megoldas. a, — _
- 352 ’ \/2”2;3n+1+2\/n2—n+21
_oem) ey em) (n*\
- O(n)+06(m) On+n) O(n) =9 0 =0(n) = ap,— 0

an =vVT2 —2n+10 — /™2 —2n+ 3 =7

10 — 1 1
Megoldas. a, = 0-3 ::&:@< ) —_—
. VnZ —2n+10++™? —2n+3 O(n+n)

a, —

2.8.2. Aszimptotikus egyenlGség (a, ~ b,)

@ a, aszimptotikusan egyenlé b, -nel, jelben a, ~ b, , ha

o1 1 . sin%
@ sin — ~ —, mert lim —"* =1
n o n

n—o0

n! ~ (g)n 2n Stirling-formula (—B)

@ anybn7cn;dn > 0

31

(1. a,+b,~c,+d,
2. apb, ~ c,d,
Ay, ~ Cp, }
— 1 1
~ 3. —n~—
b, ~ d, o a
g G
\ an  Cp

Megint nincs kiilonbség!

a a
A, ~Cp: ——1 = 0<l—e<ZL<l+e, n>N
CTL Cn
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by, bn
b, ~d, : d——>1 = 0<1—s<d—<1+5, n > N

Legyen n > max{Ny, No} = N

L1 (I—¢e)ep+(1—e)d, an+b, (1+e)e,+(1+¢e)d,

—e= < < =1+e¢,
: Cn +dy, e+ dy, Cn +dy, e
han >N
2. =B
1
- Cn, 1
3 aTn = — = — 1
o G e
4. Az el6z6 kettébdl kovetkezik: a, ~ ¢, =— — ~ —; masrészt b, ~ d,
an Cn
b, d,
—_— —_—~ — .
an,  Cp
4= V2E Lt 1— V2% —3n—7=?
Megoldas.

2n +n+1—(2n*=3n—-7)

= ~

(V22 +n+1) + 202+ n+ 19202 —3n— 7+ (V202 —3n—7)"
4n 4dn 4

C(VEat) s (vEad) o (vant)T Vsl 3VAVE

w - arctg \/n o
Y YMmirnrl—YmI—3n—-7

Qn

== a,—0

Megoldas.
Ay ~ z =konst-/n — 0o
3V4¥n
12
e
(2n)!
Megoldas.

n

) e
Sra

e

~
n
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()~

Megoldas. Az el6z6 példa felhasznalasaval:

()

()=~

@ ap ~ b, F=

an
— = 1l

Es igaz a kovetkezs tétel is:

(an)” ~ (b)"  PL

@ Gy bp >0
Uy~ by = Yan ~ by
an an
® a,~b, — ol = 0<l-e< t<l+e n> N(e)
— {‘/1—5<HZ—"< Vite = p/---—1 [ |
J/ n \L n

1 1

v3n2—n\/ﬁ+6 3
2n? +3n +7 2

1
Hatarozza meg A és « értékét ugy, hogy cos — — 1 ~ An® teljesiiljon!
n

Megoldas. 1. megoldas:
, cos%— _q . cos%—l_A 0
L
a = 0-ra A =0 lenne
a<0

a>0-ra%—>0:Alenne

tankonyvtar.ttk.bme.hu
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1 n»
u:=——3>0
n
lim cosu — 1 :’H lim —sinwu ~ lim sin u l_l:A
u—+0 ue u—+0 —ou~ >t wu—stou*l o o«
9 alaki (—a>0)
1
ha —a—-1=1 = a:—Q,A:—E.
1 11
Tehat cos— — 1 ~ ———
n 2n?
2. megoldés:
1 .o 1
T cos— — 1 —2sin o
cost — 1 = —2sin? = azonossag segitségével: n = n 1, ha
2 An® Ano

1)? 1
A= 2 —) 5 A=—-a=-2
" (Qn) 2

Feladat: .

Hatarozza meg A és a értékét ugy, hogy sin — — — ~ An® fennélljon!
n o n

D | an >0,b, >0

a, ~b, = Z ay, €S Z b, egyidejileg konvergens, illetve divergens
(Jelben: Z Ay ~ Z b,)
(075 Qp,
-1 = 1—5<b—<1—|—5. Legyen € < 1.

(lann — b_

Tehat ¢1b, < a, < b, (1 =1—€>0, cy=1+¢)

oo oo
1
Ha E a, konvergens, akkor b,, < —a, miatt E by, is konvergens (majorans kritérium)
Ha g a, divergens, akkor —a,, < b, miatt g b, is divergens (minorans kritérium)
Co

(o) o0
Ha E b, konvergens, akkor a, < cob, miatt E a, is konvergens (majorans kritérium)

(o] o0

Ha Z b, divergens, akkor c¢1b, < a, miatt Z a, is divergens (minoréns kritérium) M

- X -
Z?m2—2\/ﬁ+8:Z“”

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi tankonyvtar.ttk.bme.hu
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1 oo o @]
Megoldas. a, ~ 3.2 b, és Z b, konvergens — Z a, konvergens

I I

1 o o)
Megoldas. a, ~ = b, ¢és Z b, divergens — Z a, divergens
n
1 oo o
Megoldas. a, ~ — =10, ¢& b, di — n di
egoldas. a - és Z ivergens Za ivergens
n
Megoldas. a, = 2sin2i 2L _ b és ib konvergens — f:a
& o 2n  “4n?2 2n2 " " & "
konvergens
Feladatok:

Konvergensek-e az alabbi sorok?

= /1 1
1. Z (ﬁ — arctg 5)
n=1

D) | a, = o(b,) (.kis ord6 b,”), ha ¥V ¢ > 0-ra

la,| < c|b,| n > N-re
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Mas jelolés is hasznalatos:
a, < by, ha a, = o(by,)
(Nagysagrendileg kisebb vagy lényegesen kisebb.)

A definici6 kovetkezménye, hogy b, # 0 esetén

<e¢, n>N Vc>0-ra Ebbsl

n
an

persze mar kovetkezik, hogy ekkor V ¢ > 0-hoz 3 Ny(¢e), hogy ™

< g, han> Ny(e).

Nyilvanvaloan igaz az alabbi allitas is:

@ | ap=o(by), bp#£0 < lim 2 =0

n—oo n

@ Mit jelent a,, = o(1)?

Megoldas. Mivel ¥ ¢ > O-ra |a,| < ¢, han > N, ezért lim a,, =0

n—oo

A kovetkezd allitas is konnyen bizonyithato lenne:t

@ ap ~ b, <= a, =b,(1+ o(1)).

@ Mutassuk meg, hogy n! = o(n")!

|
Megoldas. Be kell litni, hogy lim — = 0

n—oo N
1. megoldas:

-+ renddrelv

2. megoldés:
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3. fejezet

Egyvaltozos valos fuggvények
hatarértéke és folytonossaga

3.1. Fuggvény hatarértéke

@ Fiiggvény: egyértéki relacio.

f: Dy — Ry Vx € Dy C R-hez hozzarendel pontosan egy y € Ry C R-et.
(v = /() , ,

Dy: domain, értelmezési tartomany (ET); Ry: range, értékkészlet (EK).

(Jeloljiik f: R — R modon is.)

Néhany definicio és példa:

@ f feliilrél korlatos, ha 3K € R, amire f(z) < K (x € Dy), vagy méasképp
Rf C (—OO, K]

@ f alulrdl korlatos, ha 3K € R, amire f(z) > —K (x € Dy), vagy masképp
Rf C [—K, OO)

(D) f korlatos, ha alulrol és feliilrl is korlatos, azaz 3K € R, amire |f(z)] < K
(x € Dy), vagy masképp Ry C [ K, K].

D) f monoton né, ha z; < x5 = f(21) < f(22) (21,29 € Dy).

(D) f szigortian monoton né, ha z; < z, = f(z1) < f(x2) (1,2 € Dy).

Nasd Thomas 02-es bemutato 1. és 3. fejezet (3-13. és 25-36. oldal).

88
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(D) f monoton csokken, ha zy < x5 = f(x1) > f(x2) (21,22 € Dy).

(D) f szigorian monoton né, ha z; < xy, = f(x1) > f(x2) (21,22 € Dy).

D) f periodikus p > 0 periodussal, ha f(z + p) = f(z) (x € Dy). (Ehhez persze
az is kell, hogy x € Dy = x+p € Dy, azaz Dy + p C Dy teljesiiljon.)

@ f paros, ha f(—x) = f(z) (x € Dyg). (Ehhez persze az is kell, hogy = €
Dy = —x € Dy, azaz —Dy C Dy teljesiiljon.)

D) f péaratlan, ha f(—z) = —f(z) (x € Dy). (Ehhez persze az is kell, hogy
x €Dy = —x € Dy, azaz —Dy C Dy teljestiljon.)

@ Az elGjel (signum) fiiggvény (3.1.a) 4dbra):

1, haz >0
sgx =sgnx = < 0, hax =0
—1, hax<0
Az elgjel fiiggvény korlatos (pl.: K = 1), monoton nd, de nem szigortian, nem

periodikus, és paratlan.

3.1. abra. Az elGjel és az abszolutérték fiiggvény grafikonja
y y

a) sgn x b) absx
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@ Az abszolutérték fiiggvény (3.1.b) abra):

x, haz >0
|z| = absz =
—x, hax<0

Az abszolutérték fiiggvény alulrol korlatos (pl.: K = 0), de felilrl nem, igy nem
korlatos. Semmilyen értelemben nem monoton, nem periodikus, és paros.

@ Az egészrész fiiggvény (3.2.a) ébra):
[z] = max{z € Z: z < x}
Tehét [z] az x-nél nem nagyobb legnagyobb egész szam. Pl. [1.9] =1, [-1.1] = =2

Az egészrész fliggvény alulrdl sem és feliilrél sem korlatos, igy nem korlatos. Monoton
né, de nem szigortian, nem periodikus, és se nem paros, se nem paratlan.

3.2. dbra. Az egészrész és a tortrész fliggvény grafikonja
y y

a) [x] b) {x}

@ A tortrész fiiggvény (3.2.b) abra):

{z} =z —[7]

A tortrész fliggvény alulrol korlatos (pl.: K = 0), és feliilrdl is (pl.: K = 1), igy
korlatos. Semmilyen értelemben nem monoton, periodikus (p = 1), és se nem péaros, se
nem paratlan.
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@ Dirichlet fiiggvény:
1, hazeQ
flx) =
0, haz¢Q
A Dirichlet fiiggvény alulrol korlatos (pl.: K = 0), felilrél korlatos (pl.: K = 1),

igy korlatos. Semmilyen értelemben nem monoton, minden pozitiv, racionalis p-vel
periodikus, igy nincs legkisebb periddusa, és paros.

Néhany definicié:

@ Az xo € R pont a H C R halmaz torlodési pontja, ha x¢y minden kornyezete a H
végtelen sok elemét tartalmazza.

Kornyezet fogalma:

@ Az xy pont § sugaru kornyezete:

Ha 2o € R és 6 > 0, akkor
szg = (.Z'U — 5, Xo + (5)

@ Az xy pont § sugart pontozott kérnyezete:

Kﬂ?o,cs = Kﬂ?o,(s \ {1’0} = (xO - 67 IO) U (*T07 To + 6)
Ha ¢-nak nincs szerepe, akkor a jelolésben sem tiintetjik fel: K, Ko,.

|z — x| <71 = x € Ky

Végesben vett véges hatarérték definicioja

A:p>p
A:p>p
(D) |Azt mondjuk, hogy lim f(z) = A, ha
T—rT0

e 1, torlodasi pontja Ds-nek,

e Ve > 0-hoz 3d(¢) > 0, hogy

|f(z) — Al <e, ha 0 < |z —zo| < d(e),

T € Df
(AZ&Z f(l') € KA,57 ha z € Kx075 N Df)
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H halmazra szoritkozé hatarérték:

Jobb oldali hatéarérték: H = (x¢, 00)
Jelolése:  lim  f(x) = lim+f(:c) = f(xzo+0)
Tr—xT0

r—xo+0
Bal oldali hatarérték: H = (—o0, zg)
Jelolése:  lim Of(x) = lim f(z)= f(zo—0)
T—xro—

T—T0—

A definiciokbol kovetkezGen az értelmezési tartomany xo belss pontjaban lim f(z) akkor
T—TQ

és csak akkor létezik, ha 3 f(xg — 0), f(zo 4+ 0) és f(xg —0) = f(xo + 0) (véges).

(T) Cauchy-kritérium (-B) '
lim f(z) =A <= Ve >0-hoz3d(e) >0:x1,20 € Ky 5 esetén |f(z1) — f(z2)| < e.

T—>T0

2_4
Bizonyitsuk be, hogy  lim (m — oUF — 1) =3
x——2 T+ 2

Megoldas. Be kell latnunk, hogy Ve > 0-hoz 3d(e) >0 :

|f(z) —3| <e, ha 0<|z+2] <i(e)! d(e) =7
|f(z) —3] = P —3x—-1-3"="|zr—2-3z+1-3| = |—-2z—-4] =
= [(Qe@+2 =2f+2 < = [+2A<s = ) =3
. s g 3 —
Bizonyitsuk be, hogy 3315517\/5_3
Megoldas. |f(z) —3| <e,,ha 0< |z —27] <i(e) d(e) =7
/)’ 4 35/x + 3° —27 — 27
S N e N | B I ' |
(Vo) +392 432 |[Va?+392+9] 550 O

Innen |z — 27| < 9e,igy 0(e) < min{9e, 27}

(27 az x > 0 megkotésbdl szarmazik. )
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Bizonyitsuk be, hogy lin‘:}i (2 —z+5)=11
z—

Megoldas. |f(z) —11] <e,ha 0 < |z — 3| <d(¢) d(e) =7
|22 —2+5— 11| = |2° — 2 — 6] = |z — 3||x + 2| < lz—3|-6<e

|z —(—2)| <6

—8<x <4

Tehat |xr —3| < %, vagyis i(e) < min{%, 1}

(A vizsgalatot leszikitettiikk a (—8,4) intervallumra. A vizsgalt zy = 3 pontnak ezen
intervallum végpontjaitol valé6 minimalis tavolsaga 1, tehat 6 nem lehet 1-nél nagyobb.
Ezért keriilt be a képletbe 1.)

2z +1
Bizonyitsuk be, hogy  lim vl -1

z——2 1 —x

Megoldas. |f(z) — (—1)| <e,ha 0 < |z — (—2)] < d(e)

2c+1
11—z

20+14+1—x
1—=zx

|z 42 |z + 2|

= <
|z —1] lz—1>1 L

(z<0)V(x>2)

<e€

+1| -

Tehat |z + 2| < e, vagyis 0(¢) < min {e, 2}
(2: —2 tavolsaga 0-tol.)

12

Feladatok:

A definicioval mutassa meg, hogy

1. lir% V2r+5=3
z—

2. lim (2% +2z)=3

x—1
. r—3 1
3. alcl—rg 2-9 6
2 1 1
4. lim Tt = ——

z——1 34+ x 2
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3.1.1. Sziikséges és elégséges tétel hatarérték létezésére

Atviteli elv:

@

lim f(z)=A = V&, = xo-ra f(z,) - A
T—>T0
Ty € Df
Tn 7é Lo
(P dllitas) (Q dllitas)

1. Sziikségesség (P = @) :
Teljesiil: |f(z) — Al <e,ha 0 < |z — x| < d(e) és le T, = Tp.
Be kell latni: T

f(z,) = A, tehat Ve > 0-hoz IN(e): |f(x,) — A| < e, han > N(e)

Algoritmus:
e—=d(e): |f(x)— Al <e hal<|z— x| <d(e)
d(e) = N1(6(e)):  |zp — xo| < d(g), han > Ny(d(¢))
De ekkor |f(z,) — Al <e,han>Ni(d(e)) = N(e):=Ni(d(e))

Elégségesség (QQ = P, ezzel ekvivalens =P — —(Q) :
V&, = zora f(z,) — A
Kovetkezik-e ebbdl, hogy Ve > 0-hoz J(e):

|f(z) — Al <e,ha0 < |z — x| <d(e) ?

Indirekt médon bizonyitunk.

1
Tth. & > 0, melyhez nincs §(¢). Tehat minden § rossz. Pl. § = — (m € NT) is
m

1

rossz, tehat Jx,,: 0 < |z, — x| < —, de |f(zy) — A| > €. De ekkor lenne olyan
m

T, — To pontsorozat, amelyre f(z,,) /> A4 [ |

Legyen f(z) = sin (%),és D; =R\ {0}.

Ekkor f-nek nincs hatarértéke a xqg = 0-ban, még féloldali sem.

Megoldas. Csak a jobb oldali hatarérték létezését cafoljuk. Legyen

1
Tp=——>0+.
nm

Ekkor

Flan) = f (i) = sin(nm) = 0 — 0,

nm
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vagyis az atviteli elv miatt csak 0 lehetne a jobb oldali hatarérték. (Es igy a hatarérték
is.)
Legyen most
1

=—>—0+.
2n7r+§

Tn

Ekkor -
f(x,) = sin (2n7r—|— 5) =1—=1#0,

igy az atviteli elv miatt nem létezik jobb oldali hatarérték. (Es igy a hatarérték sem.)

3.3. abra. A sin(1/z) fiiggvény grafikonja

a) sin(1/x) b) x sin(1/x) c) x2sin(1/x)
T T T
1
0.5 T U
0
-0.5
-1
N N O O O A N N O O O A N N O O O A
-0.80.60.40.2 0 0.20.40.60.8 -0.80.60.40.2 0 0.20.40.60.8 -0.80.60.40.2 0 0.20.40.60.8

@ Ezzel szemben

1 1
lim 2z sin <—> = lim z’sin (—) = 0.
x—0 T x—0 €

Megoldas. Csak az utobbit bizonyitjuk. Legyen f(x) = z?sin (%) Ha z, # 0 és
xn, — 0, akkor

—a;, < fl2n) < @y
igy a rendérelv miatt f(z,) — 0, ami az atviteli elv szerint adja az allitast.

(Masik indoklas: mivel (0 -korlatos) alaku hatarértékrdl van szo, a tanult tétel miatt
a fliggvény 0-hoz tart.)
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3.1.2. Végesben vett hatarértékek

1. lim f(x)=A

T—T0

2. lim f(z) = f(zo+0)=A

r—x0+0

3. lim

r—xo—0

f(x) = f(zo—0) = A

. 1
e T T

Megoldas.

xggn06—12x:+oo

tankonyvtar.ttk.bme.hu

|f(z) — A| < e, ha

Ve

¥ > 0-hoz 35(Q) > 0:
f(x) > €, ha

VQ > 0-hoz 35(Q) > 0:

Ve > 0-hoz 34(¢e) > 0:

C0< |z — x| <0

(l‘ & Kx0,6)

0<z—120<90

(g < x < 9 +9)

=0 <zT—20<0

(g —0 < x < xp)

C0< |z — x| <0

(l‘ € Kx0,6)

0<z—120<90

(g < x < x9+9)

=0 <z—20<0

(xo—d < x < xp)

C0< |z — x| <0

(l‘ € Kxo,(s)

0<z—120<0

f(z) <=0, ha (g < <9 +9)
J 0 <x—129<0
(g —0 < x < xp)
000
Q - — =4(Q
57— 6 >0 = 0<ux 3<2Q 3(2)
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Megoldas.

1 1
6—2r 2(3—ux)

3.1.3. Végtelenben vett hatarértékek

ILm flz)=A Ve > 0-hoz 3P(e) > 0: |f(z) — A| < e, hax > P(e)
lim f(z)=A Ve > 0-hoz 3P(e) > 0: |f(z) — A| <e, hax < —P(e)
T——00

lim f(x) =400 V2 > 0-hoz 3P(2) >0 f(z) > Q, hax > P(Q)
Tr—00

lim f(x) =400  VQ>0-hoz 3P(Q

T—r—00

() )

lim f(z) = —o0 V> 0-hoz 3P(Q2) >0 f(z) < =Q, hax > P(Q)
() x) >, har < —P(Q)
(©2) )

>0: f(
(

lim f(z)=—o0 V2 > 0-hoz 3P(Q2) >0 flz) < —Q, haz < —P(Q)

T—r—00

@ Az atviteli elv mindegyik tipusra kiterjeszthets. A rendérelv is alkalmazhato.

Jdim

Megoldas. |f(z) — A| <&, haz < —P(¢)

3:4+3 3| |6x+6— (60 —3) 9 . PRI
20 -1 2 dr — 2 |4z — 2| €
. 9 9 9 _
r<0miatt —(dox —2)> - = —do>--2 = x<—54 = —P(e)
€ £
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fl@)={z}  lim {a} 7

Megoldas. z) = n — oo (n € N) f(xnl)) =0

— 0
1 1 1
2D =n+ =500 (n € N) f(xg))z——)—%()
2 2 2
N G2
Megoldas. A renddrelv segitségével:
NRES
2+ 1 2+ 1
! 1l
0 0
{z} — 0, ha x — +o0.
2+ 1

3.1.4. Feladatok

1. A megfelel6 definiciéval mutassa meg, hogy

a) lim (3z2+1) =00
r—+oo
x—3 1
im = -
oo 20 +4 2
. 1
C) :(;1—1>121:1t0 (J,’ — 2)3 B
1
d) lim ———=0
LN P
3x?
li =3
A LS

f) lim V422 + 32 +5 =00

Tr—00

b)

+o0

2. Mutassa meg, hogy az alabbi hatarértékek nem léteznek!

a) lim cos —
x—0 x

b) lim cos z?
T—00
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99
c) lim [sin? z]
T—00
. 2%, ha x rac.
d) gl;_)rr;f(:c), ha f(z) = { —22, ha z irrac.
o000
3.2. Folytonossag
Tgmg
xo: az értelmezési tartomany bels6 pontja (3 K,, C Dy) App
=
(D) |f folytonos xo-ban, ha 3 f(xy) és Ve > 0-hoz 3d(e) > 0: Agp

|f (&) — f(@o)| <&, ha |z —xo| <(e)

Ezzel egyenértéki:

f folytonos zg-ban, ha 3 f(zy), 3 xlg? f(z) és lim f(x) = f(zo) (: f(lim :1:))

T—T0 T—T0

(Tehat a folytonosséagi helyeken a hataratmenet és a fiiggvénymiivelet felcserélhetd.)

Jobbrol folytonos f xzg-ban, ha : f(x¢) = f(zo+0)

Balrol folytonos f xg-ban, ha : f(xg) = f(xe — 0)

3.2.1. Szakadasi helyek osztalyozasa

>
4]
gel

Ha az értelmezési tartomany belsé pontjaban f nem folytonos, akkor a szakadas lehet:

1. Elséfaju szakadas

a) megszintethetd szakadas: f(xo+0) = f(zo — 0) (véges), de # f(zo) vagy
Af (w0)

b) véges ugras: 3 a véges f(xg +0) és f(zg —0), de f(zo+0) # f(zo—0)

2. Masodfaju szakadas (lényeges szakadas): minden méas szakadasi hely
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3.3. Miiveletek fiiggvények korében

Thomy
Thomy

(f)a)=c flz) ceR

(F +9)(x) = f(2) + g(a)

(- )(&) = () - g(x)

(5) (x) =% (g(x) # 0)

PL) f(e)=a% g(e)=sinz (fog)(a) =si’z; (gof)(z)=sina?

A hatarértékekre vonatkozo6 tételek:

(T) |Ha li_>m flz)=A€R és 1i_>m g(z) = B e R, akkor
3 li_)m (cf)(x)=c-A (=c- li_)m f(z))
3l ( +9)(@) = A+
3 Jim (7 9)(o) (= Jim, £(2)- () = A+ B
= xlggog(x) = %, ha B #0

A szadmsorozatokra vonatkozo hasonlé tételek alapjan. Pl. az Osszegre:
A feltételek miatt:
Vi, = xo (2, # 2o, x, € Dy) sorozatra f(z,) = A, g¢(z,) = B
— Vilyen z, — zo-ra: (f + g)(z,) = f(zn) + g(z,) > A+ B. Sth. [ |

@ A tételek kiterjeszthet6k minden hatarérték fajtara a szdmsorozatokhoz hasonlé-
an. Ugyanazok a hatéarozatlan alakok is.

2]4sd Thomas 02-es bemutato 6. fejezet (75-94. oldal).
3l4sd Thomas Ol-es bemutato 5. fejezet (70-87. oldal).
414sd Thomas 02-es bemutato 2. fejezet (14-24. oldal).

tankonyvtar.ttk.bme.hu (© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi


http://media.pearsoncmg.com/aw/aw_thomas_calculus_11_upgrade/ppt/tcu11_ppt_ch01.ppt
http://media.pearsoncmg.com/aw/aw_thomas_calculus_11_upgrade/ppt/tcu11_ppt_ch02.ppt

3.3, MUVELETEK FUGGVENYEK KOREBEN

101

2_12
1) tim T
z—1 1 —1
i . r—1 9
Megoldas. ---=lim (z —1) (x+1)*=0
21 el T — | e —
——
! 1 \
0 1 4
@ . x> —-5x+6
lim ————— =7
r—3 (1}2—9)2
1 — -2
Megoldas. --- = lim v e
23 v — 3z — 3 (x+ 3)?
. 1 -3 z-2
lim =
2=3+0 v —3 x — 3 (v + 3)?
S~ S —
VoL
+oo 1 36—_22
) 1 -3 z-2
lim =
2=>3-0 ©r —3 v — 3 (z+ 3)2
S~ S —
Lo
—oo 1 32
62
2 _
lim 45 5x—|—6:?
r——3 (Z2—9)2
Megoldas. ---= = +
%
T
lim — =7
@ =0 4+ 3 —2
Megoldas I ! Vatat2_y
.- = lIm . = [1m
& =0 44+ —2 JAd+ax+2 20

8+ x
im =7
z—+oo 32 +6

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi
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z 1+3
M Idas. ---= 1i — —2Z =0
egolaas w_l}riloo 3.2 1+m%
1 W—/
1

. r2+3z+1
i Sl
T—+o00 6+ 3{1)2

21+34 5 1
Megoldas. --- = lim m—”C—Q”sz—
r—+oo 312 1+:c_2 3
_IH/_/
=1 L
1

_ 2

. , —222 1—35%
Megoldas. --- = z1_1)51:000 . g % = Fo0
¥ 1
Foo
lim (—2°+ 6% + 222 + 3) =7
z—+00
6 2 3
As. --- = li 91 = - = | =
Megoldas. xl_l)riloo x (1 porii a:9) Foo
{
1

lim (\/x2+3x+8—\/x2+6x) =7

r—F00

2? + 3z + 8 — (2% + 6x)

Megoldas. --- = lim =
& v—doo \/x2 4+ 3z + 8 + Va2 + 6z

-3
lim

x 1—% 3
x o] 2
e e Jipde 84 fiqs 1+1 2
E

—3z _ =3z
=]
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A folytonossagra vonatkozo6 tételek:

Belathatok a kovetkezd tételek:

@ Ha f és g folytonos xg-ban, akkor
c-f, f+g, f-g és g(xg) #0 esetén f is folytonos xq -ban.
g

@ Ha g folytonos xzq-ban és [ folytonos g(xo) -ban, akkor fog folytonos xq -ban.

3.4. Racionalis fliggvények

3.4.1. Polinomok (racionalis egészfiiggvények)

(D) n -edfoki polinomnak nevezziik a
Px)=ap2"+ap 12"+ +ayx+ay, a;€R(E=0,1,...,n).
fliggvényt.

)

miandenditt folytonos.

A folytonossag definicidja:
Ve >0-hoz 30(e):  |f(z) — f(zo)| <e,ha |z —a0 <d(e)

a) fi(z) ==z :

|fi(@) — fi(mo)| = |[v — 29| <& = 0(e) =¢

b) fo(x) == 2? :
Az alabbi bizonyitasnal lesziikitjiik a vizsgalatot az xy pont 1 sugaru kornyezetére.
Ez a —z pont r = 2|z + 1 sugart kornyezete.
Tehat fennéall, hogy
|z + 20| = |z — (—x0)| <7 =2]z0| + 1

Igy

|fo(@) = fo(mo)| = |2° — x| = |2 — mo| - |2+ mo| < |2 — @o| (2|mo| +1) <&
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£ 15
—— = §(¢) = min{————,
2 |zo| + 1 (¢) {2|:p0|+1

1}

Ez a §(¢) minden e-ra megfelel, de most értéke fiigg xq-tol is.

- |$—I0| <

fulz) :==2™ . teljes indukcioval latjuk be a fiiggvény folytonossagéat.

(A definicioval is dolgozhatnank, de ugy kissé nehéz a bizonyitas.)

1.) n = 1-re igaz az allitas, hiszen mar belattuk, hogy fi(z) =z folytonos.

2.) Tegyiik fel, hogy (n — 1)-re igaz az &llitas, tehat f, i(x) = z"! folytonos.
3.) Igaz-e az éllitas n-re?

Mivel f,(z) = 2" = 2™ ' -2 = f,_1(x) -z, igy folytonos, mert két folytonos
fliggvény szorzata.

Tehat a teljes indukci6 értelmében valoban f,(x) Vn- re folytonos.

P (z)=ap2" + ap_ 12" ' + - +a;x +ay n-edfoki polinom (racionalis egész
fiiggvény), ahol a; € R (1 =0,1,...,n).

A polinomok mindeniitt folytonosak, hiszen véges sok folytonos fiiggvény szorzaséval
és Osszeadasaval allnak eld.

Néhany megjegyzés az n-edfokta polinomokroél:

e 1 a polinom gydke, ha P,(z9) =0.
Ekkor a polinom felirhato a koévetkezé alakban:
P.(z) = (z — x0) - Poq(x),
tehat a polinombol kiemelhets az (x — ) gyoktényezd.

e Egy n-edfokd polinomnak pontosan n darab gyoke van, de lehetnek tobbszoros
gyokei és komplex gyokei is. Ha a polinom valés egyiitthatéji, akkor a komplex
gyokok csak konjugalt parban fordulhatnak els. Ha a konjugalt komplex gyokok-
hoz tartozo gyoktényezbket Gsszeszorozzuk, akkor egy valds egyilitthatoji méasod-
foku gyoktényezst kapunk.

Tehét a valos egyiitthatoju polinomok mindig felirhatok valés egytitthatoju elss-
és masodfoku gyoktényezsk szorzataként.
Példéul:

Pi(z) = 2° (x—1)% (2® +1)- (2® + 4)*
=(z—0)3
Ennek a polinomnak z = 0 haromszoros gyoke (a gyok multiplicitasa 3), © =1

kétszeres gyoke.
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A tovabbi gyokok mar komplexek:
+i és —i:az (2?2 + 1) gyokei,
+2i, +2i, —2i, —2i (két darab kétszeres gyok) : az (x? + 4)? gyokei.

3.4.2. Racionalis tortfiiggvény

f(z) = ] (P.(z) : n — edfoka, Q,,(z): m — edfoki polinom)

Valodi tortfliiggvény, ha n < m, egyébként altort. Az altort polinomosztas segitségével
mindig felirhat6é egy polinom és egy valodi racionalis tortfliggvény Osszegeként. Mivel
a polinomok mindeniitt folytonosak, a racionalis tortfiiggvény is mindeniitt folytonos,
kivéve a nevezében levs polinom valds gyokeit, ahol a tortfiiggvény nincs értelmezve.

Példaul:
rt 1
J(w) = (x +2)% (224 2)
A fliggvény az © = —2 pont kivételével mindeniitt folytonos.

(242 > 0+2 =2, tehat ennek nincs valés gydke.)

3.5. Példak és feladatok

18

@ Milyen szakadasa van x = 1-ben az alabbi fiiggvénynek?

x*—5x2+4
x4 — 223 + 1022 — 182+ 9

fz) =

Megoldas. z* — 522 +4= (22— 1)(2®> —4) = (z — D) (z + 1) (2* — 4)
A nevezének is gyoke x = 1, ezért kiemelhets bel6le (z — 1).
(' —22° 4102 = 1824+ 9) : (z — 1) = 2® — 2% + 92 — 9
A hanyadosnak még mindig gydke x = 1, fgy: (3 — 22 +92 —9) : (z — 1) = 22 + 9.
Tehat = — 1-re

1 z—1 (x+1)(2*—4)

f(m):x—l z—1 2249
—— —— —~

I =1 {

Fo0 —%
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lim f(r) = Foo : 2z =1 mésodfaju szakadas

rz—140

1 N 1
lz+2| z+2

fz) =

— 3+ 2?2+4zx -4
1—a? ’

Hol és milyen szakadasa van az alabbi fliggvénynek?

ha z < —1

ha z > —1

Megoldas. Dy =R\ {-2,1}
r=—-2:

Haz < —-2: f(z) = ! !

—(z+2) Tz +2
2

Ha -2 <2< —1: = =

) ? v= /(@) x+2+x+2 T+ 2

lgy x = —2 lényeges (méasodfaju) szakadas.

=0

—

f(=2-0)=0.

=  f(-2+4+0) =400

?(—r+1)+4x—-1) 1-—za2®—4

Haz>—-1: f(z) =
r=1":

FA+0) = f0-0) =~ -

(1—2)(1+x)

Cl—xz 14z

r = 1 megsziintethets szakadas (Bf(1))

r=-—1":
f(-1-0)= f(-1) =2
Fe140) = tim ~=(@2oa) 1
_:Jc%flJrOl—aZ ~—" 142 N
——
o
-3
+00
Tehat © = —1 masodfaju szakadas.
Feladatok
1. a) lim (Vi2+3-Va2+ar+1) =7 ac€R,a>0
r—Fo00
b) lim m({7x4+ax2+2—{7x4+bx2+1):? Va,be R
T——00
x
i =7
2. a) lim (z}
x
i =7
b) Jlim, T

tankonyvtar.ttk.bme.hu
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o) lim sin{mz} _

r—0 {:C}

?

3. lim ( ! + ! =7
e=2& \ o2 —dx+4 1 —2
V2T + 3+ vV +2
im =7
-1+ /20 + 3 — /3z + 4
oy V2EALHL
im — ="
z—=—1+/3r+4—1
. Vr+2—y/—x
c) lim =7
r——1 wg/x + — ,3/—;5
4
-2
d) lim vz =7
216 \/x — 4
1— V-1
e) }gr; W% =7 (Probalkozzon u = ¥/x — 1 helyettesitéssel!)

5. Milyen tipusu szakadasai vannak az

4. a)

b)

22 —x—20
|22 — 122 + 35| (x + 4)

fiiggvénynek?
6. Milyen tipusu szakadasa van x = —1-ben f-nek?

B xt 4+ 222 -3
ot 4213 — 312 —8r —4

()

7. Hol és milyen tipust szakadéasa van f-nek?

(@422 -8)(x+4)
|22 4+ 3z — 10| (22 + 5z + 4)

f(z)
3.6. Egy nevezetes hatarérték

(T) A sin(x) és cos(z) figgvények mindeniitt folytonosak. (—B)

(A kovetkezs hatarérték szamolasa kozben felhasznaljuk a sin és cos fliggvények folyto-
nossagat. )
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B
P
@ i sinac_1 ' X
xlg(l) T sin « tgx
x J/
0 7 A

Mivel f(z) = ‘ paros, elég f(+0)-val foglalkozni.
x

Legyen0<x<g:

Troanr < Tpoas < Toasna

1-sinex  12-2 1-tgx

<
2 2 2
Mindkét oldalt — > (-val megszorozva:
sinx
x 1
1 < — <
! sin x cos T
3
1 1
x
— 1 = lim — =1= lim — n
SINT 40 z—+0 I z——0

@ Tehat = € (O, g)-ben sinx <x = |[sinz|<|z| Va-re.

2 sin? 2 - 9
Megoldas. --- = lim ¥ — (sm:p> _2
z—0 31-2 3 20 " 3
~—
$
12

. sin3z
lim — =7
z—0 sin 2z

sin 3x
-3
3z i

MegOIdaS. s = }:% W =
© 2T

2z

[\CR V]
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109

lim (z — x) tgx =7
e S
Megoldas. --- = lim 2 -sing, = lim =
eI COST =T COST o .
1
. —u . —u . 1 1
=lim ——— = lim . = lim — =-=1
u—0 Ccos (u + %) u—=0 —sinw  u—0 SINU 1
U
a
Feladatok =
1—cosz _
L lim ——— = 9. Jim YTy
x—0 X z—0 372
sin &/  sin va3 2% — 1
0.l SMVT SV, 10, fim Y221,
z—+0 sin Tx z—0  sin“3x
tgx 1-— 2
3. lim 2% —9 11, lim 2T 9
x—0 x_>0‘/$2+1—1
tg 4 o
4. lim == =7 10, ljy BE—SmT _,
x—0 tgx 20 Siﬂgl’
—sin 2 — i
5. lim —————" =7 13, lim 81 7SIT
z—0 x + sin 3z =0 3
o z x
6. limﬂ:? COS§—Sin§
200 1 + sin 3x 14. lim —%—-—% =7
o Ccos T
2. 1
z*sin — }
sinx
7. lim —— & =7 15. lim . — 7
z—0 SInx =TT — X
1 .1 —-cosbx
8. lim z? (1 — COS —) =7 16. llm ———— =7
T—00 x =T or — T

17.

fx) =

fliggvénynek?

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi

Hol és milyen tipusi szakadéasa van az

(22 4+ 3z 4 2) sin |2 — x|

2 —4
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18. Hol és milyen tipusi szakadasa van az alabbi fiiggvénynek?

1 1
ha z <0
|x+3|+x—|—3’ ar=
f(z) = ,
Locosve 0crel
tgx
(X )}

3.7. Folytonos fiiggvények tulajdonsagai
Néhény definicio:
D) f folytonos (a,b)-n, ha ¥V = € (a,b) -ben folytonos.

(D) f folytonos [a,b]-n, ha folytonos (a,b)-n és a-ban jobbrol, b-ben balrél folytonos.
D) be H belss pont, ha IK, : K, C H

@ h hatarpont, ha V Kp-ra Ky N H # 0 és Ky, N H # 0

D) k kiils6 pont, ha IK}, : Ky NH =0

@ Nyilt halmaz: minden pontja bels6 pont

@ Zart halmaz: a nyilt halmaz komplementere

@ Kompakt halmaz R-ben: korlatos és zart halmaz (R™-ben is érvényes a definicio)

@ Ha f folytonos xo-ban és f(xg) > ¢, akkor 36 >0: f(z) >c, ha v € K.
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g(x) == f(z) —c ¢
g is folytonos x¢-ban és g(xq) > 0.
Bizonyitando, hogy 3 K, s: Ate-
g(x) >0 Ve K, sra.
A = g(xg). A folytonossag miatt: A = g(wo) -

A—c¢-

7 N
To

A A
2 _L5(2)n
A A A A
|g(m)—A|<§,azaz0<§:A—§<g(a:) (<A+§>,ha |3:—:E0\<5<—>
A
Tehat itt g(z) > = >0 = f(z)=g(z)+c>c+ < >c [ |

3.7.1. Intervallumon folytonos fiiggvények tulajdonsagai

(T) Bolzano tétel:
Ha f folytonos [a, b]-ben, akkor minden f(a) és f(b) kizé esd c értéket felvesz [a, b]-ben.

Csak f(a) < ¢ < f(b) esetre bizonyitunk, azaz belatjuk, hogy létezik £ € (a,b),
amire f(&) = c.

1. lépés:

Ha f (%) >¢c = a1 =aq, blza+b, I = [aq, bi]

Ha f(%0) <¢ — =" b = b 1, = [ay, by)

Ha f (“Tb) =c = (= @t b. Ekkor vége az eljarasnak. Egyébként
fla) << fo), [ab>h, |a—bl =" > i

2. lépés: Megismételjiik az eljarast I1-re, igy kapunk egy I = [ag, by] intervallumot:
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http://bme.kpro.hu/public/calculusapplets/ivt.html
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—b
flag) <c< f(be), a,b] D11 DIy, |ag—bo] = o 1 | , vagy megkaptuk £ értékeét.
Ha &-t nem kaptuk meg, folytatjuk az eljarast.

n. 1épés:
f(an)<c<f<bn)7 [a7b]DIIDD[n

00 —b n
A Cantor-axioma szerint: 3¢ € () I,, ¢és |a, —b,| = |a2n | —+0
n=1 o]
0<la, =& < |lap,—0by] = lima,=¢ (renddrelv)
J/ n—oo
0
0< b, =& < |lap,—0by] = limb,=¢ (rendérelv)
\l/ n—oo
0

f folytonossaga és az atviteli elv alapjan:

lim f(a,) = f(§) = lim f(bn)

n—o0 n—o0

Maésrészt a sorozatok hatarértékére vonatkozo egyenlétlenségek alkalmazaséaval kapjuk:
fla) <c = lim fla,) <c
n—oo

flbn) >¢c = li_>m f(bn) >c

Tehat f(§) < cés f(§) > ¢, ami azt jelenti, hogy f(§) = c. [ |

Ha f folytonos [a,b]-ben és f(a) f(b) <O, vagyis f(a) és f(b) kilonbézd eldjeli,
akkor az f(x) =0 egyenletnek legaldbb eqy gyoke van (a,b) -ben.

Mivel ¢ = 0 az f(a) és f(b) fuggvényértékek kozé esik, a Bolzano tétel értelmében
3¢ € (a,b), hogy f(&) =0, tehat & gyoke az egyenletnek.

@ Pdratlan fokszamai polinomnak legaldbb eqy valds gydke van.

Legyen f(x) = agpiq 2 + ag 2% + -+ + ay x + ag, legyen aggy1 > 0.
— (lim f(z) =00, ezért 3I5: f(B)>1)
T—r00

és (EIEI flz) = —o0, ezért Ja: f(a) < —1).

A polinomok folytonosak mindeniitt, tehat [a, 5]-ban is és f(a) f(8) < 0.
Igy az 1. kovetkezmény szerint 3¢ € (a, B) 1 f(€) = 0. [ |

tankonyvtar.ttk.bme.hu (© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi



3.7. FOLYTONOS FUGGVENYEK TULAJDONSAGAI 113

@ Megjegyezziik, hogy ha a Bolzano tétel feltételei koziil akar az intervallum korla-
tossagat, akar a zartsagat elhagyjuk, akkor a tétel érvényét veszti. A 3.4 abran lathato
fiiggvény példaul az (a, b intervallumon folytonos, f(a) és f(b) ellentétes elGjeld, még-
sem veszi fol a fliggvény a zérus értéket az (a,b) intervallumon. (A fiiggvény az a
pontban nem folytonos.

3.4. abra. Az a pontban nem folytonos fiiggvényre nem teljesiil a Bolzano tétel

3.7.2. Kompakt halmazon folytonos fiiggvények tulajdonsagai

(T) Weierstrass I. tétele
Ha f folytonos az [a,b] (korldtos és zdrt) intervallumon, akkor ott f korldtos.

Indirekt:

Tth. nem korlatos pl. feliilrsl, tehat AK : f(z) < K teljesiiljon Vx € [a, b]-re.
Ekkor Jzy: 1 €[a,b], f(z1) >1
Jxg: x9 € a,b], f(xa) > 2

Jan: wn € [a,b], flra)>n

B.W. kiv. t.
=

(x,) sorozat korlatos (¥ x,, € [a,b]) 3 konv. részsorozat: (x,,) — xo.

Mivel a < x,,, < b mindig fennall, ezért a < lim z,, = xy < b. Tehat x,, — xo € [a, b],

n;—00

de f(x,,) —> o0 4 f folytonos x¢-ban, ezért f(x,,) — f(zo). |

(T) Weierstrass II. tétele:

Ha f folytonos [a,b]-ben, akkor ott felveszi az infimumdt, ill. szuprémumdt, tehdt
van minimuma és maximuma. Vagyis Ja, B € [a,b], hogy
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f@ﬂMW%NMW(ﬁmWMﬂMMMO

z€a,b]

F8) = () s v € a8} (= min ()} = min f(fa,) )

z€[a,b]

A= f([a,b]). |
Weierstrass 1. tétele értelmében A korlatos Deg{;nd
Megmutatjuk, hogy 3 a, 8 € [a,b] : f(a) = M, f(B) = m.
Bizonyitas f(«a) = M-re: indirekt. (Hasonléan lehetne f(/3) = m-re.)
Tth. fa € [a,b]: fla)=M = M — f(z) >0, hax € [a,b

1 W. Lt

d supA:=M; inf A:=m.

= g(x) folytonos [a,b]-ben =" g korlatos [a, b]-ben, tehat I K :

~ M~ f(@)
M——f(SC)<K’ $E[a,b] (K>O,M——f<x>>0>
M—f(x)>%

1
flz) < M — T < M (legkisebb fels6 korlat) 4

N——
felss korlat u

Weierstrass tételeib6l sem a fliggvény folytonossaga. sem a halmaz kompaktsaga
nem hagyhato el.
Tekintsiik példaul a 3.5 abran lathato fliggvényt:

B %, ha z #£ 0
f(x)—{()’ haz=0"

Ha f-et a (0,1] nem zéart intervallumon vizsgaljuk, akkor ott se nem korlatos se
nem veszi fel szuprémumat, bar folytonos.

Ugyanigy, ha a [—1, +1] intervallumon vizsgaljuk, akkor sem korlatos, és nem veszi
fel szuprémumét (és infimumét sem), bar most az intervallum kompakt, de f nem
folytonos.

Végiil jegyezziik meg, hogy ha f-et az [1,00) nem korlatos (zart) intervallumon
vizsgaljuk, akkor szintén nem veszi fel infimumat.
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3.5. abra. Az f(x) fliggvény grafikonja

3.7.3. Egyenletes folytonossag

f(z) =% +2

1. Mutassuk meg, hogy Vxy € [1,2]-ben folytonos a fiiggvény!

2. Megadhato-e kozos 0(g)? (Létezik-e irgm d(e,z0) >07)
xo€|l,

Megoldas. 1. |f(z)— f(xo)| = |22 +2— (22 +2)| = |z —z0||z+ 70| < |7 —20](2] 20| +

1) <e
£
r— x| < ———— =d(e,x
’ 0’ 2‘:60""1 ( 0)
£ € €
2. 0(e,19) = =———— > =—-=90(¢,2) akozds d(e
(&, z0) 2|$0|+1x0€[172]2-2+1 5 =02 (€)

@ Az f fiiggvény egyenletesen folytonos az A halmazon, ha Ve > 0-hoz
34(e) (A-ban kozos):

|f(z1) = f(@2)] <e, ha |oy —25 <67 21,25€ A

M) Tebat 3 inf d(c,2) > 0
T€A
@ Az A halmagz altalaban intervallum szokott lenni.
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f@) = 2% +2

1. Egyenletesen folytonos-e f az [1,2] intervallumon?

2. Egyenletesen folytonos-e f az (1,2) intervallumon?

3. Egyenletesen folytonos-e f az (1,00) intervallumon?

Megoldas. 1. Igen. d(e,2) megfelel. (Lésd el6z6 példal)

2. Igen. 0(e,2) megfelel. (Ami a zart intervallumhoz megfelel, az a nyilthoz is
mindig jo.) Altalanossagban is igaz, hogy ha f egyenletesen folytonos I-n (nyilt
vagy zart), akkor I; C I esetén Ij-en is egyenletesen folytonos. Ugyanaz a §
megfelel.

3. f nem egyenletesen folytonos (1, c0)-en.

1 1
mg) =n — 00, ng) =n-+ - — 00, :vg) — :E,(ll) = — — 0; egymast tetszdle-

n
gesen megkozelitik, ha n-et elegendGen nagynak valasztjuk.
Meégis

1
:2—|——2>2.
n

) -] = (e 1) 2t

Tehat, ha ¢ < 2, nincs kozos 0.

f(x) =z egyenletesen folytonos (—o0,00)-en.

Megoldas.

|f(x1) = f(z2)| = |21 — 22| <e = d(e) =¢

f(z) =sinx egyenletesen folytonos (—o0,0c0)-en.

Megoldas. Felhasznaljuk, hogy
a—pf cos & + 4

sina — sin f = 2sin 5 5 —, .y il | sinz| < |zl
. . . X — X2 1+ T2
|f(x1) — f(x2)| = |sinzy — sin x| = |2sin 5 s — <
gz-sm%-lg2uz|m—@|<g —  Se)=¢
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@ Ezzel persze azt is belattuk, hogy sinx mindeniitt folytonos.

) s
Es mivel cosz = sin (m + 5) , igy cosz is mindeniitt folytonos, mivel folytonos
fliggvények Osszetétele.

f(z) = tgz egyenletesen folytonos [%, g] -on.
Megoldas.
sinz;  sinxy sin (z1 — x2) |z — 24
|f (1) = f(x2)| cOST,  COSIo COSTy - COSTy| — (cos §)2 |z — 29 €

1
f(z) = — nem egyenletesen folytonos (0, 1)-en.

X

1 1
Megoldas. w) == 0, 2P =—— 50 = 2P -z 0.
n n+1

Ugyanakkor

|f(37£11))—f(90512))|=|n—(n+1)|:1¢5, ha e <1

1
f(z) =sin— nem egyenletesen folytonos (0, 1)-en.
x

1 1
Megoldas. 1:7(11) = —— =0, xg) = —
5+ 2nm 35 + 2nm

‘f(mg)) - f(x&z))‘ = [sin (5 + 2n7) —sin (32 + 2n7)| = [1— (-1)| =2 £ ¢, hae < 2.

— 0

(T) Heine tétele:
Ha f folytonos az [a,b] zdrt intervallumon, akkor ott egyenletesen folytonos. (—B)

(D) Ha f folytonos [a,00) -en és 3 lim f(x) = A (véges), akkor f egyenletesen

T—00

folytonos |a, 00)-en. (—B)
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P.(x) = apx™ + a,_ 12" + - -+ + a17 + ao. Egyenletesen folytonos-e (1,10)-en?

Megoldas. Mivel P, folytonos [1,10]-en = P, itt egyenletesen folytonos
= P, az (1,10) C [1,10]-en is egyenletesen folytonos.

Feladatok
xt + 322 —4
1. S B
/(@) 2+ —2

a) Hol és milyen tipust szakadasa van az f fiiggvénynek?

b) Van-e minimuma f-nek a [—1, 0] intervallumon?

x?+1 1
2 fla) = 2 cosx

a) lim f(x)=7 lim f(x)="7"
z—0+ T5—
b) Bizonyitsa be, hogy f-nek van gyoke (O, g)—ben!

. Legyen f folytonos (—oo,00)-en ¢s lim f(x) = —5, lim f(z) = 3.
T—r00 T—r—00

w

Bizonyitsa be, hogy f korlatos (—oo, c0)-en! Van-e nullahelye f-nek?
4. a) Mikor mondjuk, hogy lim f(x) =57
T—>00
b) Bizonyitsa be, hogy ha f folytonos a [2,00) intervallumon és

lim f(z) =5, sup f(x)=6,

T—00 z€(2,00)

akkor f értékkészletében szerepel a 6.

. Van-e gyoke az alabbi egyenletnek a (0, 7)-ben?

ot

(sin’z +1) =0

1
—(cos?z + 1) +
T T—T

6. f(z)=22%—-3
a) Mutassa meg a hatarérték definicidja alapjan, hogy liI% fz) =13 (d(e) =7)
Tr—r
b) Egyenletesen folytonos-e az f fliiggvény az (1,4) intervallumon?

c) Egyenletesen folytonos-e az f fliggvény az (1, 00) intervallumon?
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4. fejezet

Egyvaltozos valos fuggvények
differencialasa

4.1. Differencialszamitas

=
U5

>
Iz

(D) Differenciahanyados (kiilénbségi hanyados):

Af  flwo+ Az) — f(xo) ( fiiggvényérték megvaltozasa

= htr iranytangense
Ax Ax fliggetlen valtozo megvaltozasa JUEE )

Azx) —
Ax — 0 esetén a hurok atmennek az érintébe, ha létezik Alimo f (o + Ax ) — (o)
xr— X

differencialhényados (derivalt) = az érint6 iranytangense.

@ Legyen K, s C Dy

f(zo) = lim fxo 4+ Ax) — f(xo)

. f(@o+h) = flxo) _ . f(®) = flzo)
Az—0 Az :’111{)1% : h — = Jim :

T—T0 T — X

f derivalhato (differencialhatd) xo-ban, ha a fenti hatarérték létezik és véges. Ekkor
f'(x0) € R az f fuggvény xy pontbeli derivaltja (differencidlhanyadosa).

(D) Jobb oldali derivalt: £ (z)

f(z0) = lim f(xo+h) — f(xo) — lim f(x) — f(xo)

h—0+0 h z—x0+0

r — 29

f jobbrol derivalhato (jobbrol differencialhatd) xg-ban, ha a fenti hatarérték létezik
és véges.
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120 4. FEJEZET: FUGGVENYEK DIFFERENCIALASA

(D) Bal oldali derivalt:  f’ ()

fL(xo) = lim f(@o+h) = flwo) = lim f(@) = flwo)

h—0—0 h z—wo—0 T — T

f balrol derivalhato (balrol differencialhato) xo-ban, ha a fenti hatarérték létezik és
véges.

@ f'(x0) akkor és csak akkor létezik, ha 3 f) (z) és f’ (xo) és f(x0) = f (o)

D) f derivalhat6 (differencialhato) (a,b)-ben, ha f differencialhaté 2-ben Vz € (a, b)-
re.

D) f derivalhato (differencidlhato) [a,b]-ben, ha differencidlhatoé (a,b)-ben és még
3 f1{a), .(b) €R.

h—0 h h—0
1 2
= lim Whxn” lim (10 + k) = 10.
h—0 h h—0
— = '(3) =?
B f@ == FO)
73) =1 T BN 3-(+h) -1 1
a0 h he0 Bh(3+h)  m03B+h) O

f@)=vE,  f4)=?

1

VA+h— V4 i 4+h—4 y 1
= m-—=-—.
h=0+/4+h+2 4

f) = Jimy ———— "0 (VAT B+ /A)

f(@) = =], f'(3) =7, f(=2) =7, #(0) =7
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|34+ h| = 3] nap<3 .. 3+h—3

/ . — 1.
Fe) == =R
ooy e | =24 h = =2 hap<2 . 2-h—-2
=i ST
0= i, o = i
— — /
fL0)=1 RL=100 _ ypy =h 2y o
B h——0 h h——0 h

Az f(z) = |z| figgvény folytonos az origoban, de nem derivalhato; ilyenkor azt mondjuk,
hogy az origoban a fiiggvénynek tdrése van.

PL) f(z)=alsl,  f(0)="

f(0) = lim

h—0

®L) f@)=viz+5,  f(1)="

NUﬁMJTTWr—ﬂTT‘ VO 4h — V0 VI 4h++/9

hlh| =

m || =0
h—>0

lim =
i h h—0 h VI +4h 4+ V9
, 9+4h—9 . 4 4 2
= lim =lim—=—-=—.
h=0 h(/9+4h+3) h=0y/94+4h+3 6 3

@ Sziikséges €és elégséges tétel derivdlhatosdgra:
f akkor és csak akkor differencidlhato xo-ban, ha K,y 5 C Dy, |h| < é-ra:

Af = f(zo+h) — f(zo) = A-h+e(h) -,

ahol A csak xo-tol fiigghet, h-tol nem, és }lLir% e(h) =0. (Itt A = f'(xo).)
—

1. Sziikségesség:

3 }L% f(wo+ hli —f(wo) _ fl(zg) = S (o + hli —f(@o) _ ['(xo) + ¢,

ahole - 0,hah —-0. = (Af=)f(zo+h)— f(zo) = [f(z0) -h+e-h.

2. Elégségesség:
flzo+h) — f(xo) =A-h+e(h)-h teljesiil. Innen

Pt BT — e = (BI04 = e
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@ | Ha f differencidlhato xq-ban, akkor ott folytonos.

Tehat a folytonossag sziikséges feltétele a differencialhatosagnak, de nem elégséges.
Lasd |x].

A sziikséges és elégséges tétel alapjan:
fxo+h)= f(xg) +A-h+e(h)-h ]

Mindkét oldalon hatarértéket vesziink. }llirr(l) f(xo+ h) = f(zo)-ra jutunk, vagyis a ha-
%
tarérték egyenls a helyettesitési értékkel, tehat folytonos.

f@) =22  fi(z)="

Af=fla+h)—flx)=(x+h)y?>—a2*=22-h+h-h=A-h+e-h

A= f'(z) =2z (fuggetlen h-tol), }llirr(l) e(h) = }llirr(l)h =0
— —

4.1.1. Differencial, érints egyenes

Ha f differencialhato xp-ban:

Af = f(xo+h) — f(wo) = f(wo) -h+  e(h)-h

—_— ——
f6rész elenyészé rész

@ Az f fiiggvény (elsérendi) differencialja az xo pontban h megvaltozas mellett:
df = df(zo, h) := f'(z0) - h

@ df(zg,h): a fiiggvény xo-beli érinté egyenesén a fliggvényérték megvaltozasa h
lépésre. (4.1 abra)

Egyéb jelolések:
df(zo, Ax) = f'(xo) - Az; df = f'(z)Ax = f'(x) - dx

flx) =% df =32?Az, tehat da® = 3z°Ax

f(z) =2 df =1-Azx, tehat dz = Az. Ez indokolja a differencial legutolsd
jelolését.

tankonyvtar.ttk.bme.hu (© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi



4.1. DIFFERENCIALSZAMITAS

123

4.1. abra. Egy fiiggvény Af megvaltozasa valamint df els6rendii differencidlja az xq

pontban, a Ax megvaltozas mellett

Ax

f(x)

Af

df

Xo

Alkalmazasa:

Af~df :

fzo+h) = f(xo) + df (o, h) = f(xo) + f'(20) - h

=x

Xo+AX

f(z) =~ f(xo) + f'(wo)(x — o) : az xo pontbeli érints egyenes egyenlete.

4.1.2. Differencialasi szabalyok

1 (f(z) +g(@)) = f'(2) + 4'(2)
2. (cf(2)) = cf'(z)
3. (f(x)-g(@)) = f(x) - g(x) + f(z) - g'(x)

App

(D) Ha f és g differencidlhatd z-ben, akkor itt f+g, cf(c € R), f-g is differencidlhaté| = ?
1 A

valamint g(x) # 0 esetén — és S is differencidlhato, és =3

g A:P>P4

'konstansszoros derivaltja
25sszeg derivaltja

3gzorzat derivaltja

45sszetett fliggvény derivaltja

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi
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124 4. FEJEZET: FUGGVENYEK DIFFERENCIALASA

(flz+h)+gx+h) - (f(z)+9(x))

R e ; -

(cf(x)) = lim cfleth) = cf(@) = clim Jw+ hf)z — @) =c- f'(z)

h—0 h h—0
3. (f(z) - g(x)) = ['(2)g(z) + f(z)g'(x)
(f-9)@+h) = (f-9)(x)

flxz+h)g(z+h) — f(x)g(x)

i h = Jim h -
i J@ Mg+ 1) — f(@)g(e + b) + fa)g(e + B) — fa)gla) _
h—0 h
. (flx+h)glx+h)— f(z)g(z+h) flx)g(x+h)— f(r)g(r)
:#%< h * h )Z
12%( CAVRS (GRS g<x+h2—g<x>>
i | - !
f’(x) g(m) f(x) g’(x)

]llirr(l) glx +h) =g(xr) (hatarérték = helyettesitési érték) oka:
ﬁ

g derivalhaté z-ben = ¢ folytonos z-ben

g(r) — gz + h)

ilzlg(l)ﬁ (g(:v—i—h) B g(:r)) - llzli% hg(z+ h)glz)
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— lim -1 gle+h)—glx)  —g'(x)
=0 gz +h) gle) h . (=)
\ 4 !
glx)  g(=) J(@)

,llin% glx +h) =g(x): g folytonossaga miatt
ﬁ

(g(x) # 0 és g folytonos z-ben (mivel derivalhato) — FK,: g(x) # 0 (lasd
a Bolzano tétel el6tti segédtételt). Tehat elegendGen kis h-ra g(xz + h) # 0.)

(M)' _ ['(@)g(x) = f(2)g'(x)

> @ (@)
Ez mar kovetkezik az el6z6 két pontbol:
FON _ (w2 Y — o g () -
<g<x>) ‘(f“ g(a:)) F@) gy 1 )<g<w>)
o L =g @) fa)gle) — f(@)g (@)
=@y 19 2(2) .

Lancszabaly: Osszetett fliggvény derivéilasa

@ Ha f differencidlhato K, s -ben és g differencidlhato Ky s,-ben, akkor g o f is
i

erencidlhato x-ben és

(g0 H@) = (9(f (@) =g(f(=)) - f'(x) (=B)

Ha f folytonos Ky, 5-ban, © € K5\ {x0} (tehdt x € K,,;5) esetén 3 f'(x) és
3 lim f'(x) =c, akkor f differencidlhato xo-ban és f'(xo) = c. (—B)

T—T0
1

flz) = (22% + 3)VaZ 1+ 5
Fl(2) = (222 +3)VaZ + 5+ (222 + 3) (\/ﬂ n 5>/ = 40V B+ (200 43) 5 2

fa) = "+ 22 +5
Vat+ 222+ 1
2T+ 2% +5)Vat + 222+ 1 — (27 + 22 +5) (Vat + 222 + 1
/
(Vat+ 222 + 1)
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126 4. FEJEZET: FUGGVENYEK DIFFERENCIALASA

1
(72° + 22)vVat + 222 + 1 — (27 + 2% + 5)
_ 2yt + 222 + 1
x4 222 + 1

- (423 + 4x)

4.1.3. Magasabbrendii derivaltak

Ha az f(z) fuggvény differencialhatd az xy pont egy kornyezetében, akkor az f'(z)
derivalt fliggvény xo-beli differencidlhanyadosa adja meg az f(z) fiiggvény zy pontban
vett f”(xg) mdsodik derivdltjdt, azaz

/ !/

f//('rO) _ (f/>/<.CCO> — lim f (xO + h) B f (I())
h—0 h
A masodik derivalt egy adott xg pontban valo létezéséhez tehat sziikséges, hogy az elsd
derivalt fiiggvény az xy pont egy kis kornyezetében létezzék.

Az f(z) figgvény ismételt derivalasaval kapjuk a fiiggvény tovabbi, harmadik, ne-
gyedik, sth. derivaltjat. A magasabbrendi derivaltakat zarojelbe tett arab szammal,

esetleg romai szdmmal, vagy a differenciahédnyadosra utald formalis torttel jeloljiik:

d2
masodrendd derivalt: F(20) = (o) = fMao) = Z;ZQEO)
d3
harmadrendd derivalt: " (o) = f(3)(x0) — fHI(.CEo) _ (;(:50)
d5
otodrendd derivalt: ® (z0) = f¥(zo) = g(fo)
x
dn
n-edrendd derivalt: ™ (x) = CJ; éfo).

Fizikdban id6 szerinti derivaltat, illetve matematikaban paraméter szerinti derivaltat
szokas vessz helyett a fiiggvény f6lé tett ponttal is jelolni. Ha példaul az z(t) fliggvény
egy egyenesvonali mozgas hely—idé fiiggvénye, akkor az 2/(t) = z(t) derivalt fiiggvény a
mozgés sebesség—idd fliggvénye, és az 2”(t) = Z(t) masodik derivalt pedig a gyorsulas—
id6 fiiggvény.

A kovetkezo fliggvény mindeniitt derivalhato, de mésodik derivéltja az origéban
nem létezik.

1
fay= Ty TA0 p 0 mpe)=? fe) =7

0, ha z =0 v=0
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Ha = # 0, alkalmazhatjuk a derivalasi szabalyokat:

1 1 -1 1 1
f'(x) = 2z sin — + 2” cos — - — = 2w sin — — cos —.
T T oz T T

Ha x = 0, a definiciéval dolgozunk:

_f(h) = f(0) . ,
/ _ _ R
FOr=im = Ly, =0
=0 M~
korlatos

Az f(x) ¢és az f'(z) fliggvény grafikonjat a 4.2. abra mutatja.

4.2. dbra. Egy mindeniitt derivalhato fiiggvény, melynek derivéltja az origbban szakad

a) A fliggvény b) A derivaltja

0.05 : ‘ 15 :

f(x)

0.01

: " :
0 : : Vvvwr “vvvv\/ :

20.04 |t f

-0.05 -1 ‘ ‘

01 0 01 02
Lathato, hogy f'(x)-nek (masodfaji) szakadasa van az origéban, tehat Af”(0). Ha
x # 0, f(r) a derivalési szabalyok ismételt alkalmazaséaval egyszerten kiszamolhato.

Erdekességképpen megemlitjiik a kovetkezd tételt:

@ Intervallumon értelmezett derivdltfiiggvénynek csak mdsodfaji szakaddsa lehet.

A tételt nem bizonyitjuk.

4.1.4. Inverz fliggvény

>
g
kel
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@ Az f fliggvény invertdlhato értelmezési tartomanyénak egy I C Dy részhalmazan,
ha barmely két x1,xo € I szam esetén az f(x1) = f(z) egyenlGség teljesiilése maga
utan vonja, hogy x; = x5, tehat ha az f fiiggvény az I halmazon injektiv (kolcsonosen
egyértelmd vagy 1-1 értelmi). Ekkor barmely y € Ry szam esetén legfeljebb egyetlen
olyan z € I szam létezik, melyre f(z) =y . Ezesetben azt mondjuk, hogy = az y szam
f-inverze altali képe; = = f~1(y).

Az inverz fiiggvény jelolése Osszekeverheté a minusz els§ hatvannyal, ezért ez utobbit
inkabb 1/ f-el jeloljiik. A szamunkra fontos esetekben I C Dy intervallum.

Az inverz fliggvény értelmezési tartoménya, értékkészlete:

Dy =f(I)={ye€Rf|Fx € I: f(z) =y}, Ryw=1C Dy.

A definiciobol azonnal kovetkezik, hogy

Ve el: FHf@) = ("o f)z) ==, és
vy e f(I): FU W) =(fof ) =

Igaz tovabba, hogy (f~1)~! = f];, tehat egy fiiggvény inverzének inverze megegyezik az
eredeti fliggvény megszoritasaval arra a halmazra, amelyen az inverzet képeztiik.

@ Ha f szigorian monoton az I C Dy halmazon, akkor itt invertdlhato.

Ha valamely y € Ry esetén létezne z1,z9 € I, melyre f(x1) = f(x2) = y, és

X1 # X9, akkor ellentmondésba keriilnénk a szigortt monotonitéssal. |
Igaz tovabba, hogy f~! pontosan akkor szigortian monoton névé, ill. csokkend, ha f

szigortian monoton novd, ill. csdokkend I-n.

Az f(x) = x? fiiggvény nem invertalhato a teljes R halmazon, hiszen f(z) =
—z). Azonban f szigortan monoton az I = [0, 00) intervallumon, tehét itt invertal-

hato, és f~l(x) = /.

A kovetkezd tétel geometriai kapesolatot teremt f és f~! grafikonja kozott.

@ Ha az f fligguény invertdlhatd, akkor f=1 inverzének grafikonja az eredeti fiigguény
grafikonjanak az y = x egyenesre vald tikrozésével kaphaté meg. (4.3. dbra)

Ha a P(xg,y0) pont az f fiiggvény grafikonjan van, akkor yo = f(xz¢), és igy
zo = [~Yyo), tehdt a P'(yo, zo) pont az f~! inverz fiiggvény grafikonjan helyezkedik
el. P és P’ egymas tiikorképei az y = x egyenesre nézve, ezzel az allitast belattuk. W
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4.3. dbra. Az inverz fiiggvény grafikonja az eredeti grafikonnak az y = x egyenesre valo

tiikorképe

X0 Yo

Inverz fliggvény derivalasa

@ Legyen f szigorian monoton I-ben
f differencidlhato I-ben
és f'(x) #0 I -ben.

A feltételek miatt beldthatd, hogy f(I) is intervallum. Ekkor f=' differencidlhato az

f(I) tetszdleges belsd pontjaban (xg) €s

— invertdlhato
— f folytonos I-ben

Az Osszefiiggés igazolasahoz azt kell észreveniink, hogy a 4.3. abran jelolt « és
szogek potszogek (a + 0 = g) ,fgy tga tgf =1, és

1 - 1 1
S S T T T P )

Innen yo helyett xq-t irva kapjuk a bizonyitando allitést.
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Az inverz fliggvény derivaléasi szabalyanak egy masik egyszert bizonyitasa az

(fof D) =f(f(2) =2

azonossag derivalasaval kaphato meg. Az Osszefiiggés bal oldalat a lanc szabély szerint
derivalva azt kapjuk, hogy

Ff @) Y (2) =1,

ahonnan egyszerd atrendezéssel és x = x( helyettesitéssel adodik a bizonyitando6 egyen-
16ség.

4.2. Elemi fuggvények

4.2.1. Hatvanyfiiggvények

Pozitiv egész kitevGjii hatvanyfiiggvények

fx)y=2"|, n e NTF

4.4. adbra. Pozitiv egész kitevji hatvanyfliiggvények

a) Paratlan kitevd b) Paros kitevd
4 \ \ \ \ \

o AN

4 i i i i i i i i
2 15 -1 05 0 05 1 15 2 2 15 -1 05 0 05 1 15 2

A fiiggvény mindeniitt folytonos. (lasd: 4.4. abra)

Mindeniitt derivalhato és

Ugyanis
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f/(:p):}}lir}) f(x—FhiL—f(x):}}lL% (x—f‘h);—x”:
e —

(x+h)" "+ (x+h)" 2z + ...+ (x+h) 2" 2 +2"!) =
=1

=" " 4" " = nan!

N

-

n darab tag

Felhasznéltuk, hogy

a" =V = (a—b) (@ +a" b+ b+a" PV + .. 4V +ab" + ")

Pozitiv egész rendii gyokfiiggvények

f(x)=Yz|, n e NT
A fiiggvény az x" fiiggvény inverze (lasd: 4.5. abra), paros n esetén csak = > 0 - ra.

(Paros n esetén a teljes értelmezési tartomanyban nem invertalhato a fliggvény, mert
nem kolesonosen egyértelmi a leképezeés.)

4.5. abra. Pozitiv egész rendi gyokfiiggvények

a) Paratlan gyok b) Paros gyok
3 \ \ \ \ \ 3 S e B
X x112

X113 14
o L x5 i 25 X116
1 . 2
0 1.5
1+ . 1
2 - . 0.5
3 | | | | | O | | | | | | |

4 3 2 41 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 5 6 7 8

f'(x) : az inverzfiiggvény derivalasi szabalyaval:

1

fw) = Yo [ =t S = e
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1 1 1 1
(VA = i = e = 1 = Lk
Wl n(g@) T nah
/ 1 n paros: x > (
n n péaratlan: = # 0

z=0-ban 3 f'(0) (n paratlan) és 3 fL(0) (n péros ).

Negativ egész kitevgji hatvanyfiiggvények

f(x) = —| (neNT) (lasd: 4.6. abra )

4.6. abra. Negativ egész kitevGji hatvanyfiiggvények

a) Paratlan kitevd b) Paros kitevé

derivalési szabalya alapjan:

tankonyvtar.ttk.bme.hu (© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi



4.2. ELEMI FUGGVENYEK 133

Racionalis kitevdji hatvanyfiiggvények
fl@) =
Az Osszetett fliggvény differencialési szabalyaval belatjuk, hogy most is

(s8) = 5
xra = — x4
q

SIS

= ap (¢ >0)

Ugyanis
1 1
Fla) =~ @) part =
4q

ESE S

p_ —
xTa pFp 1 f— ]—9
q

Valés kitevgjti hatvanyfiiggvények

4.7. abra. Tetsz6leges valos kitev6ji hatvanyfiiggvények

3 T X—2
x-3/2
X1

Vo

\\\‘
1 \
051 - N - S S—
O | | | | |
0 0.5 1 15 2 25 3
z) = 2% « valos, x> 0).
)

A fliggvény definicioja:

@ Inz® alnz

Tr = e = €

A fliggvény grafikonja kiilonb6z6 kitevk esetén a 4.7. dbran lathato.

Belathato, hogy most is (%) = ax
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4.2.2. Exponencialis fiiggvények

4.8. abra. Kiilénb6z6 alapokhoz tartozd exponencialis fiiggvények

a) 1 <alap

f(z) = a” (>0, a#1)
Definialasa (vazlat):
Ha 2z cZ*: anggg
f(x) = a*-re igaz:
GEie —
(a™)™ =

Ha z=0: a =1

Ha € Z7: a® =

Ha x:Z—j; p,q€Z, q¢g>0: a®° =a
q

Ha z irracionélis:

b)O<alap<1

T

(1[/5)X
(1/e)
(1/2)x

m L g (4.1)

a™ e (4.2)

Felvesziink egy raciondlis értékeket felvevs pontsorozatot, mely az adott z-hez tart.

Tehat
Tn — T,

tankonyvtar.ttk.bme.hu
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a™ — A esetén : a® = A

Belathato, hogy A értéke fliggetlen x,, valasztasatol, csak x-tdl fiigg.

Az igy definialt fiiggvény tulajdonsagai:
Daz — R, Raz — (07 OO)7
a > 1 esetén (4.8.a dbra):

lim a® = oo, lim a" =0,
T—00 T—r—00

és a fliggvény szigortian monoton né és alulrél konvex. KEgy specidlis exponencialis
fiiggvény: e”, melynek meredeksége az origbban 1.

0 < a <1 esetén (4.8.b abra):

lim a* =0, lim a" = oo,
T—00 T—r—00

és a fiiggvény szigortian monoton csokken és alulrél konvex.

Derivalhatosag:
() =
=0 -ra:
. f(h) = f(0) eh —1 e’ —1
/ JR— R N N
For=m T s T 7
Nevezetes hatarérték, —B.
x#0 -ra:
. fle+h)— f(z) . etth _em , el —1
! _ J— = z —= z
o=~ M o°

4.2.3. Logaritmusfiiggvények

f(z) = log, (a>0, a#1) (a* inverze, 4.9. abra)

Ha a=e: Inz (természetes alapu logaritmus).
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4.9. édbra. A logaritmusfiiggvények az exponencialis fiiggvények inverzei

a)0<alap <1 b) 1 < alap
3 T 3 \ T
2 - . 2 - .
1 - 1 ;/ =
0 0
1+ 8 1+ .
2 - . 2 - .
(1/e)* o
log1/e(x) In(x)
3 i i | ! 3 i i ! !
3 2 4 0o 1 2 3 3 2 4 0o 1 2 3
1
(Inz) = — az inverzfiiggvény derivélasi szabalyéaval:
x
f(z) =Inz, fu) = e, () = e
1 1 1
o) — _ _
f(ZE) eu|u:1nm elnac T
(a®) = a”-Ina
Ugyanis (a®) = (ema") = (exln“)’ = e*me. (z1lna) = a® Ina.
1 1
lo = — = >0
(log,2)' = (——| @
Inz\’ 1 11
Ugyanis log,z)) = [— ) = — (Inx) = — —.
&Y (log, ) (lna> lna( ) Ina x

flg) = 10341, fi@) =7

f/(x) — 102952—1—1 -1n10 - (21,2 + 1)/ — In10- 102902-1-1 Ay
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f@) =], f() =7

Inz, haz >0

In(—z), haz <0

Ezért
1
f/(.flf) = hax;«é()
T

(Ugyanis  (Inz) — é 65 (In(—z)) = —(=1) = %)

2+1
B | f@) =T, @) =7

1 22+1\"  2'+3 22(a'+3) — (a2 +1)4a°
2241 '(x4+3) RN (z* + 3)2
143
Egyszertibben is eljuthattunk volna erre az eredményre. Ugyanis most
f(z) =In(2®*+1) — In(z* +3).
(A két fiiggvény értelmezési tartoménya is azonos.)

f'(x) =

Ennek felhasznalasaval

@) = — !

2z 3
241 4+ 3

4.2.4. Exponencialis hatvanyfiiggvények

@ Exponencialis hatvanyfiiggvény definicioja:

‘(f (a:))g(”’) — eln(f(x))g(z) _ 9@ f(x)

Ertelmezett, ha f és g értelmezett és f(z) > 0.

Derivalasa ezen alak segitségével.

x\/ Inz®\/ zlnz\! zlnzx /: @ X 1
(%) = (™) = (e**) =e (xlnz) = x (1 Inz+z x)
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((1 n xQ)Sin2x>l

(esin2x -ln(1+x2))/ _ esin2:r 1n(1+x2) . (SiDQ.T In (1 +CL’2>)/ _

sin 2x . 21‘
(1—1—:102) <C082:L‘ -2-1n(1—|—x2)+81n2x1+x2)

@ A derivalt meghatarozasahoz felhasznalhatjuk a logaritmikus derivalast is:

h(z) = (f(x))"™
Mindkét oldalra alkalmazzuk az In fiiggvényt:
Inh(z) = In(f (2))"” = g(z) - In f(x)

Mindkét oldalt z szerint derivélva:

% B (z) = (g(z)-Inf(x)) = H(z) = h(z)- (9(x) Inf(z))

Természetesen ugyanahhoz az eredményhez vezet ez a modszer is, mint az el6z6.

4.2.5. Trigonometrikus fiiggvények és inverzeik (ciklometrikus vagy
arcus fliggvények)

A szinuszfiiggvény és inverze

f(x) = sinz

Mindeniitt folytonos. (4.10 abra)

(sinz) = cosz, =z € R

fle+h) — f(z)

sin(x +h) — sinx

, ) )
z) = lim = lim =
f'(x) h—0 h h—0 h
. sinz-cosh + cosx-sinh — sinz
= lim =
h—0 h
. . cosh — 1 sin h
= lim sing - ——— + cosz - = cosx
h—0 h
— S~~~
—0 —1
Ugyanis:
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4.10. abra. A sin(x) és inverze, az arcsin(z) fliggvény

2 + i
10 |
0
K. i
2 ‘ ‘ sin(x) .
; ; ; ; ; arcsin(x)
- -T1/2 -1 0 1 2 'IT
. cosh — 1 ) —2 sin? % sm}—; h
lim = lim = lim —— sin— = -1-0=20
h—0 h—0 h—0 n 2

A sin(z) fliggvény a teljes értelmezési tartoméanyban nem invertalhato, mert végtelen

sokrétd. Ezért szikitjiik az értelmezési tartoményt:

-z szigortian monoton = 3 f~1(z)

f[-%,2] » [-1,1]

© f(2) =|arcsing]:

Jelenti azt a [—Z, Z]-be est radidnban mért szoget, melynek szinusza x (4.10. dbra).

Tulajdonsagai:

= [-1.1], Ruscsinz = |55 -

D arcsin x

Szigortian monoton ng, paratlan.

1
. /
arcsinz) = —— | <1
(wesine) = = | !
1

f~H(x) = arcsinz, f(x) = sinz, fY(x) = i)

u=f~1(@)
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Ennek alapjéan:
1 1 1

. / _—
(arcsinz) = = T -
. 2
cosu u=arcsin x 1— Sln2 u u=arcsin x -z

Felhasznaltuk, hogy

sinu+cos?u = 1 = cosu=++v1—sin’u és sinarcsinxz = x

(A megadott intervallumon cosu pozitiv.)

A nevezetes szogek szogfiiggvényei az alabbi két jol ismert hédromszog segitségével
szamithatok Kki:

™/
. V3 2
arcsin 0 = (7)T ) \/§
arcsinl = 5 D A
arcsin(—1) = T 1 1
2
1 T
arcsin — = —
V2 o4
. 1 T
arcsin [ —= | = ——
2 6
S11 arcsin 7 = SIn g = —

2
2m V3 g( 27r>

arcsin sin ? = arcsin

Néhény példa:

. arcsin
i, T
x—0 x

1. megoldas:

Helyettesitéssel oldjuk meg:
u:=arcsinr = T =sinu
Ha z — 0, akkor v — 0.

. arcsinz . u . 1
lim — = lim — = lim — =1
z—0 €T u—0 SInu u—0 SINU
U

2. megoldas:
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Mivel az arcsinz fiiggvény derivaltjat az inverzfiiggvény derivalasi szabalyaval vezettiik

c st

arcsin x . arcsinz — 0 Ly 1
lim = lim ————— = (arcsina)'|,_, = —— =1

z—0 T z—0 xr—0 V1—22|,_,

1
f(z) = 7+ 2arcsin (2> — 1) , g(x) = arcsin —

a) Hatarozza meg a fiiggvények értelmezési tartomanyat és értékkészletét!

b) Irja fel a derivaltfiiggvényeket, ahol azok léteznek!

Megoldas.
a) f értelmezési tartomanya:
—1<22-1<1 — 0<a? <2 — lz| < V2
—

V z-re igaz

Tehat D; = [-v2,V2].

f értékkészlete:

Mivel z?—-1€[-1,1] = arcsin(z®>—1) € [—g, g]
= 2arcsin (2? — 1) € [-7, 7] = Ry =10, 27]

g értelmezési tartoménya:

1
0< 5 <1 = 2»?>21 = [z]>1
N

V x-re igaz
Tehat D, = (—oo, —1] J[1, o0) .
g értékkeészlete:

1 1
Mivel  — € (0,1 — arcsin— (0, g]

! = ! T T
B @ =2 s bl < V2
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@) = —— —, |z[>1

A koszinuszfiiggvény és inverze

4.11. abra. A cos(x) és inverze, az arccos(z) fliggvény

I I I I T

cos(x)
mr arccos(x) 7
2 - i
1+ |
0 3

Ak =

1 1 1 1 1

-T1/2 1 0 1 2 m

f(z) = cosz

Mindeniitt folytonos. (4.11. abra)

(cosz) = —sinz, z € R
. flx+h) — f(2) . cos(z+h) — cosx
/ = 1 = 1 =
fa) = fim, h fim, n
. cosx-cosh — sinz -sinh — cosz
o 1m g
h—0 h
) cosh — 1 . sin h i
= lim cosx - ———— —sinx - = —sinzx
h—0 h
— S~~~
—0 —1
Invertalas:

A cos(z) fliggvény a teljes értelmezési tartomanyban nem invertalhatod, mert végtelen
sokrétd. Ezért szikitjiik az értelmezési tartoméanyt:
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f:10, 7 — [-1,1] szigortan monoton = 3 f~!(x)

® @)=

Jelenti azt a [0, 7] -be es6 radianban mért szoget, melynek koszinusza x. (4.11. abra)

Tulajdonsagai:
Darccosz = [_171] ’ Rarccosx = [07 ﬂ-]

Szigortian monoton csokken.

1
(arccosw) = ————| |z <1

V1—a?

Bizonyitasa az inverzfiiggvény derivalasi szabalyéaval:

fH(x) = arccosz, f(u) = cosu, , f'(u) = — sinu
-1 _ 1
(@) f'(u) w—f1(z)

Ennek alapjan:

( y 1 ~1 ~1
arccosxr) = = — = —
Q] / 2 \/ 2
s u U=Aarccos T 1 —cos*u U=Aarccos T I—x

f(z) = 5w — 2arccos(4x — 1)
a) Dy =7, Ry =7

b) Létezik-e inverze f-nek?
Ha igen, f~'(z) =?, Dy =7, Ry =7

. 1
c) Irja fel a figgvény zo = 3 pontbeli érinté egyenesének egyenletét!

Megoldas.
. 1
a) ET.. —-1<4r-1<1 = 0<4r<2 — O§x§§
1
Tehat D; = {0, 5}
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Mivel (4z —1) € [-1,1] = arccos(4z — 1) € [0, 7]
= 2arccos(4x — 1) € [0,271] == R; = [3, 57|

b) f szigortian monoton né D -en:
Ugyanis, ha felvesziink az értelmezési tartomanyban két pontot:

O§x1<x2§% — 4o —1<4xy—1
= arccos(4xy — 1) > arccos(4dxy — 1)
= —2arccos(4z; — 1) < —2arccos(4dzy — 1)
= f(z1) = 5w — 2arccos(4r; — 1) < b — 2arccos(4dxy — 1) = f(x9)
Mivel a fiiggvény szigortian monoton né Dy -en, ezért 3 f~*(z).
f71(z) meghatarozésa :
y = bm — 2arccos(4dx — 1)

om — 5 —
7T2 J — 4r — 1 = cos 7r2 y

1 om — 1 o —
= T = Z(1—1—(:os 7r2 y) iz fH=z) = Z(1—1—(:os 7r2 a:)

= arccos(dz — 1) =

Djr = Ry = [3m,57] & Rpa = Dy = {o, ﬂ
/ — - . _1 .

c) fl(x) = =2 NETESE 4
(f10) = —2= > 0:

Hamarosan latni fogjuk, hogy a szigorian monoton névekedés ebbdl is kovetkezik.)

B 1 (1 y = 16 1 ¢
= (5)+7 (5) (=5) = 5+ 5 (e m5) - e
f(é) = bmr—2 arccos(—%) :HTW és f’(%) :\1/—6;_)

—_——

2

3
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4.12. abra. A tg(x) és inverze, az arctg(x) fiiggvény

2 -

-T2 - ‘ ! ‘ ; —

-3m/2 - -T1/2 0 2 L 3m/2

A tangens filiggvény és inverze

sinx

COS X

x # g + k7 esetén folytonos. (4.12. abra)

(tgx) = : x#gnL/m

cos? x

A hanyadosfiiggvény derivalasi szabalyét és a fliggvény definicidjat hasznaljuk fel.

(G =)

(tez) = (sinx)/ _ (sinz)" cosx —2 sinz (cosz)’
cos x cos? x

cosw-cosw — sinw-(—sinz) 1

™
= 5 = 5 :L'7é§+k7l'
cos“ x COos“x

Invertalas:

f: (—%,%) > (—00,00) szigortian monoton = I f~1(x)
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© 1) = [atga] :

Jelenti azt a <—g, g) -be es6 radianban mért szoget, melynek tangense . (4.12. abra)
Tulajdonsagai:
T
Darctgac = R, Rarctgz = <_§a§)
Paratlan fiiggvény:  arctg (—z) = — arctgx
(arctgz) = — €R
arctgr) = —— | «
& 14 a2
Most is az inverzfiiggvény derivalasi szabalyaval bizonyitunk:
1
-1 = t =t ! =
) = arctga, S = tgu, f) =
1
F() =
P Lz gm1a)
Ennek alapjéan:
1 1 1
t ! — —= —
(aI'C gI) 1 1+ th U arctga 1+ 22
COSQ u u=arctg x

Felhasznéltuk az alabbi azonossagot:

cos?u+sin®u =1 |:cos?u = 1+tglu =

cos? u

x
fry t _—
f(z) = arctg 2+«

a) lim f(z) =7, lim f(z) =7

r— —2+£0 T — Fo0
b)  f(x) =7 ,ha z# -2

Q) Jlim, () =

Létezik-e f'(—2) 7
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Megoldas.
—4
N
~=
. 2—x 0 ) 2—=x 7
a) lim arctg = —— lim arctg = —
z— —2+40 24z 2 x— —2-0 24 x 2
—~ ——
1 — +00
0+
———
— —00
2 1
9 _ B
Mivel lim - lim £ = —1, ezért
r—too 2412 z—too 2
—+1
T
lim f(x) = arctg(~1) = -7
x%lriloo T) = arctg - 4
b) Ha = # —2

c) lim f'(z) = —i

r— —2

f'(=2) #, mert az f fiiggvény nem folytonos z = —2-ben.

Igy most lattunk arra példat , hogy hiaba létezik az f' fiiggvénynek hatarértéke
—2-ben, mégsem létezik f'(—2).

A kotangens fiiggvény és inverze

COS X

flz) = ctgz =

sin x

xr # k7 esetén folytonos. (4.13. abra)

1
(ctgz) = — g ¢ # km

Most is a hényadosfiiggvény derivalasi szabalyat és a fiiggvény definiciéjat hasznaljuk
fel.
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4.13. abra. A ctg(z) és inverze, az arcctg(x) fiiggvény

2

-3m/2 - -/2 0 2 L 3m/2

/ cosx\’  (cosz) sinx — cosx (sinz)’
(ctgz) = (- )
sin sin®
—sSInx-SINT — COST - COST 1

= = ——, x # krm

sin® x sin”“ x

Invertalas:

f: (0, m) — (—o0,00) szigortian monoton = 3 f~!(z)

© 1) = [awega) :

Jelenti azt a (0, 7)-be es6 radianban mért szoget, melynek kotangense z. (4.13. abra)

Tulajdonsagai:
Darcctgz = ]R, Rarcctgm = (07 7T)

(arcctgx) = — reR

Most is az inverzfiiggvény derivalasi szabalyaval bizonyitunk:

f~Yz) = arcctgz, f(u) = ctgu, fllu) = — —;

=1 —
f (SU) f’(u) u—f-1(z)
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Ennek alapjan:

( tg z)’ 1 1
arcctg xr = - - -
& 1 1+ ctg?u
SiIl2 u u=arcctg x

u=arcctg x

Felhasznéltuk az alabbi azonossagot:

cos?u+sinu = 1 |:sin®u = 1+ctg?u =

sin” u

@ Vigyazat!

arcsin &

arccos xr

arctgz ; arcsin’® x + arccos® # 1 stbh.

Ellenérzés nélkiil ne probaljak a trigonometrikus azonossdgokat altalanositani az arkusz

fliggvényekre!

pel.)

@ Fejezziik ki arctgx segitségével arcsinz, arccosx és arcctgx értékét!
(A programozasi nyelvekben beépitett fliggvényként altalaban csak az arctgx szere-

Yy = arcsinx

) sin arcsin x
tgy = tgarcsinx = =

cosarcsinx \/ 1 — sin? arcsin x

=—> y = arcsinx = arctg —

Hasonl6an megmutathato, hogy
arccosx = arctg

vV1—a22
x

4.2.6. Hiperbolikus fiiggvények és inverzeik

1
; arcctgx = arctg —
x

V1—22

A szinusz hiperbolikusz és a koszinusz hiperbolikusz fiiggvény

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi
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4.14. abra. Az shx és ch x fiiggvény

3 T
2 |- -
1 |- -
0
T 4 -
sh(x)
2/ ch)
eX/2
eX2
-2
3 i i i 1
-3 2 1 0 1 2 3
ef —e™”* e +e " . .
shx = T chz = T (lancgorbe)

(Szinusz hiperbolikusz, illetve koszinusz hiperbolikusz fiiggvények, 4.14. abra.)

Tulajdonsagok:
sh x paratlan, chx péros. ‘
Ugyanis
-z _ —(—x) T _ T
sh(—z) = ¢ ¢ = 2% — _sha
2 2
ch(—z) = e re _ chz
2

(shz) = chx ; (chz) = shzx
Ugyanis

z __ —x\/ T —x
(shz) (1) _ e
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Azonosségok:

ch’r —sh*zr =1
sh(x + y) =shaxchy + chashy
ch(z &+ y) =chachy £+ shxshy
sh2zx =2shxchax
ch2x = ch’z + sh’z

ch2z + 1
hlg = ———  ©
ch*z 5

ch2x — 1
hlgp = "~
sh®z 5

Az area szinusz hiperbolikusz és az area koszinusz hiperbolikusz fliggvény

4.15. abra. A shx és inverze, az arsh x fiiggvény
3

2 [ -
1 [ |
0
1L |
2L |
sh(x)
arsh(x)
3 i i | |
3 2 -1 0 1 2 3
DO | f(z) = arshz |: az sha flggvény inverze (4.15. abra)
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Az f(x) = shzx fiiggvény szigorian monoton a teljes értelmezési tartomanyban, ezért
3 az inverze, melynek jelolése: f~!(x) = arshz (area szinusz hiperbolikusz).

Erdekesség: a fiiggvény kifejezhets az In fiiggvény segitségével az alabbi modon:
arshz = In (x + Va2 + 1)

Ugyanis:

ey — efy

5 :x:>(ey)2—2xey—1:0

y = arshz = shy = 2 =
Ez eY-ra masodfoki egyenlet.

2 Vaz? 4+ 4
_ VAt =r+V224+1>0

A masik gyok negativ, igy nem johet szoba e¥ értékére, mely mindig pozitiv.

— ¥

— y = arshx = ln(x—i—\/:cQ—i—l)

1
(arshz) = ——— r € R

Jita

Az inverzfiiggvény derivélasi szabalyéaval:

1 1 1
(arshz) = e =

chu u=arsh x V 1 + Sh2 Uu w=arsh \% 1 + $2

Felhasznéltuk, hogy
ch®u — sh®>u = 1 miatt chu = ++/1+sh®>u (chu > 0).

O | f(z) = archz |: a chz fliggvény inverze z > 0-ra. (4.16. &dbra)

f(z) = chzx fiiggvény a [0,00) intervallumon szigortian monoton = 3 f~!(z)
ezen az intevallumon, melyet archx modon jeloliink és area koszinusz hiperbolikusz
(roviden: area ch) fiiggvénynek neveziink.

Ez a fliggvény is megadhato az In fiiggvény segitségével:

archz = In (z + V22 — 1) (—B)

Derivalhatosag:

1
(archz) = ——— x>1
2?2 —1

Most is az inverzfiiggvény derivaléasi szabalyaval dolgozunk:
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4.2. ELEMI FUGGVENYEK 153

4.16. abra. A chx és inverze, az arch x fliggvény
3

ch(x)
‘ arch(x) ‘

w
N
R
o
-
N
w

1 1 1
(archz) = — R S -

shu| _ 2, _ 2 —1
u=arch x ch*u 1 w=arch z

Felhasznéltuk, hogy

ch?u — sh?u = 1 miatt shu = ++1+ch?u
(A vizsgalt intervallumon shu > 0) .

A tangens hiperbolikusz, kotangens hiperbolikusz fiiggvény és inverziik

thz, cthx ésinverzeik arthx, arcthax fiiggvények

(tangens hiperbolikusz, kotangens hiperbolikusz, area tangens hiperbolikusz és area ko-
tangens hiperbolikusz)

D) thz := —— (pératlan fiiggvény, 4.17. abra)
chz
0
1
22
T x T e
lim thzx = lim Sl lim, o0 ¢ —e_2 =
T — 00 z—oo e¥ + e 7 et 1+e r
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4.17. abra. A thx és a cthz fliggvény

3 I
2+ _
1+
0
1 ]
oL th(x) i
2 cth(x)
sh(x)
ch(x)
-3 1 1
-3 2 1 0 1 2 3

(thz) shz)’ chxz-chx — shx-shx 1
xr g _— g prnd
chzx ch? ch?z

h

O cthz = Ch—x , x#0 (paratlan, 4.17. abra)
shz
1

thz) = —
(cthz) sh? z

Mindketts a teljes értelmezési tartoményban invertidlhatd, mert a leképezés kolcso-
nosen egyértelmi (4.18. abra).

Belathato, hogy

(arthx) = lz| <1

1
1—a2’

(arcthz)" = lz| > 1

1—a227
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4.18. abra. A th(x), arth(z), valamint a cth(x) és az arcth(z) fiiggvények

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi

a) A th fliggvény és inverze

th(x)
arth(x)

b) A cth fliggvény és inverze

cth(x)
arcth(x)
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Derivalttablazat
() f'(@) Dy
z° ax®! (0, +00)
a® a®lna (—o00, +00)
11
1 — = 0
Ogax lna €T ( 7+OO)
sin x CoS T (—00, +00)
CoS T —sinx (—00, +00)
; 1 < T 7T>
'Z‘ —_—— f—
& cos? x 272
1
ctgx - (0,7)
sin”
i : (-1,1)
arcsin x —_— -1,
V1— a2
1 (-1,1)
arccos - -1,
V1—a?
1
arctg 2 (—00, +00)
1
arcctg i (—00, +00)
shx chz (—00, +00)
chzx shz (—00, +00)
1
thx —00, 00
ch®x ( )
th ! (0,400)
ctha — , +00
sh? z
h 1 (~o0,+20)
arsh z —_— —00, +00
V1422
1
arch x —_ 1, 400
= ( )

a € R tetsz6leges, a € (0,+00) \ {1}
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4.2.7. Néhany osszetett példa az el6z6 anyagrészhez

f@) = 1@*+1) (" — 27 fi(a) =7

Megoldas.

(x4 22) (z = 1),
f) = @+ D) e —1] = (@ +a?) o — 1] =

—(z* +2?) (z - 1),

g(z) == (z* +2%) (r —1) : mindeniitt derivalhato.
A szorzatfiiggvény derivalasi szabalyéval:

gd(x) = da3+2x) (x—1) + (z* +2%) -1
Ennek felhasznalaséaval:

g(z), hazx>1

flx) =
—¢'(x), haz <1

x = 1-ben a definiciéval dolgozunk:

haz >1

haz <1

f(1) = lim M — lm (2t +2%) |z —1] — 0
z—=1 SL’—l r—1 r—1
' Y (334—1-1‘2) (:1;—1) B
f+(1)—zgrln+0\ g 1_2
i a?
4 2 B 1
= i, S )
:—(;‘:—&-xz)
= f(1)3
(Ch_5$)2 , ha z <0
flz) = Sm4x7 b= 0
x
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158 4. FEJEZET: FUGGVENYEK DIFFERENCIALASA

Hol folytonos és hol differencialhaté az f fiiggvény?

fl(z) =7 lim f(z)=?

T —r 00

Megoldas.
Ha z # 0, akkor f folytonos, mert folytonos fiiggvények dsszetétele.
Vizsgalando az x = 0 pontbeli viselkedés:
f(0—0)= f(0)=(ch0)*=1 ¢s
sin 4z sin4x

fO+0) = xglglw T - xE%lJro 4x

Mivel f(0 —0) # f(0+ 0), tehat limo f(x) nem létezik, igy a fliggvény nem
T —

folytonos x = 0-ban, ezért nem is derivalhato itt, tehat f’(0) nem létezik.

4=1-4=1

x # 0O-ra a fiiggvény derivalhato és

2 (chbzx)-(shbz)-5, hazx<0
-1

f(x) =94 (4-cosdx) -z — (sind
(4 - cos4x) 51:2 (sindx) C haz>o0
x
in 4 1
lim f(z) = lim T lim - -sindg = 0
T — 00 T — 0o T I N——
“~~ korlatos
0
g(z) = ¥, h(z) = 22° +az + 3
g(x), haz>0
flz) =
h(z), haz <0
Megvalaszthato-e a és [ értéke gy, hogy f mindeniitt differencialhato legyen?

Megoldas.
Mivel g, h mindeniitt derivalhato, ezért x # 0 esetén f is derivalhato.

gd(x)=2¢e*, haxz>0

f'(w) =
W(z)=4r+«, haz <0
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Igy csak 2 = 0-at kell vizsgalni.

A differencialhatosag sziikséges feltétele a folytonossag. Ehhez teljestilnie kell, hogy

f(0+0) = f(0) =g(0) =1, megegyezzen f(0—0) = h(0) = eértékével, tehat
g=1.

Mivel

fL0=4g(0)=2,
ff0=nr0)=a,

Igy a derivalhatosaghoz o =2 valasztas kell.

f(x)zw—arccoswé—l

1. Dy =7 R; =7
2. Irja fel az zy = = pontbeli érinté egyenes egyenletét!

3. Mutassa meg, hogy f-nek létezik az inverze és hatarozza meg!

(f~H =) ="7)

Megoldas.

1 1 1
L0<~-1<1 = 1<-<2 — 2<a<l Df:{_@]
s a

1

2 2
1 s T 1

Itt 0 < arccosy/——1< - = - < 7m—arccosy/——1<7m: Ry=
T 2 2 T

571

1 1 1
2= 1 <_?>
\/1—(1_1> 2\/——1
x x
4 4 1 T 27
Lo = o f — | =T —arcCos - =m — — = —;
5) ) 3 3
f,<é>: 1 1 -5 -2
D 3, /1 2 83
4 4
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3. 1 <ay <wy <1 esetén f(z1) > f(x2) megmutathato (HF.) = [ szigortian
monoton csokken = I f~! Ds-en
(Vagy:
f'<0Dy=In = f szigorian monoton csokken = I f~! Dsen)

/1 /1
y=m—arccos{/——1 == arccosy/——1=7—y

T x

1 1

— ——l=cos(mr—y) = =—1=cos’(m—y)
T T
— Csltet(oy) = 1 (v 9)
— =1+ cos?(m — T = x
x Y 1+ cos? (m—y) Y
1 1
—1 . —
/ (x)_1+COS2(7T—£E> 1+ cos?x
T 1
fol = Rf = |:§,7T} s Rffl = Df = |:§, 1:|

@ Legyen
T

fla) = =5 + arcsin (;) T € (2,00)
1 fl(a) =7

2. Indokolja meg, hogy a fliggvénynek létezik az inverze! Hatarozza meg az inverz
fiiggvény értelmezési tartomanyéat!

7
Ellenérizze, hogy f~! grafikonja atmegy a (—%,4) ponton!

3. Irja fel az inverz fiiggvénynek ezen a ponton athalado érinté egyenese egyenletét!

Megoldas.

1 -2 2
+—_:_Z_— ha z > 2.

o\ 2 7 3 ava?—4’
1— (2
)

2.2 < m < my esetén f(xy) > f(xy) megmutathaté (HF.) = [ szigortan
monoton csokken = I f~! Ds-en
(Vagy:

1. fl(z) = —g
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x> 2re f'(r) <0 = f szigortan monoton csokken = invertalhato)

2 2
r € (2,00)re —€(0,1) = arcsin— € <0, Z)
T

T 2
=27 7 —T
— Rf = | —CQ, T + E = | —0Q, ? = fol
4 1 4
Mivel f(4) = —% + arcsin§ = —?ﬂ + g = —%T = f! <—%T> =4

3. Az érint6 egyenes egyenlete:

et (_'m) B 1 1 1 _ 12
6) (.. T\ [f(A) T 2 " 4r+.3
(%))

P () () - (Rl

—_——
=4

F(z) = te <arcsin (32;5 — 5))

Hatéarozza meg a fliggvény értelmezési tartomanyat és értékkészletét! Mutassa meg,
hogy a teljes értelmezési tartomanyban létezik az inverze, és irja fel az inverz fiiggvényt!

Megoldas.

. oF —
Df - {l‘ : |2.’I? B 5| S 1} = [273]7 mert akkor arCSIH( X 5)

3

miatt tg is értel-

T

S —

<
mezett.

arcsin (2x — 5) T T 1 1
értékkészlete [——,—} — R;i= [——, —]
3 6" 6 R RRVE RV
Mivel 2z — 5, arcsin és tg is szigorian monoton novs, ezért f is az Dy-en = Dj-en

351

Dy-en

arcsin (2x — 5) arcsin (2z — 5)

y = tg 5 —  arctgy = 5 — 9y — 5 =
€-3.5)
sin (3 arctg y)
5 1 |
= =3 + 5 sin (3arctgy)
Tehat
5 1 1 1

f(z) = §+§ sin (3 arctg x) ; Dy =Ry = [——3, —3} ; Ry =Dy =12,3]
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f(xz) = ¢/In (tg %x)

Adja meg az x = 5 pontot tartalmazo legh6vebb intervallumot, amelyen a fiiggvény
invertalhato, és irja fel itt az inverz fliggvényt!
Df—l = ? Rf—l = ?

Megoldas.

s 37 T
x € (4,6) esetén 17 € (71', 7) = tg i € (0,00) = Dy,
Tehat f: (4,6) — (—o0,00) egy-egyértelmd, mert az Osszetételben szerepld fliggve-
nyek mindegyike szigorian monoton né az érintett intervallumon == f szigorian
monoton n6 = I fL

Az inverz:
y = ¢/In (tg %x) — P=1In <tg %x) — o) =tg (%x) = tg (%x - 7T)

4
— arctg o) = Zm -7 = X = —arctg e’ 44
s
Tehat

4 .
fH@) = —arctge™) +4; Dpr=(-00,00);  Rp1 = (4,6)
000

4.3. A differencialszamitas kozépértéktételei

4.3.1. Sziikséges feltétel lokalis szélsGérték létezésére
(Differencialhato fiiggvényre, az értelmezési tartomény belsé pontjaban)

(D) f-nek lokalis maximuma (minimuma) van az értelmezési tartomany belsé z, pont-

jaban, ha 3 K, s: f(x) < f(xo) (f(z) > f(z0)), ha z € K, 5.

@ Ha f az x¢ helyen differencidlhatd és ott lokdlis szélséértéke van, akkor f'(xq) = 0.
(Kl“o,ts C Df)

Pl. lokalis maximumra (4.19.a abra):
lim f(zo+h) — f(xo)

h—0— h
-
~~

= (o) = ['(wo) =0

—~
derivalhatosag miatt
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4.3. A DIFFERENCIALSZAMITAS KOZEPERTEKTETELEI 163

xo+h)— f(z
hILIgl+jC(O+ ) f( O)ijr(xo):f/($0)§0

S/

>

=  f(z9) =0 (vizszintes érintd)

(A =, illetve a = szimbolumokban a + és — jel a tort szamlalojanak és nevezgjének
elgjelére utal.)

4.19. abra. a) Derivalhato fiiggvény lokalis szélsGértékének szitkséges feltétele a vizszintes
érint6 b) Magyarazo abra a Rolle-tételhez

f(a)=f(b)

Xoth Xg Xoth a g n b
(h<0) (h>0)

4.3.2. A differenciilszamitas kozépértéktételei

(T) Rolle-tétel: ({.19.b dbra)
Ha f folytonos [a,b]-n és differencidlhato (a,b)-n és f(a) = f(b), akkor

e (ab): f(§=0

Weierstrass I1. tétele értelmében f-nek van minimuma és maximuma. Ha mindket-
t6t a végpontokban veszi fel, akkor f(a) = f(b) miatt f(x) = konst. és igy V¢ € (a, b)-
re f(§) = 0. Ha valamelyiket az intervallum belsejében veszi fel, akkor ott az el6z8
tétel értelmében f/(£§) = 0 (€ a szélsGértékhely).
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Megjegyezziik, hogy ¢ nem mindig egyértelmtd, a 4.19.b abran példaul f/(&) = f'(n) =
0.

@ Lagrange-féle kozépértéktétel:
Ha f folytonos [a,b]-n és differencidlhato (a,b)-n, akkor 3 £ € (a,b) :

ro = 101w

hoal@) = (o) + LT oy )
g(z) = fz) —h(x)  gla) = g(b) = O

g folytonos [a, b]-n, differencialhato (a,b)-n

olle-T. b -
Rt S e (ab): ge) = e - 1O W o
h(£)
@ Cauchy-féle kozépértéktétel:
Ha f és g folytonos [a,b]-n, differencidlhato (a,b)-n és ¢'(x) # 0, ha x € (a,b), akkor
3¢ € (a,b):
7€) _ 1) - £l
g' (&)  g(b) —g(a)

W) = (f(b) = f(a)) g(x) = (9(b) — g(a)) f(z)

h(a) = (f(0) = f(a)) g(a) = (9(b) = g(a)) f(a) = f(b)g(a) — g(b) f(a)
h(b) = (f(b) = f(a)) g(b) — (9(b) — g(a)) f(b) = —f(a)g(b a

h folytonos [a, b]-n, differencialhato (a,b)-n és
ha) = f(b)g(a) = g(b)f(a) = h() "B 3 € (a,b): W(E) =0, vagyis

(f(b) = f(a)) §'(§) — (9(b) — g(a)) f'(§) =0 |

Megjegyezziik, hogy ¢g(b) —g(a) # 0, ellenkezd esetben g(a) = g(b) miatt g-re alkalmaz-

hat6 lenne a Rolle-tétel és akkor 3 ¢ € (a,b), melyre ¢'(€) = 0 lenne. Igy rendezéssel
megkapjuk az allitast.
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@ A Lagrange-féle kozépértéktétel a Cauchy-féle kozépértéktétel specidlis esete
(9(xz) = z), a Rolle-tétel pedig a Lagrange specialis esete.

(D) Ha f folytonos [a,b]-n, differencidlhaté (a,b)-n és ott f'(z) =0, akkor

flz)=c x € [a,b]-re

A Lagrange-féle kozépértéktétel miatt V [z, zo] C [a, b]-re 3 € € (21, x2) :

f’(ﬁ) _ f(x1) — f(x2)

X1 — T2

, ¢ € (a,b)

De mivel f/(§) =0 = f(x1) = f(z2) Va1 #z9re = f(x) =konst. |

@ Az integrdlszamitds I. alaptétele:
Ha f folytonos [a,b]-n, differencidlhato (a,b)-n és
f'(x)=4¢(z), ha z € (a,b),
akkor 3 C e R:
flx) =g(x)+C  Vaelab]

Tehdt csak egy dllandoban kilonboznek.

h(z) := f(z) — g(x)-re kell alkalmazni az el6z6 tételt.
4.3.3. Feladatok

1. Alkalmazhato-e az
f(x) =z - sin Va2
fiiggvényre a Lagrange-féle kozépértéktétel a [—1, 1] intervallumon?

2. Alkalmazhato-e a Rolle-tétel az

f(x) = |arctg
fiiggvényre a [—1, 1] intervallumon?
3. Alkalmazhato-e f-re a Lagrange-féle kozépértéktétel?

s
fwy =4 Wl Ty MY a0

0, haz =0
Ha igen, £ =7
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4. Hatéarozza meg a derivalas elvégzése nélkiil a
p(z) = (z —2,1)(z — 2,3)(z — 2,5)(x — 2,7)
polinom derivaltjanak gyokeit 0,1-nél kisebb hibaval!
5. Bizonyitsa be, hogy

a) |sina —sinb| < |a—b|, ahola,beRésa<b.
b—a

cos? a

b)

b—
<tgb—tga<—a, ahol 0 <a<b<~
cos? b 2

c) tgx—1>2x—g, ha 0<$<%

d) arsh (1 + z?) < 1+ arshz?
1
e) sinx < (x—%) V3

T
2 2’ 6

1
6. f(x):{ arctgx_1+%(x—1), x#1

b, T =

a) Adja meg b értékét ugy, hogy f-re a [0, 1] intervallumon alkalmazhaté legyen
a Rolle-féle kozépértéktétel!

b) Keressen egy olyan értéket, amely a Rolle-tétel értelmében létezik!

4.4. L’Hospital-szabaly

>
4]
kel

0 oo

(5 = alakra alkalmazhat6 kozvetleniil.)

@ L’Hospital-szabdly: '
Legyen f és g differencidlhato K, s-ban és itt g(x) # 0, ¢'(z) # 0 és

lim f(z) = lim g(z) =0

T—Q T—Q

Ha  lim f/(x) =06, akkor lim M =0
z—a g'(x) z—a g(x)
tt o=z, xg +0, xg — 0, +00, —00 lehet, = b, +00, —00 lehet).
(1 0 0 leh B=1b lehet)

a = xo-ra bizonyitjuk.
F(x0) =0, glxo) :=0

@) J@) = f(x) _ [
g(@) 9@ —glx) _ g©)

(Cauchy-féle k.é.t.) &€ (x,x0) (ill. £ € (2o, x))
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i T FO P @)

, ha ez utobbi létezik (véges vagy oo
vz g(x)  €owo ¢(E) @m0 ¢'(x) (veg gy o)

Hasonlo tétel bizonyithatoé 2 alakra is.

Hatarozatlan alakok:

8, E L’H kozvetlentl alkalmazhato.

00

0 - oo: atalakitas utan: f(z) - g(x) = —f<1x) v _g(lx ) alakkal probalkozunk.
g(z) f(@)

| ) o 1 1 k(z)—h(x) [0
oco—o00: h(z):=——, k(z) := m7 fla)—g(e) = h(x)_k‘(x) ~ h(z) k(z) (_)

(
0°,1°°, 0c": (f(x))g — eg(z In f(z)

B
|&e
3
o
Il
5
S
8
3
0
o
[
=
ez
B
| S
I
=
E)
)
o
(@)
=

j:
4=
(@)
(@)
wn
SIES
=
s
8 —
LB
[\
(@)
(@)
wn
&
|
@
=]
8
SN—
I
(@)

T
2 r— — 2 1
2
. sin 3xr — xe®s* L 3 cos3x — €% + xe®Tsinx 3—e
@ lim - = lim - =
=0 —1 —sinx + cosx z—0 —CcoST —sInxT —1

. shz—2x |1H .. chx—lLH sh z L’H chz 1
llm — | =1 lim lim — = —
x—0 ;Ij3 x—0 3332 x—0 6;13 z—0 6 6
: ™ . Inz 1 z 2
}:L)n%(lnx)-tgix =lim ——+ = lim —*—— = ——

rz—1 rz—1 1 m ue
“F) P
ctg 2$ s1n2(§a:) 2
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168 4. FEJEZET: FUGGVENYEK DIFFERENCIALASA

m-—
z—0 T + e + xet 2

1
1 1
lim (cos 5z)= | = lim e (e0352) — i 37 IR0s5e — 9

x—0 x—0 z—0
~ Incosbr g .. —osinsz . —25 sinbzx 1 25
lim ———= "= lim —<%2 — |i;m . . - ==
=0 g2 z—0 21 =0 2 Sr  cosdx 2
——
i
1

: 1
= lim (cosbz)+? =e 2
z—0

3
lim (1 + cosx)ctes =7
z—=Z

2

3 % 31n (1+4cos x) Z )
(1+ cosz)wier = em(IFcosa)®ET — o™ g L3e3! = e® | mert
us
3

. In(1+4cosz) LH .. L_ . (—sinx) . sin®
lim ¥ = Qi LEeose T =lim —=1
=z ctgx =z — = z—% 1+ cosx

sin® x

Legyen f(z) = (cos2?)s7, ha z € (0, 1], f(0) =b.
1. f/(z) =7 hax € (0,1)

2. lim f(z) =7

r—0+

3. Megvéalaszthato-e b értéke gy, hogy f-re alkalmazhato legyen a Lagrange-féle
kozépértektétel a [0, 1] intervallumon?

(Mondja ki a Lagrange-féle kozépértéktételt!)

Megoldas.

1 f(l') :eﬁlncost

J(2) = (cos 22)# (_1“ cos “‘2)/

4

1
cos T2

) (—sinz?) - 2z - 2* — (Incos 2?) - 423
= (cosx?)+T

8
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1

. 2 .
lim CoSZ = lim
0+ 43

. Incosz? 'm
2. llm _— =

(—sina?) - 2z
r—0+ Qj’4

—1 sinz? 1

z—=0+ 2cosx? a2 2
—
1
1 ) 1
— hm et Incosx 3

= ¢
z—0+4

3. Ha f(0) = h%l+ f(x), azaz b = ¢z, akkor f folytonos [0, 1]-ben és differencidlhato
z—
(0,1)-ben, igy alkalmazhat6 a Lagrange-féle kozépértéktétel.

@ A derivalt definici6ja alapjan mutassa meg, hogy az

f(x) = /chv/z

fliggvénynek az x = 0-ban létezik a jobb oldali derivaltja!

Irja fel az = 0 pontbeli jobb oldali érinté egyenesének egyenletét!

Megoldas.
1 1
————=shyz —
, _ fl@) = f0) . ehyz—1rpH | 2y/chya \F2\/§
fi(0) = lim ———= = lim ~———— = lim =
z—0+ xT z—0+ €T z—0+ 1
1 I 1 shyx 1
= — 11m = —
4 2=0+ \/ch \/x N 4’
hu 1 h
mert lim o Iy &Y 1, és most u = y/x — 0.
u—0 U u—0 1

vo=10)+ 0@ =0) =1+ 5, 220

4.5. Nyilt intervallumon differencidlhat6 fliggvények tu-

lajdonsagai
A:p>p
A__p>p
@ A nyilt intervallum I = (a,b) lehet (—o0, c0) is

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi
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Néhany definicio:

@ f monoton né I-n: Vay,x0 € I, 1 < x9: f(x1) < f(22).

@ f szigortan monoton né I-n: Yy, 2o € I, 1 < xo: f(x1) < f(x2).

@ f monoton csokken I-n: Vi, 29 € I, 1y < x9: f(x1) > f(29).

(D) f szigorian monoton csokken I-n: Vay, @y € I, 21 < x5 f(21) > f(x2).

(D) f alulrol konvex I-n, ha V., x5 € I-re f(z) < hyy 4, (z), ha o € (21, 23).
( (hgy u, az x1-en és xo-n athalado hur.)

(D) f alulrol konkéy I-n, ha Vo1, 2y € I-re f(2) > hyyay(2), ha © € (21, 22).

( (hgy o, az x1-en és xo-n athalado hur.)

@ f-nek xg-ban inflexios pontja van, ha f az xg-ban folytonos, és itt konvex és konkav
szakaszok talalkoznak.

@ Ha f differencialhato I-n:
1. f monoton né <=  f'(x) >0
f szigorian monoton né < f'(x) >0
2. f monoton csokken <=  f'(x) <0

f szigorian monoton csokken <—  f'(x) <0

A megértést segiti a 4.20. dbra.

1. =
f monoton n6 — flz+ h; — ) >0 (f vagy —alaku )
B —
<

x1,x9 € I és 1y < x9 : [ry,x9]-ben alkalmazhato a Lagrange kozépértéktétel:

J@2) ZJ@) _ gy 5 0 (a feltétel miatt) € € (a1, 2).

To — Iq
Mivel zg — 21 > 0, ezért f(x2) — f(z1) >0 = f(z2) > f(21).
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4.20. abra. A derivalt elGjelének és a monotonitasnak a kapcsolata

a) névekedd fliggvény b) csokkend fuggvény
1
f(xo) f(xo)
~
Xgth Xg Xoth Xgth Xg Xoth
(h<0) (h>0) (h<0) (h>0)

Bizonyitasa lényegében megegyezik az elGzével.

Itt f'(&) = Jlwe) = J(@1) > 0-bol kovetkezik, hogy f(za) > f(x1). Tehat szigo-
To — T

rian monoton. [ |

@ Ha f differencidlhato I-n:
1.
2.

f! monoton né < [ konvex

f! monoton csékken < f konkdv

Csak <= iranyban bizonyitjuk.
Az abra alapjan a konvexitasbol
kovetkezik, hogy V& € (21, xg)-re:

7 T 1
mp < m < ms.
[gy lim m; = f'(21) < m < f'(x2) = lim my, vagyis f'(z1) < f'(z2), tehat f’
T—T1 T—T2

monoton né.
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2. A masodik allitas bizonyitasa az els6hoz hasonlo. |

Yy

f/(l“l) <m= M < f’(m)

To — T1

Ebbal

flza) > f(xy) + fl(z1)(x2 — 1) YV < zo-re, ill.

fz1) > fxg) + f(x2)(x1 — 23) Vay < xore.
Tehét konvex gorbe az érintGje felett halad az érintési pontot kivéve.
(Konkav gorbe pedig az érint6je alatt halad az érintési pontot kivéve.)

@ Ha f kétszer differencidlhato I-n:
1. f'(z) >0 < [ konvex

2. f"(z) <0 < f konkdav

T, miatt Ty miatt
1. f"(x) >0 = f" monoton nd = f konvex
T iatt T iatt
fz)>0 T fmonotonns =" f konvex [ |

Az allitasok igazak maradnak, ha I zart és f a zart intervallumban folytonos,
nyiltban differencialhato.

Példak

f(x):%g—gxz—l—Gx

fl(x)=2*—Te+6=(x—6)(x—1) f"(x) =22 -7
(-0, )] 1 [(1,6)] 6 |(6, ) 17
I + 0 — 0 + f(l):E f(6) =—18
f N lok. max. | , [lok. min. ya
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8
N
3
2=
(@) SIEN
G
C + “8

infl. pont

PL) f(z)=e* — (4o +1)

1. Adja meg azokat a nyilt intervallumokat, amelyeken f monoton névekedd, illetve
fogyo.

2. Adja meg azokat a nyilt intervallumokat, amelyeken f konvex, illetve konkév.

Megoldas.
1
) =2% —4=0 = e*=2 = 2r=mh2 = xzﬁln2:ln\/§

x ‘ (—o00,In /2 ‘ ln\/_‘ Inv/2, 00)
s ;
f pY /

f"(x) = 4e*® > 0

f monoton csokken (—oo,Inv/2)-n, monoton né (In /2, 0o)-en.
f konvex (—o0, 00)-en.

@ Legyen

T —2
fo)= =5

Adja meg azokat a legb&vebb intervallumokat, ahol f monoton nég, f monoton csokken,
f konvex, f konkav!

Megoldas.
Dy =R\ {0} (Nem intervallum!)
gy ef(e® —1) — (" —2)e* e
fi(z) = (v — 1) - (er —1)2 >0
g€t (e" =12 —e" 20’ —1)e”  e” o
f(‘r)_ (ex_1)4 _(ex_1)4 (1 € )

f'(z) > 0: f szigorian monton né a (—oo,0) és a (0, c0) intervallumon.
f"(x) >0, ha x < 0: (—00,0) intervallumon f konvex
f"(x) <0, ha x> 0: (0,00) intervallumon f konkav
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4.6. Differencialhato fliggvények lokalis tulajdonsagai

(D) f wo-ban lokalisan novekeds, ha 3 K, 4 :
x € (xg — b, x0)ra f(z) < f(xg) és x € (o, 20+ I)-ra f(zg) < f(z).

@ f xo-ban lokélisan csokkend, ha I K, 5 :
z € (xg — d,z0)-ra f(x) > f(xg) &8 x € (20,20 + 0)-ra f(x0) > f(2).

A kovetkezd példédban két olyan fiiggvényt mutatunk, melyek az origéban lokéalisan no-
vekedGek, mégsincs az origdnak olyan kornyezete, melyben a fliggvény névekedd lenne.

r, haz € Q (racionalis); z3 (2 + sin 1), ha x # 0;
flz) = o g(a) = z
2z, hax € R\ Q (irracionalis); 0, ha 2 = 0;

A 4.21. dbrardl lathato, hogy mindkét fiiggvény lokalisan névekedd az origoban, de
nem létezik olyan § > 0, melyre a fiiggvények a (—4,d) nyilt intervallumon monoton
novekeddek lennének.

4.21. dbra. a) Az f(x) fiiggvény vazlatos grafikonja b) A g(x) fliggvény grafikonja

a) y=f(x) b) y=g(x)
1 \ ] - 0.004
X[aC.

xirrac. - 0.003
05 b i . R 0.002
0.001
0 0
-0.001
05 - b ] -0.002
-0.003

-1 i i -0.004 i i

-1 -0.5 0 0.5 1 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1
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@ Ha f differencialhato xq-ban és

1. f lokdlisan nd xo-ban =  f'(x9) >0
2. [ lokdlisan né xg-ban <=  f'(x¢) >0
1t LETWZIE) iy ) > 0
h——0 h ,
. f(l’o—Fh)—f(l'o) /
im T = fi(zo) = f(m9) 20
+
¥
2. f'(x0) :flLim f(xo—'—h})b_f(%) 0 (A—e<®<A+e e:= f(;[)))
A ~ >y
®
o< L) S@HM = J@0) Bp ) pa n) < (e,
2 h 2
Tehat K(xg,0)-ban flwo + h})L — flao) >0 = [ lokalisan né xy-ban.
K(iﬁo, 5) C Df/

(D K(x0,6) C Dy (belsé pont);
Differencidlhato fiigguény esetén lokdlis szélsdérték létezésének

1. sziikséges feltétele: f'(xg) =0

2. elégséges feltétele:
a) f'(xg) =0 és [ eldjelet valt xo-ban (tehdt f' lokdlisan csdkken vagy lokdlisan

né xo-ban)
b) Ha f kétszer differencidlhato xo-ban: f'(xg) =0 és f"(xg) # 0

(f"(xo) >0 : lok. min.; f"(xo) <0 : lok. maz.)

1. a Rolle-tétel el6tt volt

2. a) f’lokalisan csokken:
tankonyvtar.ttk.bme.hu
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176 4. FEJEZET: FUGGVENYEK DIFFERENCIALASA

‘ (2o — 0, x0) ‘ xg ‘ (0,20 + )
+(>0) 0 —(£0)
ya lok. max. N

f/
f

f" lokalisan né:
‘ (2o — 0, 70) ‘ Zo ‘ (20, 2o + 9)
- 0 ¥
f Ny lok. min. ya
b) f"(zo) >0 = f’'lok. n6 zp-ban és f'(zg) =0 = lok. min.
f'(xg) <0 = f’'lok. csokken zy-ban és f'(zg) =0 = lok. max. W

@ A tétel masodik pontja csak elégséges feltételt ad, ezt mutatja az alabbi példa:

1

fz) = z? <2+Sin5>, x #£0

0, z=0
Az f(x) figgvény grafikonja a 4.22 abran lathato. A fiiggvény mindeniitt derival-

hat6. Az origoban a definicioval kell dolgoznunk.
1

_ z? (2 + sin —)
70y = tim L@ =SO z/ _

z—0 x—0 z—0 T

1
= lim =z« <2—|—sin—) =
z—0 =~~~ T
~————

(l) korlatos
Tehat a sziikséges feltétel teljesiil.
De f’ nem valt elGjelet xq = 0-ban, mert annak minden jobb és bal oldali kornyezeté-
ben is felvesz + és — értékeket is annak megfelel6en, hogy minden ilyen kérnyezetben
vannak f-nek szigorian monoton névekedd és csokkend szakaszai. Mégis van lokélis
szélsGértéke xy = 0-ban, s6t abszoltit minimuma van itt.

@ K(xo,é) - Df//
Kétszer differencidlhato fligguény esetén inflexios pont létezésének

1. sziikséges feltétele: f"(xg) =0
2. elégséges feltétele:

a) f"(xg) =0 és [ eldjelet vdlt xo-ban (" lokdlisan nd vagy lokdlisan csikken
xo-ban)

b) f"(w0) =0 és f"(x0) # 0
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4.22. dbra. Az f(z) figgvény grafikonja

0.035 ‘
x2(2+sin(1/x)g

3x
0.03 x?

0.025

0.02

0.015

0.01

0.005

1. Az inflexiés pont konvex és konkav szakaszokat vélaszt el.
Ha f konvex, akkor f’ monoton né. Ha f konkav, akkor f’ monoton csokken.
Tehat f’-nek xg-ban lokalis szélsGértéke van, hiszen N\, vagy \ 7 tipust —

%f’ = f"(x0) =0

2. a) (g — 0, x0) Zo (20, 0+ 0)
f// _|_ 0 —
f U infl. pont N

(g — 0, x0) T (2o, 20 +6)
7 - 0 -
f N infl. pont U

b) Ha f"(xg) >0 = f” novekedden halad at zq-on, tehat a 2. tablazat igaz.
Ha f"(z¢) < 0 = f” csokkenden halad &t zg-on, tehéat az 1. tablazat
igaz. |

Igaz-e , hogy ¢'(x9) = 0 esetén g-nek xy-ban lokalis szélsGértéke van vagy
inflexi6ja?
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Megoldas.
Nem igaz. Példaul

1
x3(2+sin—>, ha z # 0

g9(x) = v
0, haz =0

A 4.21. abréan lathato a fliggvény ( b) abra).
¢g mindeniitt derivalhato, x = 0-ban a definiciéval:

§(0) = Tim 98 =900) o (2+ sin l)

1
— lim 2/ im g <2+sin—) — 0
z—=0 x—0 z—0 T z—0 =~~~ T
—_——

1
0 korlatos

Ennek ellenére a fiiggvénynek sem lokalis szélsGértéke, sem inflexidja nincs az origdoban.
De kimondhato6 a kévetkezé tétel:

@ Ha f xy-ban legalabb n -szer differencidlhato és

f'(zo) = f'(xo) = ... f" D(wo) =0, de f(zo)#0,
akkor

f -nek inflexios pontja van x = 0-ban, ha n pdratlan,

f -nek lokdlis szélséértéke van x = 0-ban, ha n pdros (f™(xg) > 0 esetén lokdlis
minimum, f™(x0) < 0 esetén lokdlis mazimum,).

(A tételt nem bizonyitjuk.)

Példak

f(x)=(x—1)*(z +3)* Keresse meg a fliggvény lokalis szélsGértékeit!

Megoldas.

fll)=3x—-1)*x+3)*+(x—1)°-2(x+3) =
= —1*(z+3)3Bx+3)+2(x—1))=(x—1)*(z+3)(5x +7)

(o) =3 |(3.-D| ~I [(=L1[1] ()
f + 0 — 0 + +
f Ve lok. max. ¢ lok. min. a

@ Hatérozza meg az f(z) = cos® x — 3 cos x fliggvény inflexios pontjait!
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Megoldas.

f(z) = 3cos?z(—sinx) + 3sinz = —3cos? rsinx + 3sinx
f"(x) = 6coszsin®x—3cos® r+3cosw = 3cosx (2sin? x — cos® v + 1) = 3%coszsin® x
2

=sin®

f"(z) =0:
1. cosz=0:2=(2k+ 1)% inflexios helyek, mert f” elGjelet valt (k € Z).

2. sinx =0: x = kn pontokban nincs inflexi6, mert f” nem valt elGjelet.

r—4

f(ﬂﬁ):m

a) Hol és milyen tipusu szakadasa van a fiiggvénynek?

b) Adja meg azokat a leghdvebb nyilt intervallumokat, melyeken f szigortian monoton
ng, illetve szigorian monoton csokken!
Hol és milyen jellegii lokélis szélsGértéke van?

Megoldas.
a) ET.. 2 # -2 (Egyébként a fiiggvény folytonos.)
—6 —6
1 1
/-/\4 /-/\4
x — T —
—24+0) = 1L — = — —-2-0) = 1 =
f( + ) x—>1£%+0 (ZE—|— )3 o, f( ) 1‘—>1£%—0 (ZL’+2)3 o0
—— ——
o Y
Tehat x = —2-ben mésodfaji szakadas van.

1- (427 — (z—4)-3(x+2)* z+2—3(x—4)
b) f(e) = ; - = -
(x+2) (x+2)
—2zr+14  2(7-x)
(z+2)*  (2+2)*
Az értelmezeési tartoméanyban ( x # —2 ) a nevezd a paros kitevének koszonhetGen
mindig pozitiv, igy elég a szamlélo jeltartasat vizsgalni.
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z | (-00,—2)| -2 |(=2,7)| 7 |[(7,00)
f + 3 + 0 -
f Ve szak.hely a lok.max. |\,

Tehat f szigortian monoton né: (—oo, —2) és (—2,7) intervallumokon,
f szigorian monoton csékken: (7,00)-en.

x = T-ben lokalis maximum van, mert f noévekv6bdl csokkenGbe megy at.

Vizsgélja meg az f(x) = /z figgvényt (z > 0) monotinitas szempontjabol,
hatarozza meg a fiiggvény lokalis szélsGértékeit, valamint az origéban és a végtelenben
vett hatérértékét!

Megoldas.
flz) = a/e = e — s — D= (0, )
Inz

: : 1 .
lim f(x) = lim e= = lim e* =0
z— 040 z— 040 U — —00

(A kitev6 —oo - 0o alaku, igy —oo-hez tart.)

) . 1
lim /z = lim ex "% = e’ = 1 mert
xr —r 00 T —r 00
1
1 Inz L’H =
lm —lnz= lim — = lim £ =0
rT—00 I T — 00 X T —r 00 1
%alakﬁ

0

lok.max.

A fliggvény grafikonja a 4.23. abran lathato.

@ Hatérozza meg az a, = {/n sorozat legnagyobb elemét!

Az €l6z6 példaban vazlatosan dbrazoltuk az f(r) = ¢/x fiiggvényt. Lathato, hogy
a maximalis fliggvényérték az f(e) = /e szdm = , a sorozat legnagyobb eleme
V2 és /3 koziil a nagyobbik.
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4.23. abra. Az f(x) = ¢z fliggvény grafikonja

2 T
X1/x
1.5 - -
1
2
1.5 = =
05 | r 1 §
0.5 =
O | | | |
0 1 2 e3 4 5
O | | | |
Oe 20 40 60 80 100

Tehat a sorozat legnagyobb eleme: /3

T lim ¢/n=1

n— oo

flo) = o/

. . 1
lim f(z) = lim ex "® = e® = 1, mert
xr —r 00 xr —r 00
1
. 1 . Inz © .
Iim —lnz= lim — = lim £ =0
o000 T rT—00 I z—oo00 1
%alakfl

Az atviteli elv miatt tetszéleges x, — oo pontsorozat esetén f(x,) — 1.

Igy 2, = n valasztassal adodik, hogy  f(z,) = ¢/n — 1.

4.7. Implicit megadasn fliggvények derivalasa

Vizsgaljunk két mennyiséget, x-et és y-t, melyekrdl tudjuk, hogy valamilyen jol megha-
tarozott modon fiiggnek egymastol. Két lehetGség van e fiiggés megadasara. Az elss, ha
az egyik valtozot, példaul y-t megadjuk, mint z fliggvényét y = f(x) alakban. Ilyenkor
explicit fiiggvénymegadésrol beszéliink. Sokszor azonban nincs mod erre, ilyenkor egy
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O(x,y) = 0 Osszefiiggést adunk meg, mely jellemzi az Gsszetartozd = és y értékeket.
Ilyenkor implicit kapcsolatmegadasrol beszéliink.

Felmeriil a kérdés, hogy explicit megadas hianyaban el§ lehet-e allitani a Z—i dif-
ferencialhanyadost. Meglep6 moédon a kérdésre igenls valaszt adhatunk, ha csak egy
ismert (xg,y0) helyen keressiik a differencialhanyadost. S6t, egy rogzitett pontban elv-
ben tetszdleges magasabb rendi derivalt is megkaphato az igynevezett implicit derivalds

modszerével. A modszert a kdvetkezs példakon mutatjuk be:

@ A derivalhato y = y(x) figgvény kielégiti a
2 z 2
2z+1) In(2—y°) + = +2°=0
Yy

implicit fiiggvénykapcsolatot, y(—1) = 1.
Irja fel ezen fliggvény zo = —1 pontbeli érintGegyenesének egyenletét!

Megoldas.
Ellendrizziik, hogy a (—1,1) pont kielégiti-e az adott egyenletet!

-1
—1-Inl+ T +1=0 val6oban teljesiil.

Az érintGegyenes egyenlete:  ys = y(—1) + ¢/ (1) (z — (1))
=1 —2
A derivaltat a
x

(2z+1) In(2—y*(x)) + ) + 2% =0

egyenlet x szerinti derivaldsaval kaphatjuk meg.

1-y(x) —z-y'(z)

2-In (2 —v%(2)) + 2z +1) ———— (—2y(x) ¥/ (x)) + +2r =0
(2= 3@) + @r+1) 5 (~20(0) ¥/(@) e
Elvégezve az © = —1 helyettesitést és figyelembe vessziik, hogy y(—1) =1
1 1—(-1)y'(—1
2-Inl+(-1)—— (-2-1-¢/(-1)) + (=Ly( )—1—2(—1):0

2—1 12
1
2y (-1)+1+¢y'(-1)—2=0 = y’(—l):§

. 1
Igy az érintGegyenes egyenlete:  ys =1 + 3 (x+1)
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Az y = y(x) kétszer folytonosan differencialhato fiiggvény grafikonja atmegy az
x =0, y =1 ponton és kielégiti az

y+zlny+22°—z+In(l+z)=1

implicit egyenletet, ha x > —1.
Milyen lokélis tulajdonsaga van f-nek az x = 0-ban?

Megoldas.
Mindkét oldalt = szerint derivélva:

Y(z)+In(yz) +o—— y(x) + 40— 1+ =0

x =0, y(0) = 1-et behelyettesitve:

Y(0)+Inl+0+0—-1+1=0 = ¢ (0)=0 lok. szé. lehet.

Ismét derivalva:

1 —y'(x) 1 1

y/($) _'_x@ ' y”(l‘) +4 - (1 _'_$)2 =0

Behelyettesitve:
y"(0)+4—1=0, ¢"(0)=-3 = lok. max. van z = 0-ban (értéke y(0) = 1).
Mivel y”(0) #0 = nincs inflexios pont itt.

Milyen lokalis tulajdonsaga van az f fliggvénynek az xy = 0 pontban, ha f kétszer
folytonosan differencialhato és az y = f(x) egyvaltozos fliggvény kielégiti az

xshx —ychy =0

implicit fiiggvénykapcsolatot?

Megoldas.
0-sh0—yochyy=0 = yo=0=f(0)

shz+x-chx —y' chy —y(shy) -y =0
010y -0=0 = 4(0)=0
chx +chz+axshz —y"chy — 9 (shy)y —y'(shy)y — y(chy)y'y’ — y(shy)y” =0

I14140—-%"00—0-0—-0—-0=0 = ¢"(0) =2ésy'(0) = 0, tehat lokalis
minimuma van.
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4.8. Egyenes aszimptota +oo-ben

D) A g(x) = Az + B egyenes az [ fiiggvény linearis aszimptotéja a +oo-ben (—oco-
ben), ha

lim (f(z) —g(z)) =0  ( lim (f(z)—-g(z)) =0)

T—00 T—r—00

1
f(z) =2+ 2+ —nek g¢g(z) =z + 2 linearis aszimptotaja +oo-ben.
7

Ha 3 + oo-ben aszimptota:

lim (f(z) - Az - B) = lim (x : (@—A—E)) — 0 miatt

T—00 \l/ x
00
B
lim (m —A-— —) = 0O-nak fenn kell allnia.
T—00 xT T
Vagyis  lim M = A sziikséges feltétele az aszimptota létezésének.
T—r00 €T

De nem elégséges, mert még kell, hogy ezzel az A-val:
lim (f(z) — Az — B) =0 <= lim (f(z) — Az) =B
T—00 T—00

(x — —oo-re hasonloan).

Tehat lim J@) = A, lim (f(x)— Ax) = B <= 3 lincéris aszimptota.

r—+oo I r—*+o0o

f(z) =ze:  Van-e lineéris aszimptotaja +oo-ben?

Megoldas.
2
A= lim@: lim@: lim er =1
r—o0 r—oo ;g—>oo .
s —1 —1
B = lim <3:e% —x) = lim € T = lim el =2
T—00 T—00 p B e 2 h—0+ 5 h

T

h
e
(lim N = 1 nevezetes hatarérték )

h—0

(L’H-lal is megoldhato, de hogyan?) Tehat g, = x + 2.

4.9. Fluggvényvizsgalat
Teenddk:

1. Dy; nullahelyek (ha megallapithato); periodicitas; parités; hatarértékek: +oo-
ben, —oo-ben (ha van értelme), a szakadési pontokban, hatarpontokban.
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2. f" vizsgalata ( 7, N\, lok. szé.).
3. f” vizsgalata (N, U, infl. pont)
4. Lineéris aszimptotak.

5. f ébrazolasa, Ry meghatarozasa.

4.9.1. Folytonos fiiggvények zart intervallumbeli szélsGértékei (ab-

szolut szélsGértékek) N
:p>p

Zart intervallumban folytonos fliggvénynek van minimuma és maximuma (Weierstrass
II. tétele). Lehetséges helyek:

e ahol a fliggvény nem derivalhato
e derivalhato és lokalis szélsGértékhely (elég a szitkségességet vizsgélni)
e az intervallum végpontjaiban

Végiil a szobajoves értékek koziil kell kivalasztani a legnagyobbat és a legkisebbet.

Példak:

12

Milyen méretezést legyen az az 1 liter trtartalmt konzervdoboz, amelyet mini-
malis anyagfelhasznélassal akarunk elkésziteni?

Megoldas.
T(r,h) =r>7h = 1dm® és F(r,h)=2r*7 + 2rm h
Az els6 egyenletbdl kifejezve h-t
1
h=—
r2m
és behelyettesitve a masodik egyenletbe:
1 1 2

f(r) ::F(r,m) =271 + 2r7rm =271 + = r>0.

Igy egy egyvaltozos fiiggvény szélsGérték feladatahoz jutottunk.

2 23 — 1 1
f’(r):4r7r—r—2:2—r2 =0 = T:327r
0 =)| 7= | (&>)

r ,—— , 00
/27 /21 /27

T - 0 ¥

f Ny lok. min Ve
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186 4. FEJEZET: FUGGVENYEK DIFFERENCIALASA

A lokélis minimum egyben abszolit minimum is.

Tehéat a minimalis anyagfelhasznalashoz:

1 1 4
= — d h = — — 3 —_ d
" 2 H rZa . 1 T m

/27

flx) =2*Inx Végezzen fliggvényvizsgalatot!

4.24. dbra. Az y = 2? Inx fiiggvény grafikonja

0 T T T
06 .
-0.02 |-
-0.04 |-
04l 008+ |
-0.08 -
-0.1 i i i
02 | 0 005 01 015 02 |
0\ g2 ei12
02 F |
0 02 04 06 0.8 1 1.2 1.4
Megoldas.
Df = (07 OO)
lim f(z) =00
T—00
Inz L . 1
lim f(z)= lim nla: oy L= lim ——2* =0
x—+0 x——+0 =2 r—+0 — 3 rz—+0 2
Nullahely: Inz =0 = z=1
1
flle)=2zlmzx+2r=22her+1)=0 = lnzr= —; = = e 2
([ ert)| 1 [
s 0 T
f N lok. min ya
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f‘//(x):Z].nI—i—?):O — x:e_%

f// — 0
f N infl. pont
_1 1 _3 3 [
fed)=—g IH) = me|
Aszimptota: lim @ = limzrzlhnhr=00 =
r—o00 I T—00

A fiiggvény grafikonja a 4.24. abrén lathato.

HF. Hany valos gyoke van az 22 Inz — a = 0 egyenletnek? (a € R)

nincs egyenes aszimptota.

@ Legyen

f@)= Y@ =17

Végezzen teljes fiiggvényvizsgalatot, és abrazolja a fiiggvényt! Van-e a fliggvénynek

egyenes aszimptotija a +oo-ben?

4.25. dbra. Az f(z) = /(2% — 1)? fliggvény grafikonja

Megoldas. Dy =R Nullahelyek: z = £1

Paros fliggvény, ezért elég x > O-ra vizsgalni és tiikrozni az y tengelyre.

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi
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Van-e linearis aszimptota +oo-ben?

1 2 _1)2 4 1\2
hmf(x) S ; 3u:hm3£ 1— — | =
T—00 €T T—00 €T T—00 $3 T—00 :[,‘3 3}2

——~ = lim

Nincs linearis aszimptota.

)= 22— 1)L opd. T
fllo)= 3@ =1)75 20 =3 T
(1) = lim V{Z?-12—-0_ . (x—1)%(z + 1)2 i (z+1)? g
z—1 x—1 z—1 3($_1)3 rz—1 r—1
z |- (=1,0] 0 (0,1 1 ](1,00)
7 + 0 - i +
f ya lok, max. | \, |lok. min. ya
f0)=1,  f(1)=0
/(@) T TR { ot o o .
I e R N
z 0D LMLV ] VB [ (V50
I 0 +
f1 n N infl. pont U
VB =T VA=A Ri=0)

A fiiggvény grafikonja a 4.25. abran lathato.

Fa) = Y27 =8 2o +3

9
Keresse meg f szélsGértékeit a {O, 5} intervallumon!

Megoldas.

9
f folytonos [075} —en VV:II> t.

3 min. és max.
Ahol nem derivalhato: z =4 € 1:  f(4) =

1
93
Az intervallum végpontjai: f(0) =1, f (5) =1
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4.26. abra. Az f(x) = /20 — 8 — %x + 3 fliggvény grafikonja
16

14 f
1.2 f
1 % _
0.8 - \
0.6 - : : :

04 - f

0.2 - b

0

-0.2 - q

_04 1 1 1 1
-1 0 1 2 3 4 5 6

Ahol differencialhato és lokalis szélsGértéke lehet: f'(z) =

0 = (2r—-8)3i=1 =— 20-8=+41 = z=

A fiiggvény grafikonja a 4.26. abran lathato.

9
Tehat a fenti értékek koziil kivalasztva, a maximum z = 0-ban, ill. x = E—ben van,

7
értéke: 1, a minimum pedig = = i—ben, értéke: —3

4.10. Paraméteres megadast gorbék

Sok alkalmazasnal valamely gorbe egyenlete nem y = f(z) alakban van megadva, ha-
nem az x ¢és y koordinata egy harmadik véltozo, az un. paraméter fliggvényében van
megadva, tehat egy paraméteres egyenletrendszerrel:

c=ua(t), y=y)
Ha pl. t idg, akkor az (z(t), y(t)) egy mozgo pont ¢ idépontbeli helyzete. Ugyanannak
a gorbének végtelen sok paraméterezése lehetséges.

Ha a gorbe y = f(x) alakban adott, akkor mindig van paraméteres elgallitas:
=t

y = f(t)

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi tankonyvtar.ttk.bme.hu
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190 4. FEJEZET: FUGGVENYEK DIFFERENCIALASA

Ha a gorbe = = x(t), y =y(t), t € [ paraméteres egyenletrendszerrel adott, akkor
nem biztos, hogy létezik y = f(x) elgéllitasa. Pl. az

r=3, y=t, telR
egyenes nem irhaté le y = f(z) alakban.
A kovetkezs tétel elégséges feltételt ad arra, hogy a paraméteresen megadott gorbének
legyen y = f(x) elsallitasa is.

x = x(t)
@ t1 <t <ty
y=y(t)
Ha z(t) szigorian monoton, akkor a gorbének létezik y = f(x) elddllitdsa.

Tehat a feltétel teljesiilése esetén ez a gorbeszakasz megadhato az y = f(x) egyval-
tozos fliggvény grafikonjaként is.

@ x(t) szigorian monoton példaul, ha az intervallumon a derivaltja jeltarto, vagy
legfeljebb véges sok pontban lehet az értéke 0, egyébként mindeniitt + vagy —.

A szigorti monotonitas miatt x = x(t)-nek létezik inverze: ¢ = t(x)

gy a keresett fiiggvény:
f(@) = y(O)limyay = y(t(z)) u

Néhény példa paraméteres megadésra:

1. 22 +9y*=R?*, y >0 paraméteres megadasa pl.:

r:=t, y=+VR*—12, tc|[-R,R]

2. 22+ y?*=R?, 1z <0 paraméteres megadasa pl.:

yi=t, z=—VR2—, te[-R,R]

3. Origo kozéppontt teljes kor: 22 + y? = R?

Most nem jarunk eredménnyel, ha z-et vagy y-t akarjuk paraméteriil valasztani.
Helyette az x tengely + felével bezart szoget valasztjuk paraméteriil és jeloljiik
t-vel (4.27 abra). Ekkor:

r = R cost

y= R sint, te |0, 2m)

4. Altalanos helyzeti kor (4.28.a abra): (v — 20) + (y — yo)? = R?

xr=x9+ R cost
Yy =1yo+ R sint, tel0, 2m)
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4.27. abra. Origd kozéppontt kor megadasa paraméteresen

A

2y
R
tJ >

4.28. abra. Kor (a) és ellipszis (b) megadéasa paraméteresen

A alh

b
(x,y) y
R A\
t )
Y0 bl x a>
>
X0
a) b)
2 2
5. Ellipszis: % + Z—Q =1

Az ellipszis egy pontjanak megszerkesztése: megrajzolunk egy a és egy b sugari
kort és huzunk egy félegyenest, melynek az x tengely pozitiv felével bezart szoge:
t (4.28.b abra). Ahol ez a félegyenes metszi az a sugari kort, abban a pontban
az y tengellyel hiizunk parhuzamos egyenest. A félegyenes és a b sugari kor met-
széspontjaban az x tengellyel parhuzamos egyenest rajzolunk be. Az igy kapott
két egyenes metszéspontja adja meg az ellipszis t paraméterd pontjat. Ennek
megfelelGen a paraméteres egyenletrendszer:

T =a cost
y=">bsint, tel0, 2m)
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@ Legyen a G gorbe paraméteres egyenlete:

r=ux(t), y=y), t1<t<ty

x(t) szigoruan monoton,

x(t), y(t) derivdlhato ty € (t1, ta) -ben és (ty) # 0 .

a) Ekkor az f(x) =y(t(x)) figguény derivdlhatd a megfeleld xy = x(ty) pontban és

oy Bt)
F@) = 20 = #)

b) Ha az el6zd feltételeken tul létezik Z(to), §(to) is :

ji— g

to

a) A feltétel miatt x(t)-nek létezik a t(x) inverze és az derivalhato. Az Osszetett
fliggvény és az inverzfiiggvény derivalési szabalyat felhasznalva:

df dy(t(x)) dy dt
! = — = —_— = — —_— —
fao) = 2| dr | dt |, dx
Tr=x0 T=T0 0 o
. 1 y(to)
p— t p—
dt o
d d gy d vy dt
b " - — f! = — — = — — B =
) J" (o) dx () dr dt x|, dx
x0 X0 o
_ yr—yx 1 _ yr—yx -
2 . d_:L‘ 3 o
dt to

z(t) = e* + #*

y(t) = ch3t + 2t

a) Mutassa meg, hogy a fenti paraméteres egyenletrendszer a to = 0 pareméteri x
pont egy kornyezetében meghatéaroz egy y = f(x) fiiggvényt!

b) Milyen lokalis tulajdonsidga van ennek az f fliggvénynek az xy pontban?
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Megoldas.

a) 2(t) = 2e* + 2t
#(0) =2>0 és z(t) folytonos, ezért 3 (—J, d) intervallum, ahol Z(t) >0
= itt z(t) szigortian monoton nd
= J inverze : t=t(z) ésigy 3 f(x) =y(t(x)).

b) y(t) = 3 sh3t + 4t , 9(0) =0 ¢és zg=2(0)=1

/(0

()= % =0 = lokalis széls6érték lehet itt.
T

P(t)=4e* +2,  #0)=6

j(t)=9ch3t +4,  §(0)=13
& — g 13-2-0 13

)y =227 2 e T 2
1) i3 23 4

0
f/(1)y=0 ¢és f’(1) >0 = f-nek lokélis minimuma van z, = 1-ben.

4.10.1. Gorbék megadasa sikbeli polarkoordinatakkal

Polarkoordinatak : r, ¢

A polar koordinatarendszer a polusbol (O) és a polartengelybdl all. A sik tetszdleges
P pontja jellemezhet a pont polustol valod tavolsagaval: r  (r > 0) és az OP szakasz
polartengellyel bezart szogével: ¢ . Ha ¢ € [0, 27), akkor a poluson kiviil minden pont
egyértelmien jellemzett (4.29 abra).

Egy sikgorbe egyenletét néha célszerd tgy megadni, hogy megmondjuk, hogy r
hogyan fligg a ¢-t6l, tehat megadjuk az r = r(¢) polarkoordinatas egyenletet.

Kapcsolat a polarkoordinatak és a Descartes koordinatak kozott

A polar koordinatarendszert ugy vessziik fel, hogy a polartengely az x tengely + felével
essen egybe.

Ha r, ¢ adott, akkor

T =1T"-COSp
y=r-sineg

Ha z, y adott, akkor
r=+/22+y? és ¢ olyan, melyre fennall, hogy
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4.29. abra. A P pont sikbeli polarkoordinéatai: r és ¢

A
/o P(x,y)

Yy

0\ _

. vy x
sinp == és cosp=—
r r

Ha egy gorbe r = r(¢) modon adott, akkor
x=r(p)-cosy
y=r(p)-sing

Igy megkaptuk a gorbe egy paraméteres egyenletrendszerét.

4.11. Feladatok

1. Keresse meg az alabbi hatéarértékeket!

1 arcteg ax
a) lim aresin o d) lim arers ax
=0 z—0 arctg bx
. arctgx 2 _
b hm g e) hm arctg u
z—0 T T—00 24+ x+1
. arctg 2z 3 —x
c) lim Skl f) lim arctg ———
z—0 tg;p T—00 :L‘2 +x+ 1

2. Hatarozza meg az
s
Yy = 5 + arcsin 2z

értelmezési tartomanyat, értékkészletét és inverzét!

3. A derivalt definicidja alapjan vizsgélja meg, hogy differencidlhato-e a 0-ban az

f(z) = Vx - sin 2z - arcsin 3z
fliggvény?
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4. f(x) = 3w — arccos (1 — x)

. 1
a) Dy =7 Irja fel az xy = 5 pontbeli érinté egyenesének egyenletét!
b) Invertalhato-e 7 f~'(z) =7 Dy =7

arcsin x 1 o
5. f(xr) = ——— x9 = —= pontbeli érints egyenese?
arccos 2

6. Abrazolja az
f(z) = arcsinx 4 arccos ©

fiiggvényt!

2

1
7. f(z) =x - arctg —; g(x) = x* - arctg —
x x

a) Tegye folytonosséa a 0 helyen az f és g fliggvényeket!
b) f(0) =7, ¢(0)=7

1+
3 f(l'):{ arctgm, ha = # 1

0, haz =1
/ :? 1 / :?
FO)=7 lim f() =
2z 2336 1 2z 23m 1
9. lim o T2 L o lim &P L,
z—o00 2027 4 3e3* + 1 z——0c0 2627 + 3e3% 4 1

10. Hatérozza meg az
fx)=1+1n(2®+1)

fiiggvény inverzét (ha létezik), az inverz fiiggvény értelmezési tartomanyat és ér-
tékkészletét!

. ) = (anccos )

Adja meg a fenti fliggvény
a) értelmezési tartomanyéat, értékkészletét,

b) inverzét, amennyiben és ahol az létezik.

12. f(x) = sin (3 arctg z)

a) Df I?, Rf =7
b) f‘l(x); Df—l :?; Rf—l =7
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196 4. FEJEZET: FUGGVENYEK DIFFERENCIALASA

13. f'(x) =7
a) f(z) = (Inz)” d) f(z) = (sin* )V
b) f(x) = (sinz)es* e) (x) (a rctg 2)*

(@)
S~—
=
=

|
S

&
=
= =
Ei

H

14. Irja fel a megadott ponton d&tmend y = f(x) fiiggvény érinté egyenesének egyenle-
tét, ha a fiiggvény kielégiti a megadott implicit kapcsolatot!

a) 22° — 2%y’ —3x +y+ 7= 0; xo=1; yo=-2

V2 7T\/§. T

b) zsiny +ysinx = —— + ——; o= —: yozz
3 2 4 2 3 4

c¢) 8(z% 4+ y?)* = 100(2? — y?); To=3; yo=1

d) y?*sinmy + zcosmx +y = 1; Py(1,2)

e) rlny+ylnz =1; Py(e, 1)

)

f) (22 +y?)? — 2622%y* = —18; Py(—1,1)

g, Yo = 0 pontban az

15. Milyen lokélis tulajdonsaga van az xg =
r?siny +y +sinz =1
implicite adott fiiggvénynek?
16. (=21 —2) =y’ +y; ro=2, Y =0
Van-e a fenti implicit megadast gorbének lokalis szélsGértéke, ill. inflexidja az

(0, yo) pontban?

17. Milyen lokalis tulajdonsagai vannak az
xcoswy+y2x+ycos7rx =0
egyenlet altal definialt y(z) fliggvénynek az x = 0 pontban?
18. A kétszer folytonosan differencialhato y = y(z) fiiggvény kielégiti az
T B S S
implicit egyenletet és y(1) = 2.

a) ¥y (1)=7? y'(1)="7
b) Van-e l-nek olyan kérnyezete, amelyben a fenti y = y(x) fliggvény alulrol
konvex vagy alulrol konkav? (Vigyazat! Ez nem nem lokélis tulajdonsag.)
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4.11. FELADATOK 197

19. f(x) =x — 1+ arctg z®
a) f'(x) =7 Invertalhato-e Ds-en?

b) Irja fel az = fiiggvény (%, 1) pontbeli érint§jének egyenletét!

20. a) lim thx =7 (Indokoljon!)

T—00
r—1
th——, x# =2
b) Sy ={ Moz ©7
b, r=-2
Megvéalaszthato-e b értéke ugy, hogy f mindeniitt folytonos legyen? Hol léte-
zik f'(x)?

¢) Az inverzfiiggvény meghatéarozasa nélkiil szamitsa ki f~''(0) értékét!
21. Vizsgaljuk meg, hogy 0 < e < 1 esetén invertalhato-e az
y=x —¢c-sinx

un. Kepler-egyenletnek eleget tevs fiiggvény! Ha invertalhato, hatarozzuk meg az
inverz derivaltjat is.

Megoldés:

Yy =1—ccosze[l—g1+¢].

Mivel ¢ € [0,1) = ¢ > 0 = y szigortan monoton n§ = invertalha-
t6 (mivel y folytonos is, az inverz is folytonos). Mivel az inverzfiiggvényt nem
tudjuk explicite elGallitani, csak az implicit fliggvény derivalasa végezhets el. Az
inverzfiiggvényre vonatkozo implicit egyenlet (z <> y):

r=y—e-siny

Ezt x szerint derivalva:
1 =y(z) — e (cosy) y'(z)

1
, p—
yix) = 1 —ecosy(x)
chz, haz <1
22. = 1
f(@) arctg T2 ha x> 1

a) Adja meg azokat a legb&vebb intervallumokat, amelyeken a fiiggvény szigo-
rdan monoton!

b)  sup {f(x)} =" inf {f(z)} =7

me[—%ﬂ] 936[‘%72]
o {f(x)} =7 melﬁi?ﬂ {f(x)} =7
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198 4. FEJEZET: FUGGVENYEK DIFFERENCIALASA

c) Tekintsiik az (a, f(a)) és (b, f(b)) pontokon athaladé hurokat,
ahol 1 < a < b < 2. Van-e koztiik vizszintes?

1
d) Legyen g(x) = arctg |
-

Hatarozzuk meg a g~ ! inverz fiiggvényt! D,-1 =7

és Dy = (1,00).

23. Keresse meg az alabbi hatéarértékeket!

2 n P . T
a) lim x—; lim x_; lim ﬂ k) xlgilo v
r—00 T z—o0 T z—oo er
. o 4 tgx
b) lim arcsin (x — 1) 1) xlgilo T
=1 tg (m — 1) . . ¢
N m) lim (arcsinx)®”
. em — ]_ x—+0
¢) lim ——— )
#=0 1 —cosz n) lim (cosx)=
d) lim z"Inx; n € NT e=0
z—+0 ) lim ‘7;%
1 o)
e) lim ﬂ; aeR,a>0 -

1

p) lim (14 arcsin2x)sh=

. 1 1 z—+0
f) lim (—2 — : )
=0 \ x x-sinx ] (1 e$—1>

i T

r—o00 %

sin (arctg x)

) lim (5~ b v N o
z—»1 \z—1 Inxz 1
i) lim z8n® s) lim e
z—+0 z—+0 I
r+1\" lo
1 . gn n
) mEEo(x_ > 6 fim = kEN

24. Mutassa meg, hogy az aldbbi esetekben a LL’Hospital-szabély alkalmazasa nem ve-
zet célhoz a hatarértékek kiszamitasanal, és szamitsuk ki a keresett hatarértékeket!

. T — COSZ shx
lim ————— Lo i T
2) zg{olo sin 2z + 2x C) xh—>n<;lo chz ( xh—>n<;lo th x)
x? sin — h 5
b) lim z d) tim S2E+D)
=0 tgw z—oo ch (x — 1)

25. Hatarozza meg a és b értékét tgy, hogy az

[ Y A |
f(a:)—{ ar+b, hax <0

fiiggvény differencialhaté legyen R-en!

tankonyvtar.ttk.bme.hu (© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi



4.11. FELADATOK 199

2\z~2
26. f(:c)={ Z()Hx) ’ EZiig

a) Hatéarozza meg b értékét ugy, hogy f folytonos legyen!

b) Irja fel az 2o = 1 pontbeli érint6 egyenletét!

27. f(x) = (sin gx) =
a) lim f(x)="7"

rz—1-0

b) f'(x)=7, ha z¢€ E,%}

28. f(z) = (Sizx)z; re (0%)

z—+0
b) fi(z) =7
2\z2
29. f(:c)Z{ éx) ’ i:iig

a) Hatéarozza meg b értékét ugy, hogy f folytonos legyen!
b) Bizonyitsa be, hogy ekkor f differencialhaté is a 0 pontban!
¢) Irja fel a 0 pontbeli érinté egyenes egyenletét!

30. f(x):{thl’x" ha x # 0

a, haxz =0
a) Valassza meg a értékét ugy, hogy f folytonos legyen x = 0-ban!
b) f'(x) =7

31. Legyen f(x) = |z|37/7]

—_

a) Létezik-e f/(0)?
b) Hatérozza meg f legnagyobb és legkisebb értékét R-en, amennyiben ezek

léteznek.
O min {f@)}=7  inf {fz)} ="
x€[1,00] z€[1,00]

32. a) Vazolja az f(z) = 2® — 622 + 9z fliggvényt az elsd derivalt vizsgélata alapjan.
(Konvexitast, aszimptotat nem kérdezziik.)

b) Adja meg az 3 — 62% + 9z = C egyenlet kiilonboz6 valos gydkeinek szamat
a C' valés szam fiiggvényében!
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33.

34.

35.

36.

37.

38.

2 _
a) lim @ -1
T——00 €T

=7
b) Végezzen teljes fiiggvényvizsgalatot és dbrazolja az
f(x)=z+1In(2*—1)
fiiggvényt! (A fiiggvény zérushelyét nem kell meghatéaroznil!)

flx) = ST a2sin -
x x

Van-e linearis aszimptotaja too-ben?
flx)=Va? -z +1
Van-e linearis aszimptotaja —oo-ben?

B sint_
241

x(t) y(t) =2+ cost + 2t

a) @(t) =7 y(t)=?

b) Irja fel a gérbe ty = 0 pontbeli érintéjének egyenletét Descartes koordinatak-
kal!

z(t) =e* + % y(t) =ch3t+ 2t

a) Mutassa meg, hogy a fenti paraméteres egyenletrendszer a ¢ty = 0 paraméterd
xo pont egy kornyezetében meghataroz egy y = f(x) fiiggvényt!

b) Milyen lokalis tulajdonsiaga van ennek az f fiiggvénynek az xy pontban?

Milyen lokalis tulajdonsaga van az
x:t2+2cosgt, yzsinﬂt+gt2

altal meghatéarozott y = f(z) fiiggvénynek a ¢ty = 1 paraméterti zo = x(ty) pont-
ban?

4.12. Néhany kidolgozott feladat

sin x o1 .. .
f(z) = + 22 sin — + oo-ben van-e linearis aszimptota?
95 9%
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4.12. NEHANY KIDOLGOZOTT FELADAT 201

Megoldas.
sinx 1
rz—Foo T z—rFo0 T T
1 R
korl. sm o
1 —1
o0 z
sinx 1 1 1
lim (f(z) ~ Az) = lim ( +x28m__x): T (Sm___>:
z—rdoo r—+oo X T r—Fo00 T T
¢ 00-0—o0 v 4
00-0
0
Csmlolpy o —heesiid o 11-cost oy
= lim T—* = lim —* 5—— = lim —— - =
r—+oo o) r—+oo -3 r—r+o00 2 z
’ 1 sind. (1)
L1 lim —— z §>:O:B
z—too 2 (l)

g, = x: aszimptota a +oo-ben.

f(z) =+va2? —x+1 aszimptota —oo-ben?

Megoldas.
Va2 /1 -4 L —zy/1 -1 4L
A= tim I g T — lim s
rT——00 I T——00 €T T——00 €T
B= lim (f(z)+x)= lim (\/I2—JI+1+$> =
vu? 1 1
= lim (\/u2+u—|—1—u> whudt +u:hm ut =
u—+00 \/u2—i—u+1—l—u u=oo \u2 +u+14u
141 1
= lim hm —
!
a — — T =
g 2

@ Legyen f(x) = |z|371*.
1. Létezik-e f'(0)7
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2. Hatarozza meg f legnagyobb és legkisebb értékét R-en (amennyiben ezek létez-
nek)!
3. i =7 inf =
i (x) Ny (x)
4.30. abra. Az f(x) = |2|3717! fiiggvény grafikonja
0.4
Ix|3H
1
B
035 0a i
02
0.25 - o .
02 .
0.15 |- ]
01 ]
0.05 [ .
0
-10 5 0 5 10
Megoldas.
3=l Raiid
1. lim 2] =1 lim = = -1 =z = 0-ban nem differencial-
z—0+0 x z—0-0 x
hato
2. f paros, x > 0 esetén f(x) =x37"
. . T L 1
fOr =0 [ f@)=lm 5= s 1
") =3"—=In3-23*=3"%1-1n3 = — = —
f(x) n3-x ( n3-x) T =13
0 1 1 1
x — — —, 0
"In3 In3 In3’
A 0 -
f N lok. max Ny
n f(x) =0 fla) = o 375
= = — In3
wer 10 e I\ T 13
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1
3. 3 < 1 (mert In3>1)

[rlnin) f(z) nem létezik, %nf) flz)=0

A fiiggvény grafikonja a 4.30. dbran lathato.

1. Véazolja az f(z) = x® — 62 + 9x fiiggvényt az elsé derivalt vizsgalata alapjan
(konvexitast, aszimptotat nem kérdezziik).

2. Adja meg az 2% — 622 + 92 = C egyenlet kiilonbozs valos gyokeinek szamat a C
valos szam fliggvényeként. Vélaszat indokolja.

4.31. dbra. Az f(z) = 2% — 62% + 9z fiiggvény grafikonja
6 I

Megoldas.

L. f(z)=2(z—-3)*=0 = x=0,2=3
f(x)=3@*—424+3)=0 = ax1=1,22=3
f) =4, f(0)=0

2. f(z) = C egyenlet megoldasainak a szama: R; =R
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—> V¢ € R-re van metszéspontja az y = f(z) és y = C' gorbéknek.
¢ < 0: 1 megoldas; ¢ = 0: 2 megoldas; 0 < ¢ < 4: 3 megoldés; ¢ = 4: 2 megoldas;
¢ > 4: 1 megoldas.

A fliggvény grafikonja a 4.31. abran lathato.

2 _
Lo BET-1)
T—r—00 €T

=1

2. Végezzen teljes fiiggvényvizsgalatot és abrazolja az
f(z)=z+1In(2* - 1)

fiiggvényt! (A fiiggvény zérushelyét nem kell meghatéarozni!)

4.32. abra. Az f(x) =z + In(2? — 1) fiiggvény grafikonja

| !
x+n(x?-1) ——

Megoldas.

In(z2—1) 1 L. 2z
Lo BE-DIH L w2
T——00 T T——00 1

=0
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2. Dy |z| > 1 lim f(z)=—oc0, lim f(z)= 400

r——140 T——+00

lim (r+1In(2®> —1)) = lim :c(1+ ln(9["2—_1)):—00

T——00 T——00 X
{
0

27 2+ 2z —1
221 22-1
= 11=-1-v2, 29=-1+2¢D;
f (=00, —1 — /2] -ben és (1, 00)-ben monoton nd, [~1 — v/2, —1)-ben monoton

0

) =1+

csokken.
f(=1 —+/2) < 0: itt lok. max.
2022 +1) .
f”(l‘) — _m <0 = f konkav
In (22 -1
T ACH Y <1+M) =1,
r—t+oo I r—+oo xXr

lim (f(z)—z)= lim In(z?—1) =400 = csak z = £1 aszimptota

r—+o0 r—+oo

A fiiggvény grafikonja a 4.32. abrén lathato.
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5. fejezet

Egyvaltozos valos fuggvények
integralasa

5.1. Primitiv fliggvény, hatarozatlan integral

@ f-nek F az I intervallumon primitiv fiiggvénye, ha Vr € I-re:

F'(z) = f(z)
f(x)zsinx-cosxz%sin?x
Flz) = sin;x 7 Glz) = cos2z

Az [ = (—00,00) intervallumon F' és G primitiv fuggvények, mert

F'(z) = G'(z) = f(z), s6t (F(z)+C) = (G(z)+C) = f(x)

@ Ha f-nek F és G primitiv fiiggvénye I-n, akkor 3C € R :
Flz)=G(z)+C, zel

Tehat a primitiv fiigguények csak eqy dllandoban kiilonboznek.

Mar volt. Ez az integralszamitas I. alaptétele.

@ f hatarozatlan integralja I-n: a primitiv fiiggvények Osszessége.

[ fx)de ={H: H'(z)=f(z) z€lre}=F()+C

asd Thomas 05-6s bemutaté 5. fejezet (49-53. oldal).
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2

fxdxz%—i—@
™

(z) = Inz, haz >0
P = 44 In(—z), haz<0

W) = 3+ Inx, haz >0
| 2+ In(—z), haz<0

¢'(z) =9¢'(z) = i, haz e R\ {0} =H

1
Tehat a H halmazon mindkettd primitiv fliiggvénye —-nek, de nem csak egy konstansban
x

kilonboznek. Ui.:
—3, haz>0

@(m)—w(x):{ 6, ha x <0

De most nem is intervallumon dolgoztunk!

Fontos! Az integralszamités alaptétele csak intervallumra igaz!

Ennek ellenére hasznéljuk a kdvetkezé jelolést:
1
[=dz=Inz|+C
x
Jelentése: Inx+ C, ha I C (0,00) és In(—xz)+C, ha I C(—00,0).

A hatarozatlan integral néhany tulajdonsaga :

(A definici6 és a derivalasi szabalyok kovetkezményei)

J (F@) +g(@))dz = [ f(x)dz + [ g(x)dz

[ef(z)dz=c [ f(x)

[ Flp (r)dx = F(p(z)) + C, ha [ f(z)dz = F(z)+ C
() - 2 _(f(ilf))mrl

RAC Tax1 "¢ el
P19 4o — i (@) +©

[ f(x)ef@ dz = /@ + C
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5.1.1. Példak

cos 8x

+C

= =—Te " +8"+C

/ (7e™" + 8¢”) du

2x

dI:$+2€x+%+C

= /(1+2€z+62$)

1 z\6
ﬂ+0

-/

—sinx

dz =—In|cosz|+ C

/

+C

COS T

f'/f alaka

2

x 1

cos? x

sin 1 —cos’®x

dx

cos? x cos? x

/

do— |

“tgx dxr =

—1) der=tgr —ax+C

1 tg?w
2

cos? x

f/ f1 alaka

f! 2 alaka

cosz sin®
————

3

sin® x

-3

+C

z dz

1 1
Z/4x3cosx4dx = é—lsinx4+0

SRR

dx:§1n|xl+0

51n |3x|
r=——""

3 C

(csak egy allandoban kiilonboznek)

dx:§1n|1—|—3x|—|—C
x 3

tankonyvtar.ttk.bme.hu
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+C

5 1 _ 5(143z)7!
——dx | = - 3(1432) %2 dp==——""2
/(1+3:I:)2 ’ B/M/ T3
f' f~2 alaka
5 1 te V3
1+ 3z 1+(\/§x) V3
5% 1 6x 5
=5 dr == In(1+32*)+C
/1—|—3x2 6/ T3 0= m+3)+
——
f'/f alaka
2x
/emdx :%+C

2
/ re* dx

1 1
/4x 2 dp = 2162332 +C

2

T 2

eCE

™ . 2x - 20 — e . 2

e
4O .
7é2x+ 2

/exzdx ( >/:

(22)?

flz) = e*’-nek van primitiv fiiggvénye (késébb tudjuk megindokolni), de nem tudjuk

elsallitani zart alakban.

o o
/sm—x x :—/de:—ln(1+6082x)+0
1+ cos?x 1+ cos?x
/J_S;nfdx = arctgcosx + C
cos? x
sin’ x 3 3 cos™2
/ o dx :/]sinx|cos2xdx:/—sinxcos2:cdx: — +C
cos3 x —5
™
1= (-2.0)
2
(X X ]
1 1 arcsin 2z
—dx :/—dx:—+0
/\/1—4x2 V1= (2x)? 2
/ 1 d 1 / 1 d 1 arcsin2$+0
F— T _ — —_— XrT = ——"-7-—7-7—+ = X
V2 — 82 V2 ) /11— (21)2 V2 2
x - ) 1 (2 —8z2%)2
—dr |=— [ —162(2-8H) 2dx=——"— +(C =
/ o x G x( ) 2 de 16 % + 15}

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi
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4+ 3x / 1 / T
—dz | =4 | —d2+3 | —=dr =4a+3
V2 — 82 V2 — 82 V2 — 822 p

| = :/mdx%/ﬁ“:

18chsm"chl
=31 t0=7
2
4 2 -2 -2 1
/de = -2 —xdx—Q/—dx:
V3 =2z — 22 V3 =2z — 22 V3 —2x — 22
V3 —2x — 22
=2—F———-29+C

2

Foglaljuk 6ssze az el6z6 példak tanulsagait!

ar+ [
var?+bx+c

f(x) == az®+bx+c

dr  tipusi integralok megoldasa

Az alabbi atalakitassal dolgozunk:

O‘fo“ﬁ — /f SV (2) e+ ks

f1/2
M /2 / . /—
A megmaradt hatarozatlan integral kiszamitasa:

A nevezében teljes négyzetté kiegészités és esetleges kiemelés utan a kovetkezs esetek
egyikét kapjuk:

1 1 arcsin (...)
de =k | ————=do = ks ——— + C
V@) 1— ()2 T
Vagy:

1 . 1 . arsh (...)
el v e A b e
Vagy:

1 1 arch (...)

——dr = k3 | ————= dz = k3 C
/ NI / S )
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Itt (...) : x—nek linearis fuiggvénye, tehat derivaltja konstans.

1
/ R dx | : A nevezének vannak valos gyokei, ilyenkor részlettortekre bon-

tassal dolgozunk (lasd késsbb).

dzx . 1 o -2 _(l’+2)_1
[ortm o o= et =t e

dz 1 1 1 1
= ——dr= [ —————dz =
322+ 6x+12 | 3 ) 3+ (z+1)2 9 i1

14 (22
V3

1arctgx+1
=3 —‘[%—0—6
73

6x + 6
/#ﬁﬂrudx =B +6r+12)+C =¢

6z + 8 6x +6 1
_ OO = [ 2P qpso — =425
/3x2+6:1:+12 . /3x2+6x+12 v /3x2+6x+12 r=et

Osszefoglalva az el6z6 példék tanulsagait:

/ #Xxﬁ%—c dz  tipust integralok megoldasa

f(z):=ax*+bx +c, D = b* — dac

D >0 esetén részlettortekre bontassal dolgozunk. (Ezt késébb vessziik.)
D < 0 esetén az alabbi atalakitassal dolgozunk:

ar+f f'(x) B 1
/am2+bx+c kl/ :U de +k2/f —klln]f(m)|+k2/mdm

A megmaradt hatarozatlan integral kiszamitésa:

A nevezében teljes négyzetté kiegészités és esetleges kiemelés utan a kovetkezd alakot
kapjuk:

/—dx—kg/ﬁdx:k3%+c
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Itt (...) : z—nek linearis fiiggvénye, igy a nevezibe konstans kertilt.

5.2. Hatarozott integral

5.2.1. Jelolések, definicidok

A tovabbiakban feltessziik, hogy a < b.
f: la,b] = R és f korlatos [a, b]-n.

Néhany definici6

@ Osztopontok: z; k=0,1,....nj a=x0 <21 < -+ < Tp1 <Tp <---<xp,=>
@ A k-adik részintervallum: Iy, = [xg_1, x|, hossza: Axy = xp — 251 > 0.

D) |a,b] egy felosztasa: F = {I,: k=1,2,...,n} (= P-vel is jeldljiik)

D) Als6 kozelits Gsszeg (vagy also dsszeg): (a rogzitett F felosztashoz tartozik)

€}

Sp = ka(xk —Ipq1) = kaAxk my = inf {f(z)} (3, Dedekind)
k=1 k=1

(D) Fels6 kozelits osszeg (vagy felss dsszeg): (a rogzitett F felosztashoz tartozik)

Sp = ZMk(xk — Tp_1) = Z M Axy, My =sup{f(z)} (3,Dedekind)
k=1 k=1

IGIk

@ Az F felosztas finomsaga: AF = max Axy,

@ Az [a, b] intervallum (F,) felosztasainak sorozatat minden hataron tul finomodénak
(m.h.t.f.f:5.) nevezziik, ha

lim AF, =0

n—oo

21asd Thomas 05-6s bemutato6 1., 2. és 3. fejezet (3-36. oldal).
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Az als6 és fels6 Osszeg tulajdonsagai:

® 25

mi < My-bol kévetkezik.

@ F* . F-b6l eqy g osztopont elhelyezésével szarmazik. Ekkor
sp < spx < Spx < Sk

Tehdt a felosztas finomitdsdaval az alsé kozelitd dsszeg (a.k.d.) nem csokkenhet, a felsé
kézelité dsszeg (f.k.0.) nem ndhet.

sp < sp«-ot bizonyitjuk. Az 0j osztopont keriiljon Ij-ba.

Spr — Sp=my (2% — xp_1) + my (z, — %) — my, (v — 1p_1) =

= (mj, — my) (2" — xp_1) + (Ml —my) (x, —2*) >0

>0 >0 >0 >0 [ |

@ sp < Sy, Fi, Fy tetszoleges. Tehdt barmely a.k.o. < bdrmely f.k.o6.-nél.

Az egyesitett felosztéas segitségével:

SFl g SFIUFQ S SF1UF2 S SFQ
T5 miatt T, miatt T5 miatt B

Jsup{sp} =h és inf{Sp}=H

b b
h = /f(x) dx Darbouz-féle alsé integrdl, H = /f(:v) dx Darbouz-féle felsé integrdl

{sr} feliilrdl korlatos szamhalmaz, hiszen barmely fk.6. felsg korlat.
— 3 szuprémuma.
Dedekind t.
{SF}-re hasonloan bizonyithato.
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@ [i27]

B) sp <Sp, VFre = h<Sp VFre =— h<H

A hatarozott integral definici6ja:

(D) Legyen f: [a,b] — R korlatos fiiggvény.

Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény az [a,b] intervallumon Riemann szerint integ-
ralhato, ha h = H = I. Ezt a kozos [ szamot az f fliggvény |a, b]-beli hatarozott
integraljanak nevezziik és

I:/bf(x)dx:/f(x)dx:/bf

[a,0]

modon jeldljik. (f: integralandoé fiiggvény vagy integrandusz.)

f(zr)=ceR jcdx:?

sF:zn:mkAxk:zn:c-Axk:czn:Axk:c(b—a) V F-re.
k=1

k=1 k=1
Sp = ZMkAxk = Zc-Amk =c(b—a) VF-re.
k=1 k=1
h=sup{sp} =c(b—a)=inf{Sp} =H

Tehat

jcdx:c(b—a)

a

1, hazeQ 2

sF:ZO-Aa:k:O VFre =— h=0
k=1

Sp=) 1-Ary=b—a=2-1 VFre = H=1#h
k=1

2
= # [ f(z)dz (Maés intervallumon sem integralhato!)
1
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D) Jelblés:

Riap) vagy >,y 8z [a, b] intervallumon Riemann-integrélhato fiiggvények halmaza.

5.3. A Riemann-integralhat6sag sziikséges és elégséges
feltételei

Legyen f : [a,b] — R korlatos fiiggvény.

Segédtétel:
@ Ha (F,) m.h.t.f.f.s., akkor sp, €s Sg, konvergensek és
lim sp, =h; lim Sp, = H. (—B)
n—oo n— o0

@)

b b
1. Ha [ f(x)de3 = VE, m.htffsra: lim sp, = lim Sp, = [ f(z)dzx
a n— 00 n—oo a

b
2. Ha 3F, m.h.t.f.f.s., melyre lim sp, = lim Sp, =1 = 3 [ f(z)dz és=1I.

1. A Segédtétel miatt:  sgp, —h A Sp, > H

b
De az integralhatosag miatt: h=H = [ f(z)dx.

2. A Segédtétel miatt:  sp, —h A Sp, = H

b
A feltétel miatt azonban h=H(:=1) = 3 [ f(z)dzxés=1. |

D) Az F felosztashoz tartozo oszcillacios dsszeg:

0 S OF = SF—SF = Z(Mk —mk)Axk

k=1

@)

b
El/f(x)dx < Ve>0-hoz 3F: Op<ce
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£
l. = e—= -
€ 2 € £
§_h6Z JF* és F** , hogy h — sp« < 3 A Spe — H < 3
F:=F*UF*™ (egyesitett felosztas)
Tudjuk: spx < sp < Sp < Spe Ebb6l:
£ €
OSOF:SF—SFSSF**—SF*:SF**—H+h—8F* <-4+ =-—=¢
—_—— N—— 2 2

>0 >0

2. <—
Mivel sp < h < H < Sr mindig fennall:

0<H-h<Sp—sp=0p<e Ve>0ra = H=h,

vagyis f Riemann-integralhato [a, b]-n. |

@ Az f fiiggvény F' felosztéshoz tartozo integralkozelitd dsszege:

or =Y f(&) Azk =Y f(&) (@x — z41),

ahol & € I, = [rg_1, k] : reprezentans pont,
f(&) : reprezentans fliggvényérték.

@ Geometriai tartalom: a fliggvénygorbe alatti (elGjeles) teriilet kozelits értéke.

@ sp < op < Sr mindig fennéall.

Ugyanis minden részintervallumon teljestil, hogy m; < f(&) < My. Ebbdl mar
kovetkezik az allitas.

@)

b
1.3 [f(x)de =1 = VF, m.h.t.ffs-ra a reprezentins pontok vdlasztdsdtol

a
fiiggetleniil a op, integrdlkozelitd dsszeg sorozatra fenndll, hogy

n—oo

b
lim o, = /f(x) de =1
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5.4. ELEGSEGES TETELEK RIEMANN-INTEGRALHATOSAGRA 217

b
2.3 [flx)de =1 <= 3F, m.h.t.f[f.s., hogy a reprezentdns pontok vdlasztdsd-

td?fdggetlen'&’l 3 lim op, = 1.
n—,oo

1. Nyilvanvalé Ty-bél, ugyanis sgp,. < op < Sg, = op, —> 1.

+ +
I I

Fontos, hogy a hatarérték a reprezentans pontok valasztasatol fliggetleniil 1étezzen.
Pl. a Dirichlet-fiiggvényre tetszéleges F,, m.h.t.f.f.s-ra:

& rac. esetén: apn:Zl-Axk:Ax1+---+Axn:b—a—>b—a
k=1

& irrac. esetén: op, = ZO Az =0—0.
k=1

Ezért a Dirichlet-fiiggvény egyetlen intervallumon sem integralhato.

5.4. Elégséges tételek Riemann-integralhatosagra

@ [ [a,b] = R korldtos és monoton = f € Rjay

f legyen monoton névé!
bh—
Az =

a
(egyenletes felosztas; ekvidisztans alappontok)

Op =Y (M — my)Axy, = boa D (faw) = flana)) =

n
k=1 k=1

= D () — )+ ) = Fwn) 4 Flas) = ) 4+ £ ()~ Flaar)) =
=P )~ ) = 0 - fa) < 2, > CZ D 2T

3

Tehat Ve > 0-hoz 3 F: Op <e
(b —a)(f(b) — f(a))

3

(F : I-t n egyenl§ részre osztjuk, az n > feltétel teljesiilése
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218 5. FEJEZET: FUGGVENYEK INTEGRALASA

mellett.)

@ feChy = [f€Ruy

Beléatjuk, hogy Ve > 0-hoz 3F: Op <e.

€ > 0 legyen tetszGleges. f € C&b] —> f egyenletesen folytonos [a,b]-n, vagyis

3

Ve ::b—a

> 0-hoz 34(e*) :
|f(z1) — f(z2)| <€*, ha |21 —xa] <O(e%); 1,29 € [a,]

F,, legyen egy minden hataron tal finomodo felosztas sorozat, tehat AF,, —0.
Ezért Ing . AF,, < d(e*) =6 (;=). Erre az F,, felosztasra igaz:

no

OFnO = SFnO — SFno = Z (Mk — mk)Ayck =

k=1

A folytonossag miatt f felveszi szuprémumat, ill. infimumat (Weierstrass II. tétele)

=) (&) — f (&) Any <

1€, — &1 < Az < 6(e*), igy az egyenletes folytonossag miatt 0 < f(&)) — f(&)) < &*

3

<Z€*A$k zs*ZAxkze*(b—a) = b_a(b—a) =
k=1 k=1

Tehat F' = I,,.

@ [ korldtos és egy pont kivételével folytonos [a,b]-n = f € Rjay

Beléatjuk, hogy Ve > 0-hoz 3 F : Op < e.
Az intervallumot 3 részre osztjuk. (f az xy pontban nem folytonos)
1. Vizsgalat
O =My —mp)-26 < 2K-26<<

[f(2)] < K

ol £ t vé c
Feltétel: § < TV (e, K adott). Ilyen 6-t valasztva O;; < 3
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2. a,79 — §]-n f folytonos = IFY: O; = Opn) < <

3
3. [z + 8,00 f folytonos = IF® . Oy = Opery < % n
F: a 3 felosztés egyesitése:
e € ¢
Or =01+ 011+ 01 < 3t3ztz=¢

A kovetkezd tételeket bizonyitas nélkiil kozoljik.

@ Ha f korldtos és véges sok pont kivételével folytonos [a,bl-n, akkor integrdlhato
[a, b]-n.

@ Egy Riemann-integrdlhato fiigguény értékét véges sok pontban megudltoztatva a
fligguény integrdalhato marad, és az integrdl értéke is ugyanaz.

@ Ha f € R[_aﬂ} és

fpdratlan: /f(x) dx =0
fpdros: flz)dz =2 [ f(z)dz.
Jroe=2]

5.5. Newton—Leibniz-tétel

Y

>
Iz

@ Newton—Leibniz-tétel

Ha f € Rpy €s itt létezik primitiv figguénye (F'), azaz x € [a,b]-re F'(x) =
f(z), akkor

3lasd Thomas 05-6s bemutaté 4. fejezet (37-48. oldal).
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F,: mh.tffs.

3

Ugyanis
é (F(xy) — F(zp_1)) = (F(x1) — F(x0)) + (F(x2) — F(x1)) + (F(x3) — F(22)) +
o () = Fan2)) + (F(2,)— F(za 1)) = Flea) — F(zo) = F(b)— Fla)

Maésrészt az I, = [r_1, zx] intevallumon az F' fiiggvényre alkalmazhato a
Lagrange-féle kozépértéktétel, miszerint

F(ay) — Fag—1) = F'(&) (zx — 2p-1) = F'(&) Aay,
Ezért

n

(Flzi) = Flo1) = > F'(&) Awe = Y f(&) Awy, = of,

k=1

Vagyis

Mindkét oldal limeszét véve:

lim (F(b) — F(a)) = lim of

n— oo n — 00

A bal oldal hatarértéke énmaga, hiszen fiiggetlen n-tél, a jobb oldalon f integréal
kozelité Osszege az integralhatosagi feltétel miatt az integralhoz tart. Tehat

1

/x3dx:%4

0

2

/Sinxdx :—cosx§“:_1_<_1):0

0
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™

/sinxdx = —cosz|g=1—(-1)=2

0

@ Mindkét feltétel fontos a Newton—Leibniz-tételben. Az alabbi példdk mutatjak,
hogy egyik sem hagyhato el.

F(x):{ x%in%, ha z # 0

0, haxz =0
.12 1
F'(z) = f(z) = 2:cs1nﬁ — Jcos—, ha x # 0
0, haz =0

(x = 0-ban a definicioval kell szamolni.)

1
/ f(z)dz 3, mert f nem korlatos, de 3 primitiv fiiggvény.
0

5
/sgn (2> — 52 + 6) dr 3, mert f 2 pont kivételével folytonos. De F' #, mert egy
0

derivaltfiiggvénynek (f lenne) nem lehet elséfaju szakadasa.

5.6. A Riemann-integral tulajdonsagai

>
4]
kel

© feRuyb>a) [ f@)de=— f(x)ds

D) [ f(z)dx:=0 (az eléz6vel Gsszhangban)

@ Ha f € Riae €5 fe Ry (a<e<b) = fe€ Rpay és
b c b
[t@ar= [ 1@+ [ f@)a B
@ Ha f € R[a,b] — fe R[a,c], ha c € |a, b (—B)
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@ Ha f,g € R[a,b] = f+g¢€ R[a,b] és c- f € R[a,b] €s

b

/b (@) + gla)) do = [ f(@)do+ / g(z) e,

a

/bcf(x) dz = ¢ /bf(ac) dx

Tehdt Ryap) linedris tér (vektorteér).

Pl f + g-re:

F,: m.h.t.f.fs.; reprezentans pontok: &1,&s,...,&,
b

of, = Zf(&)mk — /f(x) dz =
of, = Zg (&r)Azy, —>/

a reprezentans pontok Valasztasatol fuggetlenul

— fé:g:Z(f‘i‘g)(fk )Azy, = fok Aﬂﬂk-i‘zgfk JAzy — I + I

k=1

D) ®: H — R leképezés (operator) funkcional, ha
H: tetsz6leges halmaz, R: a valés szamok halmaza.

@ ® : H — R linearis funkcional, ha
H: lineéaris tér a valos szamok teste felett, R: a valos szamok halmaza.
® linearis operator, tehat ®(cx) = c®(x), P(x1 + x9) = P(z1) + P(22).

b
O(f):= [ f(z)dz, @: Ry — R linearis funkcional.

Ui. igaz: <I>a(cf) = c®(f) (homogén), ®(f + g) = ®(f) + ®(9) (additiv).

(M Ha f € Ry és f(x) >0, ha € [a,0)] = fbf(x)dxz()

a

JIJ;ZOVF—re - AlllmeUf;>0
—
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b

a

(T) Ha f,g€ Ry és f(z) <g(r) =z €la,b]-ben — fbf(x) dz < [g(z)dz

h(z) = g(z) — f(z) > 0 + el6z6 tételek.

Tehat
f=0: of
f<g: @(f) <P(g9) (monotonitas)

5.7. Az integralszamitas kozépértéktétele

b
[ f(z)dz

D) Integralkozép: o=t (b>a)
—a

W)

1. Ha f € Rigp), M = sup {f(z)}, m= ir[lfb]{f(x)}, akkor m < » < M.
z€Ja,

z€[a,b]

2. Ha f € C’[?l,b], akkor 3¢ € [a,b], hogy f(§) = .

1. Mivel m < f(z) < M, az integral monotonitésa miatt:

m(b—a):/bmdazg/bf(x)dxg/bde:M(b—a)

Innen (b — a)-val valé osztéassal adodik az allités.

2. Weierstrass I1. tétele miatt f felveszi m-et és M-et, tehat

351752 € [a7b]7 hogy f(fl) =m és f(fZ) =M

€1, &)-re (ill. [&, &1]-re) alkalmazhaté a Bolzano-tétel. Mivel m < 3 < M, a

Bolzano-tétel értelmében

3E € [61,8] (. € € [6,8]), hogy f(§) =
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@ Az f fliggvény [ pozitiv részét és f~ negativ részét a kovetkezSképpen definialjuk:

{ f(x), ha f(z) >0
0, ha f(z) <0

oy J f(z), ha f(z) <0
! (x>_{0, ha f(xz) >0

@ Koénnyen lathato, hogy f= fT+ f~és|f|=fT— .

@ Ha f € R,y , ahol a <b, akkor
1. f+ € R[a,b] . f_ € R[a,b] és |f| € R[a,b]

b

[ f(z)dz

a

2.

< [ 1/ @) de

1. Az oszcillacios Osszegekre vonatkozo sziikséges és elégséges tételbsl kovetkezik,
mivel O{; < 0) < eés O < 0Of < e ezért f+, illetve f~ Riemann-
integralhato, valamint kiilonbségiik | f| € Rjq -

2. Mivel
—|f(@)] < f(z) < [f(2)],

ezért az integral monotonitasa miatt
b b b
- (U@l < [ fade< [ir)a

amit bizonyitani kellett. |

Ha nem tessziik fel, hogy a < b, akkor a 2. tétel allitasa

| fa)da| < | 1f @) de

<

alak lesz.

Az alabbi fiiggvény példa arra, hogy ha | f| € Rj,s), akkor f € Ry, ;) nem feltétleniil
teljesiil.
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fz) =

1,  ha z racionalis
—1, ha z irracionélis

|f(xz)| =1 folytonos = |f| € Rjap), de f & Ry

5.7.1. Feladatok
1. f(z) = { 3,  ha x racionélis

—3, ha z irracionélis

Léteznek-e az alabbi integralok?

8
~—

=
C—v P = O —uw
—
=
(o
8

|/ ()

=
5

NL¥
—
[\
\a¥
oL
8

2. A kozépértéktétel felhasznalasaval becsiilje meg az

3
/\/1+0082x dx
0

integral értékét!
3. Hatarozza meg az
f(z) =cos®x

fiiggvény [0, 7] intervallumbeli integralkozepét!

4. Adjon 0-t6l kiilonboz6 also, illetve fels6 becslést az

1

1 — 2?2
—d
/x4+:z:2—|—1 .

0
integral értékére!

5. Mutassa meg, hogy fennall a kdvetkezd egyenlGtlenség!

.CE7

1 1

a) 0< | m——=dz < =

) 0f\3/1+:c6 8
100 e~ %

b)0< [ de <1

0

x + 100
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11
d) 62e <Ofxe*‘” dx
1 3
o | cos (cz?) q ‘§1n2,
o x+1
2
6. [sgnx-a?- cosx do =7

-2

2
7. [V1I-2z+42? do =7
0

3
8. [ |a*—22% dx =7
2

5.8. Integralfiiggvény

c tetszoleges valods szam

/gp
| =z, ha z € [0, 1]
flz) = 3r—2, haxe(l,2]
=[ft)dt = ha z€]0,2]; F'(z) =7
0
Megoldas.
Ha z € [0,1]:
K. r t2 T 2
F(x):/f(t)dt:/tdt: L
2, 2
0 0
Ha z € (1,2]:

/f t)dt = /tdt+/ (3t —2)d

22

Ex ha z € [0, 1]
)=

§x2—2x+1, ha z € (1, 2]

tankonyvtar.ttk.bme.hu

2] 2 3
3——2t)| =-2"—22+1
=gl () e
x, hao<z <1
F'(z) =< 3z—-2, hal<az<2
1, haz =1
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Tehat F'(z) = f(z). Latni fogjuk, hogy ez nem véletlen.

@ fGR[avb]. Az
F(:z:):/f(t)dt:/f(m)d:t, z € [a,b]

fiiggvényt f integralfiiggvényének nevezziik.

@ Az integrdlszamitds II. alaptétele

f € R y; F(z) = /f(t) dt, z € a,b

1. Az integrdlfiiggvény folytonos |a, b]-ben.

2. Ha még [ folytonos is xq¢ € (a,b)-ben, akkor F differencidlhato xo-ban és
F/(.To) = f(ZEo)

. f€ Ry = 3JK: |f(x)] < K. Micsak belsé pontra bizonyitunk. Legyen
xo € (a,b). Meg kell mutatnunk, hogy

|F(z) — F(x)| <€, ha |z —x¢| < d(e)

\F(z) — Fao)| = / F(t)dt - / F(t)di| = / Ft) e < / @) de] <

< /Kdt = |K(z — z0)| = Kla — o] < &, ha | 20| < & = 5(c)
zo
F(x)—F
2. F'(xp) = lim w = f(xzo), haVe > 0-hoz Fé(e) > 0:
T—T0 — Xy
F(x)—F
‘W—ﬂmo) <e, hal<|zr—mx <d(e)
— Zo
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O )| =
dt — o
- )= o) ot =s0) Jrwdi- ] fmdh

.’L'O ‘dt

= ::@
T — Xg [z — 0|

Mivel f folytonos zg-ban, 30(s) > 0: |f(z) — f(zo)| < &, ha |z — zo| < d(e).

(Legyen z ilyen!) Most |t — x| < |z — x| < (¢), igy ezzel a 0(g)-nal

x
[edt
® < 0 :|€($—$0)|:8

|z — 2] |z — x0] [ |

Koévetkezmény:

T

1. Ha f € C’[ab akkor YV € (a,b)-re F(x)= [ f(t)dt differencialhato és

Fi(z) = f(x).
2. Folytonos fiiggvénynek mindig létezik primitiv fiiggvénye.

5.8.1. Példak

F(z) = Ofme_t2 dt

A fiiggvényt zart alakban nem tudjuk elallitani, de a kovetkezSket tudjuk rola:

F(0) =0
F'(z)=e* >0: F szig. monoton ng
F'"(z) = =2z : £ <0: F alulrél konvex, 2 >0 : F alulrél konkav

A fiiggvény paratlan: F(— f edt = [eW(-1)du=—F(x)
t:=—u

tankonyvtar.ttk.bme.hu (© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi
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(Helyettesités hatrébb!)

Keresse meg az alabbi fliggvények derivéltjait!
F(z) = [sint*dt, z#0
0

G(z) = [sint*dt
g1
H(z)= [ sint*dt

e

f(t) = sint? folytonossaga miatt IF’(z) és F'(z) = sin z>.

G(z) = F(e") derivalhato, mert derivalhato fliggvények osszetétele. A lancszaballyal:
G'(x) = F'(e”) - e* = (sine*) - e”

H(z) = F(e* 4+ 1) — F(e") szintén a lancszabéllyal derivalhato:
H'(x) = F'(e* +1)-e® — F'(e") - € = (sin (e” + 1)?) - &” — (sine**) - ¢”

[ arctg¢* dt

im® =
z—0 :)32

0
— alaku és alkalmazhato a L’Hospital-szabaly:

(A szamlalo arctgt? folytonossaga miatt derivalhato)
—1 2
. [ arctgt? dt pE . arctgz® TH .. ] t+a4
lim =—7>—— "= lim = lim —————
z—0 €T z—0 2x z—0 2

fo={,2 misisy  F@=[roaw

1. F/(1) =7

=0

2. A (0,2) intervallumon hol konvex, ill. konkav az F fiiggvény?

1—2% hal<az<l1

z : / — —
f folytonossaga miatt F'(x) = f(z) = { -1, hal<z<?2

—2z, hal<z<1
1/ _ ’
F(w)_{L hal<az <2

F' folytonos 1-ben. g(z) =1 — 22, h(r) = 2 — 1 mindeniitt derivalhato. Igy
F'(1)=F'(1—0)=—-2#1=F'(1) = F"(1+0)

Tehat B F"(1).
F fiiggvény (0,1)-ben konkav (F” < 0 itt) és (1,2)-ben konvex (F” > 0 itt).
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5.8.2. Feladatok

d b
1. a) afcos(x?’jtl) dz =7
d b
b) £fcos(ac3+1) de =7
d °
c) &fcos(:c?’le) doe =7
2. F(x fetQH dt; fet2+1 dt H(z fet 1odt

Hatarozza meg a derlvaltfuggvenyeket ahol azok leteznek'
= [ (22 —4) da
0

a) Hol monoton f?7 Hol van lokalis szélsGértéke?
b) Hol konvex, hol konkav? Hol van inflexiés pontja?
4. f(z) = [2?arcsinz dx
0

a) Milyen pozitiv z-ekre differencidlhato f7

[ 2 arcsinz dx
b) lim 2

x—0 €T

B 1
c) Irja fel a fliggvény zo = 3 pontbeli érinté egyenesének egyenletét!

t+1, ha —1<{<0
5. f(t) =
—t+1, ha0<t<1
a) Irja fel a G(z ff ) dt fiiggvényt! (x € [—1,1])

b) Differencialhato-e a felirt G fiiggvény (—1,1)-ben?
jﬁ 1
S 8T+ 53 + 2t + 6

6. f(z)= dt, =z €]0,3]

a) Van-e f-nek lokalis szélsGértéke (0, 3)-ban?
b) Hol veszi fel a fiiggvény [0, 3] -ban a minimumat, illetve maximumat?

(A minimum, ill. maximum értéke nem kell.)

c) Van-e inflexiés pontja f-nek?
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5.9. Integralas helyettesitéssel

=
]
=

>
Iz

(D) Legyen f € C'[Oaﬁb], ¢ € Cj,p5 szigorian monoton és ¢(t) € [a,b], ha t € [a, f]

(18, al).
1. Ekkor
[ f(@) do,_ = [ Fe®)@(®) &t telap
(Vagyis [ f(z) da = [ Flp(®) ¢/(8) dt|,_ )

2 Hapla)=a é o(B)=0b: [ [f(x) de=[[f(e(t)) ¢'(t) dt
1. Az integranduszok folytonossaga miatt mindkét hatarozatlan integral 1étezik. Le-
gyen

[ fl@)de =F(z) +C x € [a,b].
Azt kell belatnunk, hogy f(¢(t)) ¢'(t) primitiv fiiggvénye F(p(t)) [a, f]-ban:

és
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5.10. Integralasi moédszerek

Thom
= 5

5.10.1. sin és cos szorzata

sin (o + ) = sina cos 3 + cos asin 3
sin (a — ) = sinacos f — cos asin 3
cos (o + ) = cosacos § — sin asin 8
cos (o — f3) = cos acos 8 + sin asin 3
Ezen azonossagok felhasznalasaval (o =ax, B =bx):

cosax - cosbr = = (cos (a + b)x + cos (a — b)x)

sinax - sinbx = = (cos (a — b)x — cos (a + b)x)

sinaz - cosbr = = (sin (a + b)z + sin (a — b)x)

O = NI o =

[sinmx - cosbr dx | = ! [ (sin (7 + 5)x + sin (7 — 5)z) dz =

2
_ % (_cos (m+5)z  cos(m— 5)3:) Lo

T+ 5 T—25

Feladatok:
1. fsinﬂx .sin3z dx =7

2. [cos3x-cos8z dx =7

5.10.2. sin és cos paratlan kitevgji hatvanyai
sin? ™z = sinx - (sin® 7)" = sinx(1 — cos?2)" = . ..
cos? !y = cosx - (cos?z)" = cosz(1 —sin2)" = . ..

(Az atalakitas utéan a hatvanyozas elvégzése sziikséges)

[sin®z dz | = [sinz sin®zdzr = [sinz (1 —cos’z) dz =

cos® x

+C

= [(sinz — sinz cos?z)dx = —cosz +

4lasd Thomas 05-6s bemutaté 5. fejezet (49-53. oldal).
®lasd Thomas 08-as bemutat6 1.-5. fejezet (3-24. oldal).
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Feladatok:
1. fcos3a: de =7

2. [cos"z dz =7

5.10.3. sin és cos paros kitev6jii hatvanyai

11— 22\ "
sin®” r = (sin® )" = (ﬂ> =
2
1 22\ "
cos™ x = (cos® )" = (%) =...

(Azonos atalakitas a kitevst csokkenti.)

1 — cos2x r sin2x
. 9 _ _ 7
[sin®z dz —/ 5 dz 5 1 +C

Feladatok:
1. [cos?z do =7

2. [cos®x dz ="

5.10.4. sin és cos hatvanyainak szorzata
[sin™x-cos™x dx =7 n,m € NT
1. n és m koziil legalabb az egyik paratlan:

[sin®z cos’z dz | = [sinz sin?z costz dzr =
——

=1—cos?zx

cos®x  cos’x

= [sinz (cos*z —cos®z) do = — —+— 1

Feladat:

fcos3x sin®z dx =7

2. n és m is paros:

[ sin*z costz dz | = [(cosz —cosbz) do =...
S~

=1—cos?x
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5.10.5. Parcialis integralas

A szorzatfiiggvény

Az alabbi harom esetet kell felismernitk:

eaz

sin ax

/ polinom - cos ax de =7
shax
chax

U v’

(n-edrendii polinomnél n-szer kell parcidlisan integralni.)

f 1'2 eEm dz |= {L‘2 %8536 _ gf S5x

8
o
(oN
S
I
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235

Feladatok:
a) [(2z+1)sinbx do =7
b) [ (2? )Cosxd:c:?
¢) [zcosasinz do =
d) [2?sh2z do =7
2.
Inax
arcsin ax
arccos ax
/ polinom- arctg ax de =7
arcctg ax
arsh ax
\ Vs
v’ U
fInzde |=[ 1 Inz dzr=zlhz— [ldz=2lhz—z+C
vv=1 u=Ihz
v=z u = %
Feladatok:
a) [arcsing do =7
b) [zarctga dz =7
3.
dT eb:(;
sin ax sin bx
/ cosar p-{ cosbr pdxr ="
sh ax sh bx
chax ch bx

(Két parcialis integralassal oldhaté meg.)

Bizonyos parositasokat sokkal egyszertibben is integralhatunk. Melyek ezek?

De pl. az alabbi integralt csak igy tudjuk kiszamolni:

[e* sin2zx dz =7

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi
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1 3
f e3r sin2x dx = —§e3x cos 2z + 3 f e3r cos2x dxz =
u=e* o =sin2x u=e o =cos2z
o = 363:8 v = — gos 2x uw = 36333 v = sin 2%

2 2

1 3/1 3
= —§e3m cos 2x + 3 (§e3x sin 2z — 3 J €% sin2x dx)

Ezt az egyenletet kell megoldani a keresett integralra:

4 1 3
/egw sin2x dx = 3 (—563”” cos 2x + Ze?’x sin Qx) +C

Masik lehetGség: parcialisan integralunk két kiilonbo6zé kiosztassal, majd a kapott
egyenletrendszert megoldjuk az eredeti integralra.

2 2
X :/ e3r sin2x  dx =e** (—COS x) — /3633” (—COS x) dx
u:e?)w 2 N 2 /

v’ = sin 22

-~

(NI

1 1
X = / e3® sin2z  dz = e 3 sin 2z — / ge‘% 2 cos2x dx
’U/ _ e3w

u = sin 2z N ~
P

(Ezt az egyenletrendszert kell megoldani X-re.)

5.10.6. Racionalis tortfiiggvények integralasa

1. lépés: Valodi tortfiiggvény-e? Ha nem, osztéssal atalakitjuk egy racionélis egész
fliggvény és egy valodi racionalis tortfiiggvény Osszegére.

2. 1épés: A valodi tortfiiggvény nevezGjében 1évs polinomot felirjuk valés egyiittha-
toju els6- és masodfoku gyoktényezdk szorzataként.

3. lépés: Résztortekre bontunk.

4 3 2
/295 + 3z° — 18z +8$+1da::? X
z2 4+ 22 — 8

Altort: (2% + 323 — 1822 +8x + 1) : (2 + 2v — 8) = 22% — v, maradék—1

1 1111
= [(2t—ot—2 Vdoe [(22—es it L das =
/(”3 x+az2—|—2x—8> ! /(x T2 6x+4> v
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U 1 pu— =
BYAE o8 w-2)@td) w-2 z+d
Az egylitthatok meghatéarozasa:

1. Behelyettesitéssel (kozos nevezére hozas utan a szamlalokat egyeztetve):
1=A(x+4)+ B(z —2)
r=-4: 1= B(-6) B:—é
rxr=2: 1=A-6 A= %
2. Egyiitthaté 6sszehasonlitassal:
1=(A+B)x+4A—2B

1
4A—-2B =168 A+B=0 = AZB’B:__

/;—ii de =7 =X

z4+1 z+1 _A Bx +C

B4z z@2+1) 0 2241

r+1=A@*+1)+(Bz+C)x=(A+B)2*+Cx+A = A=1,B=-1,C=1
1 —z+1 1 1 22 1
X = - dr = S dr =
/(x+x2+1> v /(x 2x2+1+1+x2) v

1
=1In|z| — §ln(x2—|—1) + arctgz + C

Feladatok:

222
/x4—1 de =7
272+ 1 -1 lr+3
e =7 (= [ (21222 T2 ) 4.—...
/x2(x2+2x+2) v ( /(x2+ T +x2+2x—|—2 v

341 2 1 1
—— dr =7 (= 1 - ——) dz=---
/x3—$2 v ( /(+x—1 x? ZL‘) v )

12
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5.10.7. Integralas helyettesitéssel

/ f(z)da

[ ta@yae= [ st oo

= e pwa

t=p~1(z)

1 /R(:c,m> dr.  a£0

Teljes négyzetté kiegészitéssel az alabbi alakok valamelyikére hozzuk:
V1— A2 A:=sint, te€ [—E g} (vagy A :=cost, t€[0,n]

27
vVB?2+1 B :=sht
C? -1 C :=cht

A cos’t+sin’t=1; ch?t—sh®t =1 azonossagok felhasznéalasaval elvégezhets
a gyokvonas.

/de:? — X

r=sint (= ¢(t)) == t=arcsinz
d
& _ cost (=¢'(1)) (dx = cost dt)

dt
/\/1—sin2t costdt:/|cost\ cost dt:/COSZt dt =

14 cos2t 1 1 T T
— [ TS = 4 —sin2t ! [——,—}
/ 5 5 + 1 sin 2t + C' € 575
1 2 i V1= 22
X=(zt+>sintV1-sin2t+C SEEET IV T Lo
2 4 t=arcsinx 2 2
Hatarozott integral esetén:
b B
[ @) o= [ o))t a=ela) b=w()
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1

/ 1 1 3
/\/1—952 dx:/\/l—sinztcost dtz{—t%—é—lsin%} =
0

2
0

N

0

Feladatok:

a) /\/x2+2x+2 de =7
1 d 0

——— dz ="

21 — 222

c) /353\/16—:762 de =7

B S

Va2 +4dx + 2

(Ez elemi uaton is integralhato, mert [ f/f*dz alaka. Oldjuk meg mindkét
modon!)

b)

d)

Racionalis tortfiiggvény integraljara vezetd helyettesitések

9. / R(e%) da

1
=t — x=Int — dxz; dt

/14367: dz =7|= X

11 11
dt= [ (——+-) dt=—In[l+¢ +Int
/1+t [ /(1+t+t) afl 4+t +nft+C

1 A B

+0¢ 1+7 1

Ugyanis

1=At+B(1l+t) — t=0: B=1,t=-1: A=-1

Ennek megfelelGen a megoldas:
X=—In(l+e")+z+C
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Feladatok:

) /d_m 7
et + e
dx
b _ =7
)/e2$—2ex

3. /R(m,W) dz, Var +b:=t

=X

/ T=3 gy =
(z+1)Vr -2
VisZ—1 —

r=1t242

— dx=2tdt

1

t?—1 t?+3—4 4
/—2tdt=2/+—dt:2/ l—-——— | dt=
(t2+3)t t2+3 31+< )

., 8 arc‘cg\/Lg
= T
S

t
V3

+C

8 Tr— 2
X =2V —2— — arct —+C
V3 RV TS

Feladatok:
a) /.T\/533—|—3 de =7

b) /(2x—|—1)\/(5x—3)3 dz =7

1
=z =7
) /\/E(1+a:) v
32+ 4
d) [ 2 gy =7
N B e

q: q,- .

, qn legkisebb kozos tobbszorose

tankonyvtar.ttk.bme.hu
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/ ;é de =7 =X =2 ¢gp=4 qg=4

t=gi — =t — dx=4t3dt

2 i 1 3t? 3 4
A3dt =4 dt =4 2 — = dt =4———In|t?+1|+C
g/ﬁ+1 (/ﬁ+& L/( 3ﬁ+1> 3 g i

ng(%ﬁ—mW?+q>+C

Feladatok:
1 3
a) / +$? de =7
3—x3

b /— de =7
) 1+ Va2
1
C) /ﬁ dx =7
€r8 — I8

5. /R(sin:c,cosa:) dz

x 2
t::tgi — x =2arctgt —> dx:mdt
2t 1—1¢2 . 2t . 11—t
sinr = ——; cosx = r=-——>=; ctgxr=
142’ 1+ ¢2 & 1—¢t2’ 8 2t

d
/sinm(lf—cosx) =rp=X

1 2 [ 1t 1 =
dt = dt = —4+—) dt=-Inlt|+—+C
/‘%(Lﬁﬂﬂl+ﬁ / 2t /<%+2) 2“'”44r

1442 142

1 x tg2 L
‘X:—l‘t—’ ®240
>k -l
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1
/Mdﬂ?:? — X

14+¢2 142 2 ?+1
/ T dt:/ i dt =
2t 1—1t2 1+1¢2 t(1—1t)(1+1¢)

—/ A+ B + ¢ dt =
B t 1—t 1+t -

Feladatok:

1
a)/, de =7
sin x
1
b —_— =7?
)/1—sinx do

1
—— dx =7
C)/Q—cosx o

5.11. Improprius integral

5.11.1. Definicidok

>
g
el

Ha az intervallum nem korlatos

(D) Ha Yw € (a,00)-1e f € R ¢

/f(x) dz = lim | f(x) dz

w—r00
a

Ha létezik a hatarérték, akkor az improprius integral konvergens. Ha a hatarérték
végtelen, vagy nem létezik, akkor az improprius integral divergens.

[e.9]

/ﬁdx:? — X

2

6l4sd Thomas 08-as bemutaté 8. fejezet (49-50. oldal).
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Megoldas. Részlettortekre bontassal kell dolgoznunk.

6 A B
— — =A 2 B(x—1
224+ —2 x—1+:c+2 0 (@ +2)+ B(x )

X = lim Ldm:lim 2 — 2 dz =
wooo | 24 x—2 w—s00 r—1 x4+2
2 2
= 2lim (n(z—1)—In(z+2);y = 2lim(n(w-1)-In(w+2)—(Inl —
w—r00 w—r00 -— J
00—00 alakﬂ
In4)) =
-1
—2 lim <1n°" +ln4> — 21In4
w—00 w42
——
ln—liéﬁo
1+2

w

D HaVw € (—00,b)-re f € Ry :

b b

/f(x) dz = wl—i>IPoo f(z) dz

w

Ha létezik a hatéarérték, akkor az improprius integral konvergens.

Ha a hatéarérték
végtelen, vagy nem létezik, akkor az improprius integral divergens.

-1

/(x_2> L ey = o= ¢

In(2—x)
Megoldas.
[ In(2—2)t| "
X = lim _—(111(2—1:))_% de = lim (In ( 1—x>) _
w——00 <& Xz , w——00 5 y
) # ro alakt

=2 lim (VIn3—4/In(2—w))=—o00 (divergens)

wW—r—00
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Egy fontos megjegyzés

@ Az / f(z) dz improprius integralt konvergensnek mondjuk, ha tetszéleges ¢ €

/Cf(x) dz és /bf(x) dz

mindketten konvergens integralok, és a fenti integral divergens, ha az utébbi két integrél
koziil akar csak az egyik divergens.

(a, b) mellett

© J i) do= Jim, [ f@) ao

w

@ Az el6z6 definicié miatt / f(z) dz # lim [ f(x) dx
w—r00

—W
(o) w o0

2 2
Ui. /x dr # lim [ z dz = lim {w_ — w_] = 0, mert pl. /x dx divergenciaja
Ww—00 w—oo | 2 2

—00 —w 0
miatt

/ x dz is divergens.

—00

Ha a fiiggvény nem korlatos

@ Ha a-ban nem korlatos, de f € Rpysy (a <a+6 <b)

b

b
/ f(z) dz = lim / f(x vagy = lim / f(z) dx

a a+0

@ Ha b-ben nem korlatos, de f € Rjq -4

b

B
[ #@) do = tim, / e wgy = lim [ f(o) ds

a
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5.11. IMPROPRIUS INTEGRAL 245

D) Ha c € (a,b)-ben nem korlétos:
b c b c—01
/f(:v) dx:/f(a:) da:+/f( ) dz = lim /f ) dz + hm /f
61—+0
a a @ C+52
\/arcsmx ol x
Vi-2? |
— ( . )§ 1-46
.\2 . (arcsinx)?
B 61320 / m (arcsinz)? de = 52120 R . -
g “alaka
2 2 3
-2 o (im0 0) =2 (3

7
/;dx:? — X
5

L . -
5.11.2. f(z) = — improprius integraljai
x

[
Milyen a-ra konvergens / — dz ?
xa
1

Megoldas.
Ha a = 1:
1 e |
lim [ — dz = lim Inz| = lim (Inw—Inl) =00, tehat divergens
W—00 x Ww—00 1 Ww—00
1
Ha a # 1:

—a+1 1w -« 1
lim [ 27 dx = lim a = lim d —
w—00 w—oo | —av + 1 1 w—oo |1 —« 1 —«
1
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246 5. FEJEZET: FUGGVENYEK INTEGRALASA

Konvergens, ha 1 —a <0, tehdat o > 1.
Divergens, ha 1 —a >0, tehdt a < 1.

Osszefoglalva:

1 { konvergens, ha a > 1

z° dv = divergens, haa <1

1

1
1
Milyen a-ra konvergens / — dx ?
xa
0

Megoldas.
Hasonldéan megmutathato, hogy

1
1
— dx =
xO[
0

konvergens, ha a <1
divergens, haa>1

Ui: a=1:

X §—+0 T 6—+0 1 §—+0

1
1 1 1
/— dr = lim [ — dr = lim lna:‘ = lim (In1—1nd) = o0, divergens
0 5

a# 1:

1

—a+1 71 1 51—a
lim 7% dr = lim w = lim —
§—+0 o400 [—a+1|, »+0[l—a 1-a

5

Konvergens, ha 1 —a >0, tehdt o < 1.
Divergens, ha 1 —a <0, tehdt o > 1.

[1
Milyen a-ra konvergens / — dx ?
xa
0

Megoldas.

o0
x X

1 e’}
1 1 1
— dx = /— dr + /— dx igy divergens V a-ra
o l.a
0 0 1

/

Vv Vv
konv., ha a<1  konv., ha a>1
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5.11.3. Az improprius integralok néhany tulajdonsaga

@ Cauchy-kritérium

/ f(x) dx (il / f(x) dx) improprius integrdl akkor és csak akkor konvergens,

haV5>0hozE|Q()€]Rszamugy, hogy Ywy > Q, wy > Q (ill. wy < Q, wy < N)

esetén:
w2
/f(x) dz| <e
w1

(—B) n

(D) Ha / |f(x)| dz konvergens, akkor az improprius integralt abszoltut konvergensnek

mondjuk.

(D) Ha / f(z) dz konvergens, de / |f(x)| dz nem konvergens, akkor az improprius

a a
integralt feltételesen konvergensnek mondjuk.

@ Ha/|f(a:)| dz konvergens, akkor/f(:z:) dz is konvergens, €s

7}"(96) dz S]o\f(fv)l dz

/f(a:) dz| < /]f(:v)] dz| <e wr,ws > Qe)

Az els6 egyenl6tlenség a hatarozott integralnéal tanultak miatt, a masodik pedig az
oo

abszolut konvergencia és T miatt all fenn. Tehat / f(z) dz is konvergens.
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248 5. FEJEZET: FUGGVENYEK INTEGRALASA

MaAsrészt:

—f(@)] < f(z) < [f(z)] miatt

—/w|f(a:)\ d:cg/wf(x) dxg/w|f(x)| dz YV w-ra (w>0)

Ekkor a limeszekre is igaz:

- dim [ 1@ do < tin [ 5@ do <t [ 15 a

_fyf(x” d;cgff(;c) dxé?o\f@)\ dz
. 7 Fle) de| < 7 ()] da

tehat

Majorans kritérium

@fER[aw Vw € (a,00)-re és |f(x)] < g(x) x € [a,o0)-re.
Ha/ (x) dx konvergens, akk;or/ |f(x)| dz is az (az el6z0 tétel mmtt/f

18 konvergens ) és

7f(1’) dz S) 7|f(x)| dr < 79(96) dz

g-re igaz a Cauchy-kritérium:

w2

/g(m) dz| <e

w1
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5.11. IMPROPRIUS INTEGRAL

249
De 0 < |f(x)] < g(z) miatt:
w2 w2
Jlr@l as| <| [ gfa) as| <
w1 w1
tehat |f|-re is teljesiil a Cauchy-kritérium.
Maésrészt: . .
[1s@l < [ o) @
a a |

YV w-ra és ezért a limeszekre is teljestil.

Minorans kritérium

Ha 0 < h(z) < f(z) z € [a,00)-Te és/h(x) dr =00 = /f(ac) dz = o0

a

o0

Ha / f(z) dz konvergens lenne, akkor az el6z6 tétel miatt / h(z) dz is konver-

gens lenne. 4

Hasonl6 tételek mondhatok ki a (—oo, b], ill. [a, b] intervallumon definialt impro-
prius integralokra is.

5.11.4. Feladatok

2
1
1. —— dz =7
/\/4—x2
1

3. /e_% de =7

0
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1
N /(a;2+1)(x2+4) dv=r

—00

10. /eQe_ =7 (t:=c")
1
o4

1. /e%x 7 (=)
0

12. Konvergens-e az aldbbi integral?

dx
/x4+2x3+1

T

——d
4+ 223+ 1 .

&
0\8

13. Konvergens-e az
o0

/ xcosx q
— " dx
x4 + 222 4+ 2

0

improprius integral? Ha igen, adjunk becslést az integral értékére!
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5.12. Az integralszamitas alkalmazasa

Thomr
=
5.12.1. Teriilet App
A hatéarozott integral definici6ja azonnal adja a kovetkezdt. Agp
Ha egy f(z) fiiggvény az [a,b] intervallumon nem negativ, és integralhato, akkor a
grafikonja, az x tengely, illetve az x = a és © = b egyenesek altal hatarolt altalanositott
trapéz teriiletét a kovetkezd képlet adja.
b
[ #@) @
’ &

@ Szémoljuk ki az egységsugaru félkor teriiletét!

Legyen a = —1, b=1¢s f(x) = V1 — 22,
Ekkor a teriilet:

w/2 /2

V1 —sin?tcostdt = / cos? tdt =

—7/2

1
/ V1—2x2dx =
1

—7/2

/2 cos 2t + 1 sin2t t|™*  n

ey 2 4 T2,

A helyettesitéses integral, illetve az inverzfliggvény derivalasi szabalya adja a kévetkezdt.
Ha az [, ] intervallumon adott (x(t),y(t)) paraméteres gorbével dolgozunk, ahol
yeC [Oa 5 hem negativ, = € C ﬂa 4] pedig szigortian monoton ng, akkor a teriilet képlete

B

/y(t)x’(t) dt.

«

@ Szamoljuk ki Gjra az egységsugarn félkor teriiletét!

Legyen x(t) = —cost, y(t) =sint és a =0, f=m.
Ekkor a teriilet:

T T ™1 —cos2t t  sin2t|”
/ sint-sintdt:/ sin2tdt:/ ﬁdt: L sm _r
0 0 0 2 2 4 2

"lasd Thomas 06-0s bemutato.
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252 5. FEJEZET: FUGGVENYEK INTEGRALASA

5.12.2. Szektorterilet

Ha r € C’[Oaﬂ] nem negativ, akkor az r(y) polarkoordinatakkal adott gorbe, illetve az
a és a [ irdnytangensi sugarak altal kozrezart szektor teriiletét a kovetkezs képlettel
szamolhatjuk ki.

@ Szamoljuk ki Gjra az egységsugaru félkor teriiletét!

Ehhez legyen a =0, S=m7 és r(p)=1.

Ekkor a teriilet: _
1 T
— [ 1P dp=—~
2 / L

0

@ Szamoljuk ki az egységnégyzet teriiletét!

1
9 ha (2 S [0,7'('/4]
Ehhez legyen a =0, =72 és r(p) = Colsgp '
h 4,m/2
i v el
A teriilet:
/2 w/4 /2
1
_/7’2((’0) dp == /7’2(@) d<,0+/7"2(30) do | =
0 w/4
m/4 /2
1 1 1 1 /4 /2 1
2 /cos%o S”/sinap o | =5 (tewly "+ —cteely) =51 +1)
0 w/4

5.12.3. Forgastest térfogata

>
el
T

Ha f € C'[% o akkor az x tengely koriili megforgatasaval kapott forgéstest térfogatat a
kovetkezd képlet adja.

™ /b F(z) dz

@ Szamoljuk ki az egységsugaru gomb térfogatat!
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5.12. AZ INTEGRALSZAMITAS ALKALMAZASA 253

Legyen a = —1, b=1¢és f(zx) = V1 — 22,

Ekkor a térfogat:
1 3! 1 1 4
7T/1—£L’2 dIIﬂ'(JJ—% 1) Iﬂ'((l—g) — <—1+§>> :§7T
“1

Ha az [o, ] intervallumon adott (z(t),y(t)) paraméteres gorbével dolgozunk, ahol
(RS C'[% g1 68 T € C[la 4] pedig szigoriian monoton nd, akkor a térfogat képlete

B

s / y?(t)a'(t) dt

«

@ Szamoljuk ki Gjra az egységsugaru gomb térfogatat!

Legyen xz(t) = —cost, y(t) =sint és a=0, f=m.
Ekkor a térfogat:

cos t

7r/ sin2t-sintdt:7r/ (1—6032t)-sintdt:7r(—Cost+
0 0

= -7
0 3

5.12.4. Forgastest felszine

Ha f e C[la p) Dlem negativ, akkor az x tengely koriili megforgatasaval kapott forgéstest
palastjanak felszinét a kovetkezd képlet adja.

27r/f(x)\/1+f’(x)2 dz

@ Szémoljuk ki az egységsugart gomb felszinét!

Legyen a=—1,b=1 és f(z)=+v1—2a2.
Ekkor a felszin:

1

1
2
27T/\/1—x2 1+1x d:c:27r/1 dr = 47
1

— 2

-1

Ha az [o, §] intervallumon adott (z(t),y(t)) paraméteres gorbével dolgozunk, ahol
T,y € C’[la g » Y nem negativ, akkor a felszin képlete
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B

v [ vV @R dt

«

@ Szamoljuk ki Gjra az egységsugara gomb felszinét!

Legyen x(t) =cost, y(t) =sint és a=0, f=m.
Ekkor a felszin:

27r/ sinty/sin? t + cos? tdt = 27r/ sintdt = 2m (— cost|y) = 4w
0 0

5.12.5. Ivhossziisag
Ha f € Cﬁz,b] , akkor hossza

>
4l
kel

/b\/wdx

@ Szamoljuk ki az egységsugari félkor keriiletét!

Legyen a = —1, b=1 és f(x) =+1—22.
Ekkor a kertilet:

/“ 1_1”2 dx_/”1_g;2 dz = arcsinz|', =7

Ha az [o, 5] intervallumon adott (z(t),y(t)) paraméteres gorbével dolgozunk, ahol
X,y E C'[laﬂ} , akkor az ivhossz képlete

B
/ NCIOEETIOIE

«

@ Szamoljuk ki djra az egységsugart félkor kertiletét!

Legyen most a« =0, f=m és x(t) =cost, y(t) =sint.
Ekkor

/\/Sin2t+COS2tdt:/ 1dt =7
0 0
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