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1. fejezet

Sorozatok
App
=
1.1. Specialis (végtelenhez tart6) sorozatok =
Elm
%

Definicié: Az a,, valés szamsorozat végtelenhez tart, jelben | lim a, = +o00
n—oo

(vagy més jeloléssel a, —— oo , vagy csak a, — o0 ), ha

VP>0 (PeR) esetén 3 N(P) € N, melyre
a, > P, ha n> N(P).

Definicié: | lim a, = —o0 |, ha
n—oo

VM <0 (MeR)esetén 3 N(M) € N, melyre
a, <M, ha n> N(M).

(Lehet M > 0-val is definialni, ekkor ... a, < —M ...)

1. Feladat: a, = 6n®+3 — oo |, mert
3 3 3/ P—3
6n°+3>P <+— 6n° > P -3 <— n > 5
P-3
tehat N(P) > [3 T]

([x] az x egész részét jeloli, mely az z-nél nem nagyobb legnagyobb egész, pl.:
[—0.8] = —1, [1.95] =1.)


http://bme.kpro.hu/public/calculusapplets/sequence.html

4 1. FEJEZET: SOROZATOK

2. Feladat: a, = 6n3+3n — oo ,

6n® + 3n > P: most igy nem megy. Helyette becslés:
3 3 3 P 3
6n° +3n>6n" > P ~» n>\g N(P) >

(Az als6 becslésnél a 6n® helyett allhatna n3, 3n, n, stb.)

3. Feladat: a, =vn?>—n, lima, =7
n? —n hatarozatlan”, oo — oo alaku, de az a, = y/n(n — 1) alakbol méar latszik,

hogy a, — .

Az N(P) kiiszobindex meghatéarozésa:

Vn? —n > P egyenl6tlenséget nehézkes egzaktul megoldani. Inkabb valamilyen
becslést alkalmazunk. Természetesen tobb lehetdség van, példaul:

nn—1)>ymn—-1)n-—1)=n—-1>P ~n>P+1
Ennek megfelelGen:  N(P) > [P+ 1].

Vagy:

n2—n >4/n?2——=—>P ~ > V2P

n
Ez a becslés akkor igaz, ha 5 > n, azaz ha n > 2, tehat a kiiszobindex:

N(P) > max {2, [v2 P]}.

4. Feladat:’ a, =n®>—3n>+5n+9 — 0o |, mert:
3 2 3 2 X 3 n’  n’ 3
n°—3n"+5m+9 > n’—3n >n—7:?>P ~ n >v2P

3
A x becslés akkor igaz, ha % > 3n?, azaz han > 6, igy

N(P)>max{[V2P],6}
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1.1. SPECIALIS (VEGTELENHEZ TARTO) SOROZATOK 5

5. Feladat: a, = ————— —>00, |, mert:

n3 + 3n n3 n
n24+2 — n2+2n? 3

>P o~ n>3P ~ N(P)Z{BP}.

6. Feladat: ap,=-n*+3y/n—9— —oco |, mert: +++

—n*+3/n—-9< M(<0) <= n*—3yn+9 > -M (>0)

Az egzakt megoldés helyett most is érdemesebb elGszor becsiilni:

n2 2

n2—3\/ﬁ+9>n2—3\/ﬁ;n2—?:% > M

2
n
A x becslés akkor igaz, ha 5 > 3y/n, ami egy bizonyos N; kiiszobindex esetén az

n > N; indexekre teljesiil. (Nem kell Nj-et meghatéarozni, elég latni, hogy létezik.)
Tehat N(P) > max { Ny, [v—2M] }.

7. Feladat:
Gyakorl6 feladatok:

A megfelels definiciéval mutassa meg, hogy az alabbi sorozatok oo-hez vagy —oo-hez
tartanak!

a) a, =Tn°+5, b, =Tn° —5
b) a, = Tn® + 5n* b, = Tn® — 5n?

c) a, =+ 2n° — 3n?

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi tankonyvtar.ttk.bme.hu



6 1. FEJEZET: SOROZATOK

d) a, =n*—2n3+6n*+3

e) a, = —n®+ 50n?

Tétel: Ha lim a, = o0, és b, > a,, akkor lim b, = occ.
n—o0 n—o0

Megjegyzés: Elegends, hogy b, > a, csak n > Ny indexekre teljestl.

Tétel: (an oo, —oo) <— (bn:—an oo, oo).

A tételeket nem bizonyitjuk.

8. Feladat:

A fenti tételek alkalmazéasaval mutassuk meg, hogy a kovetkezs sorozatok
oo-hez vagy —oo-hez tartanak!

a) an =n® —Tn*+5n+ 3
5 5
(an>n5—7n22n5——:%—>oo)
b) a, =vVn®+2n?, illetve Vn’®— 2n?
c) an = Vnt +2n3 — /nt — 5n3 (n>5)
ot 2P —(nt-5n%) n? n -
(an_\/n4—|—2n3+\/n4—5n3_ﬁ 2 5
1+ 24, /1-2
n n
m

= const.-n — o)

>
T V1424140

d) an = Vnb —nt —/nb + 2n4

tankonyvtar.ttk.bme.hu (© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi



1.2. NAGYSAGRENDEK OSSZEHASONLITASA (n™, nl, 2", n*, n, logn,) 7

(Legyen b, = —a, . Megmutatjuk, hogy b, — 0o, (ez konnyebb), ebbdl mar kévetke-
zik, hogy a, — —00.)

9. Feladat: a,, = v/nS +n® — v/n —nd — oo +++

ahol a= v/n® +nd, B =+/nb—nd.

1.2. Nagysagrendek 6sszehasonlitasa (n", n!, 27, n*, n,

logn)
Elm
o —
A — hatérozatlan alak, konkrét esetekben kiilonb6zé hatarértékeket kaphatunk, pél-
o0
daul
n n3 . 3n . 3
— — = — = —.
n?2 " n " bn 5
Tétel:
a) n——>oo, b) i—>oo, c) — — o0; d) — 00
n! 2n n log, n
Bizonyitas:
a)
n”_n-n-...-n> 1.1 1= n"
spec. renddrelv
b)
! —1)(n—-2)...2-1 !
n_nnz D=2 LIS U
2n 2:2-...-2 2 2 4 W?’l 2n
Spec. rendorelv
27l
c) Legyen a,, = — . +4++
n

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi tankonyvtar.ttk.bme.hu
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8 1. FEJEZET: SOROZATOK

Egyrészt a sorozat monoton né, tehat a,.; > a, , hiszen:

? ?
> — <= 2n>n+l1 <«— n>1

Masrészt a paros indexi részsorozat végtelenhez tart:

22n on . gn . .
2n 2-n

E két tulajdonsaghol kovetkezik, hogy a,, — oo.

(57

n

d) Legyen a, = .
log, n

Belathato, hogy a sorozat monoton né (ezt csak késébb tudjuk megmutatni), és aqyr —
oo. Ebbdl a két tulajdonsigbol kovetkezik az allités.

A kovetkezé6t kaptuk:

n" > n!>> 27> k> nk > logn, k€ Nt

Itt a ,>" jelet tgy kell olvasni hogy erdsebb, vagy nagyobb nagysdgrendi. Ezeket a
fogalmakat a félév végén pontositjuk.

1
Belathato, hogy a, — oo -bdl kévetkezik, hogy — — 0.

n

Ennek alapjan az el6z6ekbdl kovetkezik :

1 2" !
Ogn—>0; £—>O; — — 0; SN
n 2" n! n"

1.3. Sorozatok hatarértéke

Sziikséges ismeretek:
lima, = A definicija; példak N(e) meghatarozasara; konvergens sorozat korlatos;
divergens sorozatok; miiveletek konvergens szémsorozatokkal.

Néhény feladat az el6adason tanultakkal kapcsolatban:
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1.3. SOROZATOK HATARERTEKE 9

3n?+4 7
10. Feladat: | a, = ki e N 3, N(e) =7
n2+n-+1
2 +4n+7 n-+4 n -+ 4n 5
la, — Al = |———— — ’: < =—<g,
n?4+n+1 n24+n+1 n?2 n

o2

3

Persze mésképp is majoralhatunk. Ha egyszertien megoldhato, célszert olyan becsléseket
alkalmazni, melyek minden n-re jok.

n? —10% )
11. Feladat: | a, = ———"+——, lim a, =7, N(e) =?
5nb 4+ 2n3 — 1 n—00
2 1-1¥ 1-0
a, — 0, mert a, = n_6 2—"21—>0-—:
nd 545 -5 540—-0
:n%—m
| A n*—10% |han>10t n?—10% _ n? _ 1 _
a, — Al = |———F—— = —<e
5nb + 2n3 — 1 5n6 4+2n3 —1  5nd T nd
—_——

>0

Ve 2 mas 10" | 72|}

12. Feladat: Tovabbi gyakorl6 feladatok:

s,

n—oo
) w20y (V) =)
a im — = =1
n—oo N3+ 8
dn? 1
b)  Gim Il 50, lletve b=—30  (N(e) =?)

n—oo n34+Tn-+b

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi tankonyvtar.ttk.bme.hu



10 1. FEJEZET: SOROZATOK

10° — n?

1 pu— :?
°) nh—{glo 4n® + 3n3 — 6n 0 (N(e) =7)

13. Feladat:
+++
202 +3n+6 2
n=———""— — —, N(e) =7
¢ 302 — 1 3 (¢)
Megoldas. ...
14. Feladat:
1)!
Vizsgalja konvergencia szempontjabol az a, = % sorozatot!
—2n) n!
(1) m+1l om 14 o 0
" (5-2n)n!  5-2n n 2-2 0—-2 2
( n
15. Feladat:
Vizsgélja konvergencia szempontjabol az a, = % sorozatot!
3
n n(n—1)
) v
n = m = )y  ,_9 0
3 1-2:3

16. Feladat: | a, = V2n2 +5n—+v2n2 —n —?
Legyen a = v/2n? + 5n, = v/2n? — n. Ekkor:

a+f  o?-p 6n B
a+f a+f V2n2 +5n++v2n2 —n

a,=a—p=(a—[)
_n 6

6 3

= . — = —
vn?2 o/ 5 / 1 2 2 2
n 2424, /2-1 V2 +4/2 V2

=1
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1.3. SOROZATOK HATARERTEKE

11

17. Feladat: | a, = vVnt+2n2+3 —vni4+n —?

18. Feladat: | a, = vVn3 —3n+8—vn3+n+1 —?

Legyen a = v/n®* —3n +8, 8 = v/n? +n + 1. Ekkor:

19. Feladat: Tovabbi gyakorl6 feladatok:

Vizsgélja meg konvergencia szempontjabol az alabbi sorozatokat!

) 5 —2nd 5—2n3
a) Ap = s n — s
3nd+nt—2n2+3 3nd+nt—2n2+3
3 1)4 2n? + 3)2
b) an = (n+ ) y bn: (n i )
2n* +n? —3n+5 (3n + 5)*
2n
C) a, = (4)

() ()

d) a, = VIn2+7 - VIn2+2n+5

e) a, = V4nt+n?—2 — 2n?

1
f) a, =
n—vn2+3n+5
20. Feladat:

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi

Cn

_ nb —7
354+ nt—2n2+3
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12 1. FEJEZET: SOROZATOK

an=Vn2+2n+3—vVn2+bn+1

Hatéarozzuk meg a b € R paraméter értékét gy, hogy a sorozat hatarértéke

a) 00 vagy —o0,
b) véges, nem nulla szam,
c) 0 legyen!
000
Belathato, hogy
0, hala| <1,
. 1, haa=1,
lim a" =
n—00 oo, haa>1,
3, egyébként.

S6t, altalaban igaz, hogy az exponencialis sorozat (a™) gyorsabban nd, illetve csokken,
mint barmely hatvanysorozat (n*, k € N*), tehat példaul

I\m n—00 —1\" n—o0
n<§) 270, vagy n3<?> 27%0.
Osszefoglalva:

lim n
n— oo

o 0, hala <1, keN"
a =
oo, haa>1, ke NT

A fenti bekeretezett formulakat bizonyitas nélkiil felhasznalhatjuk a feladatok meg-
oldéasanal.

Vizsgélja konvergencia szempontjabol az alabbi sorozatokat!

—1\"
. 1+3< )
—2)n —2 1
21. Feladat: an:()—+3 = = n2 Lo 10
54 7n 1 041
5 (=) +1

7

tankonyvtar.ttk.bme.hu (© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi



1.3. SOROZATOK HATARERTEKE 13

(_3)n+1 + 22n+3 —-3. (_3)71 4 8. 4qn
22. Feladat: n = = =
cadal @ 8 + 5 8 + 5
-3\" 4\"
3. (== 8. (2
) 5 G) 0w
= 7 — =0
1 0+1
8- (=) +1
5
23. Feladat:
2n 2n n
an:—(g) — 7 n = (3) — 7 n = ) ?
(—=3)» + 10m 3n + 9n 3n + 2n
3 9n n 39n 4 3n n3ln_|_ 3\"
24. Feladat: | a, = w -0 i = (2) (42 — 0
220 — 3n? 4n — 3n? 1—3n2(3)
(Felhasznéltuk, hogy n* a™ — 0, ha |a| < 1.)
25. Feladat: 4+
A ¢ € R paraméter fiiggvényében hatérozzuk meg a kovetkezs sorozat hatarértékét:
22n
p = ————— — 7

26. Feladat: Tovabbi gyakorlé feladatok:

Vizsgélja meg konvergencia szempontjabol az alabbi sorozatokat!

5n+2 —1)»
a) a, = 5 4 (A1)
5n
(_2)n _ Sn
4n71 + n5 3n+3
c) ap, =

22n+3 + 2n—3

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi tankonyvtar.ttk.bme.hu



14 1. FEJEZET: SOROZATOK

2n—l 8 4qn
d) a, = DA SO
7 + 23n+1

n—oo

1.4. Két nevezetes hatarérték (¢/p > 1, /n > 1)

lim ¢/p =1, p>0 lim /n=1

n—o0 n—oo

27. Feladat: Keresse meg a kiovetkez§ sorozatok hataérértékét!

a)a, = V2n, b) b, = V2n, c)en, = X/n

Megoldas.

a) a, — 1, mert az {/n sorozat részsorozata.
b) b, = V2n = V2n - 1-1=1

2n 2n 1
c) ¢ = K 5 = T\/i — 1= 1, mert a szamlalo és a nevezd is két részsorozat.
Vagy egyszertibben:

2{%:\/"75%\/121

28. Feladat: Vizsgalja meg konvergencia szempontjabol a kovetkezs sorozatot!

an= VTl
Megoldas.
A renddrelvvel dolgozunk:
Un <b,=Vn+1< In+n=2-n
—— —_——
\J !
1 1-1

= b, — 1.

tankonyvtar.ttk.bme.hu (© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi
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1.4. KET NEVEZETES HATARERTEK (v/p ——1, {n ——1)

Természetesen 1 < b, alsoé becslés is jo.

29. Feladat:

.12n% 4+ 3

n= V2n3+3 b, =
“ e 4n? +n

Megoldas. Ezek a példak csak rendérelvvel oldhatok meg!!!! (Nem tudjak megkeriilni.)

V3 < a, = Vond+3 < V2m3+3n3 = 5. (\/_)

~~ ————
¥ ¢
1 1-13=1

== a, — 1.

(F_n N Pt /2n +3n _ .5
5 \4n2+n? — 4n2+n 4
—~—

~+<

= b, — 1.

Masik megoldés: by == /Pn

Megmutatjuk, hogy 3, — %
Ezért
04 < B, <06, ha n>Ny (INg)
Ekkor @<bn:m<@, ha n > N
\J \J
1 1
= b, > 1 (Mostisa renddrelvet hasznéltuk fel.)

30. Feladat:
a, = ”\2/5

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi tankonyvtar.ttk.bme.hu



16 1. FEJEZET: SOROZATOK

Megoldas.

an = [Yn  és Y1 — 1 IGY NEM!!
1
_>

Ez igy "letakaras". Nem tanultunk olyan tételt, amely szerint igy csinalhatnank. Csak
a sejtéshez hasznalhato a "letakaras".
Egy helyes megoldés:

Yn—1 = 09< {n<11, ha n>Ny (INy)

Ekkor V0.9 < a, < V1.1
—— ——

\’ \
1 1
—  n/n — 1 (A renddrelvet hasznaltuk fel.)

Most lehet egy kicsit egyszertibben is becsiilni a rendérelvhez:

1< /n < Vn?
31. Feladat: Tovabbi gyakorlé feladatok:

Vizsgalja meg konvergencia szempontjabol az alabbi sorozatokat!

a) a, = V4, b, = V4n+2 cn = N4, d, = “/4n

b) a, = /nd 3n+2

c) a, = V6nd+3n3 —2n2+6

B §/27n2+7n—3 . §/27n2+7n—3
V82 —5n+9 " 8n2 —5n +9

Ion? 4+ 3n 44
e) ap =\ ————
nd+T?+6
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1.5. REKURZIVE MEGADOTT SOROZATOK 17

1.5. Rekurzive megadott sorozatok

Sziikséges elGismeret: Ha egy sorozat monoton és korlatos, akkor konvergens.

32. Feladat: Legyen

10
CL1:4, an+1:7—a—

rekurzive adott sorozat!
(an) = (4, 45, 4778, ---)

a) Mutassa meg, hogy 2 < a, <5 minden n € N -re!

b) Indokolja meg, hogy (a,) konvergens!
Hatérozza meg az (a,) hatéarértékét!

Megoldas.

a) Teljes indukcioval dolgozunk:
1) 2<a,<5, han=1,2,3
2) Tegyiik fel, hogy 2<a, <5
3) Igaz-e, hogy 2<a,.1=7-— % <57
Az indukcios feltétel 0<2 < a, < 5 miatt:

1 1 1

-> > - (—10

2 " a, — 5 [ € )

(A reciprokvételnél megfordultak a relacio jelek.)

10

-5 < —— < 22 |+ 7
Qn
10

2 S 7—_:an+1 S 5
G,

Tehat igaz.

b) Sejtés:  (a,) monoton né
Bizonyités:
[. moédszer:

Bizonyités: teljes indukciéval.

a) a; < ay < ag teljesiil
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18 1. FEJEZET: SOROZATOK

b) Tth. a,—1 < a,
c) lgaz-e  a, < api1?

10 7 10
< 7__:an+1

Ap—1 an
2. miatt 0<2<a,-1 <a, Innen
1 1

Azaz a, ="7—

> — - (=10
e 2o |- (—10)
10 10
< —— |47
Gp—1 Qp,
10 10
= 4y=T——— < T—— =au
Qp—1 Qap,

Tehat a szdmsorozat valéban monoton né.

II. moédszer:

10 2 ?
i1 =7—— > a,, (a,>0) = a2 —Ta,+10 = (a,—2)(a,—5) <0
ap

Mivel a)-ban belattuk, hogy 2 < a, < 5, ezért az el6z6 teljesiil és igy (a,)
monoton nd.

Megmutattuk, hogy a szamsorozat monoton és korlatos
= (a,) konvergens, és fennall:

A= lim a, = lim (7—£)

n—00 n—00 A,

1
A:7_ZO — A=5 vagy A=2.

A = 2 nem lehet, mivel a, > a; = 4, ezért a, nem esik a 2 szadm pl. 1 sugara
kornyezetébe. Igy A= lim a, =5.
n—oo

33. Feladat: Vizsgélja az alabbi sorozatok konvergenciajat!

an:\/2an—1+3
a) alzl : (an):(1,2236,273,)
b) a; =5 : (an) = (5, 3.605, 3.195, ---)
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1.5. REKURZIVE MEGADOTT SOROZATOK 19

Megoldas.
A=V2A+3 = A2-24A-3=0 = A=-1 vagy A=3.

Most csak A = 3 johet szoba, hiszen a, > 0. Ha tehat a szdmsorozat konvergens,
akkor A = 3. Ezért dolgozunk majd a korlatossdgnal is a 3-mal. A megoldas vazlata:

a) Megmutathato teljes indukcidval, hogy (a,) monoton né és szintén teljes indukcio-
val, hogy a, < 3. Tehét a sorozat konvergens és az el6z&ek miatt A =3 .

(A Segédletben van hasonléd példa kidolgozva.)

b) Most teljes indukcidoval megmutathato, hogy (a,) monoton csokken és a, > 3 .
Tehét a sorozat konvergens és az el6z6ek miatt A =3 most is.

34. Feladat:
Gyakorl6 példak:

a)
an+1: 8a,n—77 n:1727... és 0’1:
(an):(47575'747"')

a) Bizonyitsa be, hogy 1 < a, < 7!
b) Igazolja, hogy a sorozat monoton!

c) Konvergens-e ez a sorozat? Ha igen, mi a hatarértéke?

Gpi1 = z , n=12--- és a; =9

(an) = (9, 1043, 14.4,---)

a) Mely valos szamok johetnek szoba a sorozat hatarértékeként?

b)

c) Igazolja, hogy a sorozat monoton!
)

d

Igazolja, hogy a, > 8, n & NT

Konvergens-e a sorozat!
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c) Legyen
12
CL1:5, an+1:8——
Qp,
rekurzive adott sorozat! (a,) = (5, 5.6, 5.85, -+)

a) Mutassa meg, hogy 2 < a, <6 minden n € N -re!
b) Indokolja meg, hogy (a,) konvergens! A felhasznalt tételt irja le!

c) Hatéarozza meg az (a,) hatarértékeét!

1.6. (1+x/n)" === e hatarértékkel kapcsolatos felada-
tok

lim (1 + E)n = ¢e¥ felhasznalhato.
n

n— 00

Allapitsuk meg a kovetkezd sorozatok hatarértékét!

35. Feladat:

Megoldas.

1 6n2 1 2
_ 2 _

(e, részsorozatarol van szo.)

36. Feladat:

Megoldas.

5\" 5\°

1+2 1+2

0+2) (2 e,
4
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1.6. (14 a/n)" 222 ev HATARERTEKKEL KAPCSOLATOS FELADATOK 21

Maés atalakitassal:

n_4+9 n—4+7 9 n—4 9 7
= | — = (1 (1 9.17 = ¢
“ ( n—4 ) < +n—4> ( +n—4) e ¢

Ez a fajta atalakitas bizonyos példaknal sokkal hosszabb, ezért az els6 modszert hasz-
nalata javasolt, de persze ez nem kotelezd.

37. Feladat:

n2+2 n247
ap, =
(n2+3)

Megoldas.

2

12 2\’

TLQ . -

o — <n2+2> ‘(n2+2)7 n2 1+n2 e? 17:1
e

- — . _) _
n?+3 n?+3 3\ | .3 e
<L+—) T2
2 n
n

Masik megoldas:

(n?+43)+4 n2+3 4
_((n*+3) -1 B —1 —1 a1
‘<n—+3 “Utes) Utes) 7 o =g

38. Feladat:
3n+5\"" 3n+5\>"
ap = y bn -
3n—4 3n—4
Megoldas.
5 3n
14+ — o5
14—
* 3n
5\ 2 5/3 \ ™\ >
1+ — 1+ L 05/3 \ 2
by, = EZ = 2/3 — < 4/3) = e
142 — e
+ o 1+ -
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22 1. FEJEZET: SOROZATOK

39. Feladat:
Gyakorl6 példéak:

Keresse meg az alabbi sorozatok hatarértékét!

a) a, = (1—}—5) ap = 5

1 6n 1 10\ "
n — 1 N = -
c) a ( +5n) d) a, (<1+n> )
1 n 2n
e) a, = - n
1
(+3)
n
n+7 n+4 n+7 n
g h n —
g) an <n+4) ) @ (n+3
_ (2 T\ ) a, = (2n+7>”
Vo =1\5,73 "~ \mt3
2n—+5
K) a, (2n+7)
2n+3
40. Feladat:

Gyakorl6 példék:

A paraméterek megadott értékeire keresse meg az alabbi sorozat hatarértékét!

303 4 5\ P
- (20

3n3 + 3
a) a=3, (=0 b) a=3, =2
c)a=1, =0 d) a=6, =0
41. Feladat:
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1.6. (14 a/n)" 222 ev HATARERTEKKEL KAPCSOLATOS FELADATOK 23

Megoldas.

2
. 1\"
IGY TILOS!:  a, = {] <1 + —2) — e — 1
n

Ez igy "letakaras"! Ez a sejteshez hasznalhato:

\/ 1+ ~{fe — 1

De precizen meg kell mutatm (Persze kimondhat6 lenne hasznalhato tétel, de mi nem
mondtunk ki ilyent.)

Helyesen:
1\"
ve—0,1 < a, = (1—}——2) < /e+0,1, ha n> N,
—_—— n —_——
\J " L ]
1 1
e

= a, — 1

Persze mas becslés is jo. Pl.: V2 < a, < V3 sth.

42. Feladat:

Megoldas.

177,77/
an:<(1+—)> > 2" — o0 — a, — o0
n

spec. renddrelv

43. Feladat: +-++

Megoldas.

44. Feladat:
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24 1. FEJEZET: SOROZATOK

Gyakorl6 példéak:

Keresse meg az alabbi sorozatok hatarértékét!

2 2

8) 4, = <1+%)n b) a, — (1—%)n

n3
) n®> + 3
c) a, =
n? + 5

45. Feladat:

An +1\" ; An +1\" 6n+1\"
an = s n — s Cp =

dn+5 ™m+5 dn+5
Megoldas.

1/4 "
y
(+ n) e/t 1
- _— % —

n
An +1\" dn+n\" 5\"
<7TL + 5) < ™ ) <7) renddrelv

6n+1\" S 6mn " 6\" . .
Cp = = = - o0 — Cp, o0
4n + 5 n>5 4n +n 5 spec. renddérelv

De lehet kiemeléssel is egyszertibb alakra hozni. Pl.:

1+ 1/4 '
dn +1\" An\" n el/4
m+5 ™

75 (1+7)
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1.7. LIMESZ SZUPERIOR, LIMESZ INFERIOR

25

1.7. Limesz szuperior, limesz inferior

46. Feladat:
4 — 2
ay = n+7; limsupa, =7, liminfa, =7
47. Feladat:
2n? — 3
a) a, = (COSTL%) m limsupa, =7, liminfa, =7, nlem ay, =7
b) by = (cosn ) 20" =3 limsupb, =7, liminfb, =7, lim b, =7
n = (cosn—-) — imsupb, =7, liminfb, =7, lim b, =7
Megoldas.
3
2n% — 3 T2
a) n = 27_7;_ T3 = 1 n28 — 2
nen 14—+ —
n
Han=2k+1: a, =0 — 0
Ha n =4k Ap = O — 2
Ha n=4k+2: a, = -, — —2
Tehat a torlodasi pontok halmaza: S = {-2, 0, 2}
— limsupa, = 2, liminfa, = -2, lim a, P
n— oo
b) A 2n” 3 — 0 = limsupb, =liminfb, = lim b, = 0
n = T o imsup b, =lmintb, = hm 0, =
nd+n+8 P n— 0o
48. Feladat:
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26 1. FEJEZET: SOROZATOK

limsupa, =7, liminfa, =7, lim a, =7
n— oo
(—=3)"+38
a) CLn = —5+22n+1
(—4)" +38
b) CLn e —5+22n+1
Megoldas.
49. Feladat:
3 —1)" 3
a, = \/% limsupa, =7, liminfa, =7
Megoldas.
. ) \/ on3 2 . \/5
an paros: a, =4{/—m—— = | ——— z
P 3B +nt7 T 7 3
3+ — + =
n n

Ha n paratlan: a, =0 — 0

. 2 ..
= limsupa, = \/;, liminfa, = 0

50. Feladat:
2 3 —1)» 3
fin = \/ gnj—f—n—)}: limsupa, =7, liminfa, =7
Megoldas.
+++ 51. Feladat:
3—n\" [dn—1\°
an = n n limsupa, =?, liminfa, =7

S5+n 2n+5

Megoldas.

tankonyvtar.ttk.bme.hu (© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi



1.8. EGY ALKALMAZAS: A KOR TERULETE 27

52. Feladat:
Gyakorl6 példak:

Hatérozza meg az alabbi sorozatok limeszét (ha létezik), valamint limesz szuperiorjat és
a limesz inferiorjat!

a) an = 3+2" b) a, = 32
oAt T (=41
—4)" 32n+1
c) an:%, b, = a, -cosnm
Q) a = (1) (=3 ot o a, = Amt - (=2)"
a, = 30+ 2 n 22n+1 + 3n—1

1.8. Egy alkalmazas: a kor teriilete

sin —
lim D = lim n-sin— =1 (Bizonyitas késsbb.)
n— 0o l n— 0o n
n
a
sin — n a
lim —% = lim —-sin— =1, a€R (Bizonyitas késébb.)
n— 0o e n—oo @ n
n
53. Feladat:
lim n-sin— =7
n— 0o n
Megoldas.
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28 1. FEJEZET: SOROZATOK

3 sin
lim n-sin— = lim

n— oo n n— oo 3
n

54. Feladat:

Hatarozzuk meg az r sugari kor teriiletét mint a beirt szabalyos n -szogek teriileteinek
limeszét!

Megoldas.

A szabalyos n-szog egy haromszogének teriilete: ¢, = ——— %

Igy a szabalyos n-szog teriilete:

) . 27T . 27T
TS —— S —
n 2 n

2 2m

n
~——

!
1
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2. fejezet
Sorok

Elm
—>
2.1. Numerikus sorok .
:p>P
1. Feladat:
Konvergens-e a Z (vk +1 — \/E> sor? (A definicioval dolgozzon!)
k=1
Megoldas.
so= D (VEHT = VE) = (V2= VI) + (V3= v2) + (VA-v3) + ..
k=1
(WA VATT) - (VAT T - Vi) = Va1
s = lim s, = lim (Vn+1-1) = c0. Tehat a sor divergens.
n— oo n— oo
Geometriai sor Osszege: o

D
aq" =Y aqg' = %,ha lq] <1
n=0 n=1 q

29
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30 2. FEJEZET: SOROK

2. Feladat:
> 22n .
; W =7 (Allapitsa meg a sor Gsszegét!)
Megoldas.
=, 2 1 4\ 1 -4 1 =4\ 1 =4\’
=Y wmoiw(3) " etEle) t5l(F) -
n=1 n=1 N——
—4
_ 125
2
5

—4
Itt ¢= . lgf <1, tehat a geometriai sor konvergens.

3. Feladat:
0o 23n+1 + (_5>n .
2n+2 o
n=1 3 *
Megoldas.

g A sor két konvergens geometriai sor 0sszege. Tanulni, s6t bizonyitani fogunk egy tételt,

mely szerint szamolhatjuk tagonként a sorosszeget és az eredményeket Gsszegezziik.

= 2 L (=) N2 8" =1 (=H)"
§ = 32n+2 - §g_n+Z§ gn =51+ 52
n=1 n=1 n=1
A konstans is kiemelhetd:
8 -5
2 8\ 1 & /-5\" 2 g I
=22 (5) +532(F) —r sy
n=1 n=1 1— 9 1— 9

4. Feladat:

oo
x2n

T Milyen z-re konvergens és mi az Osszege?

n=2
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2.2. ALTERNALO SOROK, LEIBNIZ SOROK 31

2.2. Alternal6 sorok, Leibniz sorok

>
T

£

Emlékeztetiink arra, hogy a két fogalom nem ekvivalens! Minden Leibniz sor alternélé
sor, de nem minden alternal6 sor Leibniz sor.

m

Konvergensek-e az alabbi sorok?

5. Feladat:

. n+1 1 - n+1 1
DS e R Vo M- v

Megoldas.

1
o s

Mivel ¢, N\, 0 (monoton csékkenden tart nulldhoz), a sor Leibniz tipust és igy
konvergens.

a)

1 1 1
b) Most = — = - 49
) c (¥n)>+5 1+5 6 7
—> a sor divergens, mert nem teljesiil a konvergencia sziikséges feltétele, az alta-
lanos tag nem tart 0-hoz.

6. Feladat:
(e (2ELY
— n-+5
Megoldas.
1+ 2
(n+1\" n . el_l%o
" \n+5) 5\" e et

1+—>
n

Tehat az altalanos tag nem tart 0-hoz, igy nem teljesiil a konvergencia sziikséges feltétele,
ezért a sor divergens.
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32 2. FEJEZET: SOROK

7. Feladat:

oo 5TL

1)y —=
( )2”—1—10"

n=1

Mutassa meg, hogy Leibniz sorrél van szo!
Adjon becslést az s ~ sg9 kozelités hibdjara!

Megoldas.
N\
ST N
o2n410m \" 0+1
() +1

Még meg kell mutatnunk, hogy a sorozat monoton csokkend. (Ez most nem trivialis,
mert n novelésével a szamlalo és a nevezs is ndg.)

?
Cn+1 < Cp

5n+1 2 5n
<
on+1 4 10ntl 2 4+ 107
?
5-(2”+10”) < 2-2" +10-10™
3.0n & 5.10
3 2
- < 5

Ez pedig igaz minden n-re és ebbdl kovetkezik visszafelé, hogy c¢,.1 < ¢,, tehat a
sorozat monoton csokkend.
Ezzel bebizonyitottuk, hogy a sor Leibniz tipust, igy konvergens.

n

Leibniz sorok esetén az s ~ s, = g (—1)’“Jrl ¢, kozelités hibaja:
k=1
H] = Is = sl < cuss

Ezért az s &~ sg9 kozelités hibajarol az alabbit mondhatjuk:
5100

|H| = |3—399| < cip0 = W

8. Feladat:

o

345

(="

n=1
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2.3. MAJORANS KRITERIUM, MINORANS KRITERIUM 33

Mutassa meg, hogy Leibniz sorr6l van szo!
Adjon becslést az s =~ sgg9 kozelités hibajara!

Megoldas.

9. Feladat:
i (_1)n+1 ;
— Vnt+5

Konvergens-e a sor?

Megoldas.

10. Feladat:

= . 2n2 +5
2 (=1)
1

n3

Konvergens-e a sor?

Megoldas.

2.3. Majorans kritérium, minorans kritérium

Csak olyan példa lehet most, amelyiknél geometriai sorral vagy Z — sorral lehet
na

majoralni, minoralni.
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34 2. FEJEZET: SOROK

Vizsgélja meg konvergencia szempontjabol az alabbi sorokat!

11. Feladat:
i 2n3 —n+3
— 3nt 4+ 2n2 +7
Megoldas.
Divergenciat varunk, mert .... Ezért a minorans kritériumot hasznaljuk:
2n®—n+3 _ 20’ —n®+0 1 1 1 1 "
ap = > = — - —; — — divergens
3nt+ 202+ 7 ~ 3nit2nti+ Tt 12 m 12 Zq 8
— Z a, divergens.
n=1

12. Feladat:

i n?—n+3

= 205+ 2% + 7
Megoldas.
Konvergenciat varunk, mert .... Ezért a majorans kritériumot hasznaljuk:

2 2 2 o0
n“—n+3 n®—0+3n 1 1
Qp = =2 —; 2 — konvergens
2 +2n2+7 = 205 +0+0 n? ;n?’ e
— Z a, konvergens.
n=1

13. Feladat:

i 2" + 3 +?

n—1

—~ 1+6
Konvergencia esetén adjon becslést az s ~ s199 kozelités hibajara!
Megoldas.
Konvergenciat varunk, mert .... Ezért a majorans kritériumot hasznéljuk:
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2.4. ABSZOLUT KONVERGENCIA, FELTETELES KONVERGENCIA 35

a, =

= < Z
1+ 6n1 1 1 2
1+ =67 = . 6n
G 6

60 - Z (5) konvergens geometriai sor (0 < ¢ = 5 < 1) = Z a, konver-
1

n=1
gens.

Hibabecslés:
100
271 3n+2
s~ Z +—1
— 1+ 67—

Mivel az el6z6 becslés minden n-re jo:

1\ 101
. 9n 4 3nt2 (5)

O<H:Zl+6”1 602() : :
n=101 n=101 1— -

2.4. Abszolut konvergencia, feltételes konvergencia

=
=

Abszolut vagy feltételesen konvergens-e az alabbi sor?

14. Feladat:
> 2n +1
_1 n+1
;< ) 3n —2
Megoldas.
2+ L
2 1 .
e = ] = o~ = 2 g
3n—2 3_2
n

=—> asor divergens, mert nem teljesiil a konvergencia sziikséges feltétele.
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36 2. FEJEZET: SOROK

15. Feladat:

o

2n +1

1yttt 2
(=1) 3n® — n?

n=1

Megoldas.

Most a sziikséges feltétel teljesiil.
[lyenkor el6szor mindig az abszolat konvergenciét ellendrizziik:

L _ 2n+1 2n+n 3 1
o ’an’_3n5—n2_3n5—n5_§.ﬁ’
3 o« 1 o
5 ; ot konvergens (a=4>1) — ; ¢, konvergens.

Tehét a sor abszoliat konvergens.

16. Feladat:

(1

n=1

2n+1
3n?2 4+ 2

a) Abszolut vagy feltételesen konvergens-e a sor?

b) Adjon becslést az s &~ s1909 kozelités hibajara!

Megoldas.
2n+1
Cp = ———
3n2 +2

o0

a) Az abszolut értékekbdl alkotott sor : Z ¢, divergens, mert

n=1
00
n=1
00

— Z ¢, divergens.

n=1

2n + 1 2n 2
Cn g 2 = —
3n2+2 3n? + 2n? 5

1 :
- divergens
n

SN
S|

Tehat a sor nem abszolit konvergens.

Leibniz sor-e?
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2.5. HIBASZAMITAS POZITIV TAGU SOROKRA 37

1
2+~ 940
= — Lo 0.2 _y
n 34 = 340
1 n?
=——=0
n

Még megmutatjuk, hogy a (¢,) szamsorozat monoton csokkend.
?
Cn+1 < ¢y

2n+1)+1 2n+1
3(n+1)2+2 3n? 42
?
(2n+3) 3n2+2) < (2n+1) (3n®+6n+5)

?
0 < 6n2+12n—1

A\~

Ez pedig igaz és ebbdl kovetkezik visszafelé, hogy c¢,11 < ¢,, tehét a sorozat mo-
noton csokkend.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy a sor Leibniz tipusi, igy konvergens.

Tehat a sor feltételesen konvergens.

1000 om 4 1
b) § = S1000 — ; (_1>n+1 m kozelités hlbé_]a
2-1001 + 1
H = —_ < = —-———---
| | |S 81000| > Ci001 3.10012 & 2

2.5. Hibaszamitas pozitiv tagi sorokra

=
B8

Mutassa meg, hogy az alabbi sor konvergens!
Mekkora hibéat kovetiink el, ha a sorosszeget 100. részletosszegével kozelitjiik?

(S A s100; H =T100 = Z Qg |H| §?>
k=101

17. Feladat:

(e 9]

1
2n 4 3nt1 4 /2

n=1

Megoldas.
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38 2. FEJEZET: SOROK

1 1
< —
2n 43t 42 3"

Z (g) konvergens geometriai sor (0 < ¢ = 3 <l = Z a, konver-

ap =

n=1 n=1
gens.
Hibaszamités:
1\ 1o
S - )
<=y <> (5) -
noto1 2"t 3+ V2 =101 1-— 1
3
18. Feladat:
o0 22n+2
; TL2 + ]_ 32n+1 + 5n)
Megoldas.
T 24l 3-9n 4 5n
2
Vegylik észre, hogy 2n+ 1 < 1 Vn-re. Ezt is felhasznaljuk a majoralasnal.
n
44" 4 [(4\"
an, S 1 . — . —
3-9n 3 \9
4i4nk triai (0 < 4<1):>i k
— - — onvergens geometriai sor = — a, konver-
3 n=1 9 ° ° ! 9 n=1
gens. a
A hibaszamitasnal is ugyanezt az otletet hasznaljuk fel:
4 101
> n? . 22n+2 4 S [4\" 4 (5)
0 < H = < = = — .

19. Feladat:

> I
2. (1) 57 +9
n=1

Adjon becslést az s ~ sgg kozelités hibdjara!

tankonyvtar.ttk.bme.hu (© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi



2.5. HIBASZAMITAS POZITIV TAGU SOROKRA 39

Megoldas.

20. Feladat:
Gyakorl6 példak:

oo
1. Mikor mondjuk, hogy a Z ay sor Osszege s-sel egyenls?
k=1
A definicidval hatarozza meg az alabbi sor Osszegét!

2. Adja meg az alabbi sor Gsszegét!

=7
7n

n=1

3. Konvergens-e az alabbi sor?
= ./ 1 = ./ 1
3 b n
2 ; n®+5 ) nz::l n®+5

4. Konvergens-e az alabbi sor?

o0 [e.9]

) ZnQZB ) Z<_1)anL+3

n=1 n=1

5. Abszolut konvergens vagy feltételesen konvergens-e az alabbi sor?

> 1 > n® 4+ 2n? — 7
-1H" b -1nH"
%) ;( ) Yn+3 ) ;( ) 4nS — n* + 5n?

6. a) Mit neveziink Leibniz-sornak?
Milyen tételt tanultunk Leibniz-sorokkal kapcsolatban?

b) Konvergensek-e az alabbi sorok?

Lo (D) (1 ot L oxantl
DY I A D Y
n=1

n=1 n=1
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40 2. FEJEZET: SOROK

4n —2\" b 4n —3\"
a/n: ) n -
dn +1 8n + 2
a) lim a, =7

=1 lim b, =7
n—00 n—00

b) Konvergens-e Z a, , illetve a Z b, sor?

n=1 n=1

Amelyik konvergens, annal adjon becslést az s

~

~ S100 kozelités hlbéjéra'
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3. fejezet

Egyvaltozos valos fuggvények
hatarértéke, folytonossaga

3.1. Fuggvény hatarértéke

>
U5

=
g

1. Feladat:

A megfelels definicidval bizonyitsa be az alabbi hatarértékeket!
lim (32 +4) = 7 b m 22 g
@) oy Betd) = B
c) lim3 V1—-bx =4
z——
Megoldas.
a) Irjuk fel a definiciét, mielstt hozzafogunk a megoldéshoz!
|f(z) — Al =3z 4+4 -7 =3z — 3| =3z —1] < ¢
€ €
— -1l < = = d() ==
-1 < £ € =%
8 — 212 2(4 — 2?)
— Al = —8| = —8 = 202-2)-8 =|-20-4] =
) 1£0) - Al = |52 8| = [P S @) -8l = |-2-4
€ €
=2z+2| <e — \x+2\<§ — 5(5):5


http://bme.kpro.hu/public/calculusapplets/formallimits.html

42 3. FEJEZET: EGYVALTOZOS VALOS FUGGVENYEK HATARERTEKE, FOLYTONOSSAGA

V1—=5zx + 4
e) |fx)—Al = |VI—b2 —4] = |[(VT—br —4) Y= T 7 _
) | f(z) | =| \ ( >h_5$+4
 1-5x—16] 5|z +3| _ 5|z + 3| .
 V1-5r+4 J1-bx+4 - 0+4
4 4
— |x+3|<§ — 5<g)=§

2. Feladat:

A megfelel6 definicioval bizonyitsa be az alabbi hatarértékeket!

1—2x
1m
xr — +oo Qj—|—3

Megoldas.
A megfelels definiciok:
lim f(x)=A : Ve > 0-hoz 3P (e) >0: |f(zr)— Al <e, haz> Pi(e)
T—00
Er_n flz)=A": Ve >0-hoz I3P(e) >0: |f(x) — Al <e, hax < —Py(e)

Készitsiink abrat is a jobb megértéshez! (3.1 abra)

12z 1— 22+ 22 +6 7 7
— Al = 2| = = < — 3 > -
/() | r+3 ’ r+3 |z + 3| © [z +3] £
7 7
r—o0: r+3>- = x>--3= Pe
5 5
7 7
r = —00 : —(x—|—3)>g = < — g+3 = — Py(e)

3. Feladat: Tovabbi gyakorlé feladatok

A megfelels definiciéval bizonyitsa be az alabbi hatarértékeket!

9% — 2
* = +30 =5

a) lim
x—1 1 —
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3.1. FUGGVENY HATARERTEKE

43

. _ 1-2% g , .
3.1. abra. Az f(r) = 77 filggvény grafikonja.
8 \
f(x)

6 - ‘ —|
4 e S -
2 e S —|
0
-2
S b N b _
_6 [ S B -
-8 I I I I

-20 -15 0 5 10 15 20

b)

lim2 V2x +15 = /11
T ——

¢) lim (223 —2?+42+7) = 0

T — 00

d) lim

T —r —00

JV1+2r = —00

6z +1

e) i

m
r— +oo

Megoldas.

4. Feladat:

3 —

20

lim f(z) =7,

r— —2

lim f(z) =7

T —2

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi
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44 3. FEJEZET: EGYVALTOZOS VALOS FUGGVENYEK HATARERTEKE, FOLYTONOSSAGA

Megoldas.
(x —2)(x +5)
f(l') = 2 2
(x—2)? (x+2)
. 1 2+ 3z — 10
im . = —00
z—>-2 (r+2)2 (x —2)?
—— N——
— 400 ——12/16
r—2 r+5
li . = 4
2320 (x—=2)(x—2) (z+2)? >
1 —7/16
= — +o00
I JE—
5. Feladat:
) 20° — 32 + 1
llm ——m—— =7
Tz — +oo :L‘7 —+ 41‘3 —+ 5
Megoldas.
3 1
I5 2 - ; + E
lim — =0
T — +oo ,],’7 4 5
~~ 1+ — + —
1 T T
N————
:?_)0 -2
6. Feladat:
. r—1 0
im =7,
=1 /322 +1— 22
Megoldas.

tankonyvtar.ttk.bme.hu
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3.1. FUGGVENY HATARERTEKE 45

) z—1 ) z—1 V32 4+ 14+ 22
lim = lim =

p=1 B2 +1—2r ool \Ba2+1—20 BaP+l+20
(x —1) (V322 + 1+ 2x) I r—1 V322 +1+22 4
= l1m

251 322+ 1 — da? 21— 1 —(z+1) 2
7. Feladat:
lim =z (\/:v2—|— — \/x2—3) =7
T — —00
Megoldas.

VETI+ V3
Va2 +1 + Va2 =3

24+ 1— (2% - 3)

lim (\/x2—|—1 . \/x2—3>

Tr—r —00

= lim =« =
z=—c0 22+ 1 4 /22 -3
4 4
e \/:6_2 1 5 - Uiy1 2
T — —00 xT
A S
r x x T
—— =1
x| —a

8. Feladat: Tovabbi gyakorlo feladatok

a) lim (V4z?2+3z — 2x) =7

r— +oo

b) i ! ?
im =7
z—oo (a2 —dx + x)

c) lim (225 —2° 4 8x® — 522 +1) =7

T —r 00

Megoldas.
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46 3. FEJEZET: EGYVALTOZOS VALOS FUGGVENYEK HATARERTEKE, FOLYTONOSSAGA

9. Feladat:
1 :{? 1 —_— :?
o) B, 250 = .
Megoldas.
lim 2+5{z} =24+5-0=0
z— 340
lim 245{z} =2+5-1=7
z—3—-0

lim [z—1] =2, mert € (3,4) esetén z—-1€(2,3) = [z—1] =2
z—3+0

lim [z—1] =1, mert z€(2,3) esetétn z—1€(1,2) = [x—1] =1

z—3-0

10. Feladat:
. ) . 1 e
Bizonyitsa be, hogy lim cos— nem létezik!
z—0 T
Megoldas.

11. Feladat: Tovabbi gyakorl6 feladatok

a) lim sin7z% =7
Tr —r 00

1
b) lim — sin7z? =7
r—00 T

Megoldas.
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3.2. SZAKADASOK TIPUSAI 47

3.2. Szakadasok tipusai

Hol és milyen szakadasai vannak az alabbi fiiggvényeknek?
(Mindig hatarozza meg a jobb és bal oldali hatarértékeket a vizsgalandé pontokban!)

12. Feladat:

Megoldas.

f két folytonos fliggvény hanyadosa, igy csak a nevezd nullahelyeinél van szakadasa.
Vizsgalando pontok: =10, illetve z = —3

1 a’+a>—bx+3

lim — 400 : xr =0 masodfaju szakadasi hely.
=0 12 z+3
NN -
— fo00 —1
0
xr = —3-ban a hatarérték 0 alaki, tehat a szamlalobol is kiemelhets az  (x + 3)
gyoktényezd.
422 -5r+3=...=(z+3) (22 -22+1)
3 2?2 -2 1 16
im 2 o rtl_® : xr = —3 -ban megsziintethets szakadasa
t—=-3 T+ 3 2 9
o —
-1 —16/9
van.
13. Feladat:
xt — 323
Jx) = 1222 — 6|
Megoldas.

f két folytonos fliggvény hanyadosa, igy csak a nevezd nullahelyeinél van szakadasa.
1 23 -3
2 x| |z -3
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48 3. FEJEZET: EGYVALTOZOS VALOS FUGGVENYEK HATARERTEKE, FOLYTONOSSAGA

Vizsgaland6 pontok: 2 =0, illetve z =3

_ 1 2 x-3 . 1 28 r—3
lim —-- — - =0 lim - — - =0
2= 0+0 2 x |z — 3| z—0-0 2 —x |z —3|
=~ ~—
=250 __q =—z2-0 -1
x = 0 megsziintethets szakadési hely.
) 1 , T—3 9 ) 1 : x—3 -9
lim —- z° - = — im -z ——mM = —
z—=3+0 2 ~~~ 1 —3 2 z—=3-0 2 ~~~ —(x—3) 2
=9 N~ =9 ——
—1 ——1
x = 3-ban véges ugrasa van.
14. Feladat:
1 1
ha z > 2
d—q Td—g T2
(z) = -
x® — 10z
ha z <2
22— 1lz+10° F
Megoldas.
z (x — 10)
H <2 =
ot 1@ = G- =10
Ertelmezési tartoméany: x #4, v # 1
Vizsgéland6 pontok: 1, 2, 4
1 —10
f(1+0) = xgrlnio o i_ T +oo  masodfaju (lényeges) szakadas.
——
— Foo
F2-0) = i z(z — 10) 2 f(240) = li 1
—0) = lim = = lim =
252-0 (z—1) (z — 10) =240 \|[4—z| 4-x
1

f-nek x = 2-ben véges ugrasa van (elséfaju szakadas)

. 1 1
fa+0) = x1—1>14{}‘r0 (—(4—x)+4—x) =0

0

1 1 2
f(4—=0) = lim <4_$—|—4_$): lim = 00

x—4—0 z—4-0 4 —
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3.3. lim 582 — 1 HATARERTEKKEL KAPCSOLATOS PELDAK
r—

49

xr =4 : masodfaju szakadasi hely

15. Feladat:
+-++
Hol folytonos, hol milyen szakadasa van?
2z, ha z rac.
flz) =
2%, ha z irrac.
Megoldas.
3.3. lim == = 1 hatarértékkel kapcsolatos példak
x—0 -
16. Feladat:
sin 5 22

im =7

z—0 tg3x?
Megoldas.

in5x? 5a? 3 x? 5
lim o 25 0T o322 = 1011 =
z—0 5?2 3x? sin3x? 3
17. Feladat:

lim 1 - (:(;SQx2 _ 9
x—0 x

Megoldas.

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi
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1 — 2
sina = # alapjan: 1 — cos9x? = 2 sinQ%
2 sin? 22 sin 222 9 9
i —2 == i 2 — i 2 2 — . - —_ —
lh—>mo e xhglo 2 g:v? 5 sin 5x 2-1 5 0 0
18. Feladat:

. cos2yxr — 1
lim —————— =7
z=0  sinYx

Megoldas.

Most is az el6z6 azonossagot hasznaljuk:

—92 gi 2 5 : 5 2 5 2 3
i 2SI VE gy (Ve Ve VE 5y g 2
z—0  sinJx z—0 NEG Jx sin J/x
——
=Wz —0
19. Feladat:
Hol és milyen tipust szakadésa van az alabbi fiiggvényeknek?
_ sin(1—ux) _ sin|2 — 7
Megoldas.
sin(l—z) 1
J(w) = 1—2 z+1
Szakadasi helyek: z=1ésx=—1
in(l— 1 1
zhin1 f(z) = 37}1_>ml — sml(_ xx) T1- 3 megsziintethet6 szakadas
—_———— ——
—1 —1/2
i f@) = 1 sin (1 —x)) - masodfait szakads
_dim x) = . - = Foo : masodfaji szakadas
— - — _
TEee sin 2
- 0
— 2 <
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T—

51

(2) sin|2—z|  sin|z — 2|
X = =
J x—2 x—2

(Nem muszaj atirni, de igy talan jobban értik.)

Szakadasi hely: =2

, sin (z — 2)
92+0) = [lim ——— =1
in(—(z—2 in (z — 2
g2-0) = nm SnCE@=2) o, _smE@-2)
z—2-0 x—2 z—2-0 x—2

Véges ugras (elséfaju szakadas).

20. Feladat: Tovabbi gyakorlo feladatok:

tg 7
a) lim .g m =7
z—0 sin 9z
: 2
b lim SR,
z—0 2x

. S5r — sin&x
c) lm ——— =7
z—0 Tx + sin2x

d)  lim 5 — sin8r =7

r—oo Tx 4+ sin2z

coshr — 1
. cosor — 1,
e) mh—>rn() Tx2 ’

i —9
g) lim E
1 _ 5
b lm L COSVE
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. . 4 . i (?
i) mhj%O zisin — =1
. . 4 . I ?
j) xhirh atsin— =1
21. Feladat:
Hol és milyen tipust szakadasa van az alabbi fiiggvénynek?
sin (x — 2
fla) = ——mlr —2)
(22 +4) Va2 —4x +4

Megoldas.
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4. fejezet

Egyvaltozos valos fuggvények

derivalasa
%n
4.1. Differencialas a definiciéval App
=

A derivalt definici6javal hatarozza meg az alabbi derivéaltakat!

1. Feladat:
f(x) = V6 +1 fl(4) =7
Megoldas.
. fA+h) = f(4) ) 6(44+h)+1 -5

! _ _ —
f'(4) = %lj)no h = }}1_>mo 7 -

~ lim V25 +6h —5 25+6h +5

T 5o h V25+6h +5

25+ 6h — 25 h 6 6

lim = lim -
h=0 h (/25 +6h +5) h—=0h /25+6h +5 10

2. Feladat:



http://bme.kpro.hu/public/calculusapplets/derivpoint.html
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Megoldas.
1 1
. f(14+h) — f(1) . 20+h)+7 3
/ _ — —
p) = pim DT iy ) _
~ lim 3—vV9+2h 3+ VI9+2h B
h=0 h-3-v/9+2h 3+ V9+2n
, 2 h 1 1
= lim —— — - —
h=0 3 h 9+2h (3 + 9+ 2h) 27
3. Feladat:
fla) = o f-1) =2
3z +1
Megoldas.
4. Feladat: Tovabbi gyakorlé feladatok:
A definicioval hatarozza meg az alabbi derivéaltakat!
a) f(z) = v1—3z f(=3) =7
b) f(r) = — 7'6) =
r—095 '
¢ fla) = 11 f1(2) =7
oz +1 o
d) f(z) = Va2 —4x+4 - sin(x —2) f(2) =7
5. Feladat:
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4.2. A DERIVALASI SZABALYOK GYAKORLASA 55
Tétel: (cosz) = —sinz, z €R
Bizonyitsa be a tételt!
(Hasonloan igazolhato, hogy (sinz) = cosx )
Megoldas.
f(z) := coszx
Fl) = 1 flx+h) — f(x) Y cos (z + h) — cosx
= — 1m ==
Y= h h—0 h
. cosx-cosh — sinx-sinh — cosx
= lim =
h—0 h
. cosh — 1 . sin h )
= lim cosz - ——— — sinz - = —sinx
h—0 h
—_——— ——
—0 —1
Ugyanis:
h —1 —2 sin? 2 sin & h
lim 20 "~ fim ———— 2 = lim ——2 sin= = —1:0 = 0
h—0 h h—0 h h—0 %
4.2. A derivalasi szabalyok gyakorlasa
Sziikséges ismeretek: derivalasi szabalyok, Osszetett fliggvény derivalasa.
Tovabba: (2%) =« 271, (sinz) = cosz, (cosz) = — sinu.
6. Feladat:

Tétel:
1 s
toz) = —+k
a) (tgz) = —5—, w#+kn
/ 1

b) (ctgz) = ————, w#knr
sin” x

Bizonyitsa be az allitasokat!

konstansszoros derivaltja
25sszeg derivaltja

szorzat derivéltja

Osszetett fliggvény derivaltja

3
4
Sinverzfiiggvény derivaltja

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi tankonyvtar.ttk.bme.hu
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http://bme.kpro.hu/public/calculusapplets/prodquot.html
http://bme.kpro.hu/public/calculusapplets/chainrule.html
http://bme.kpro.hu/public/calculusapplets/inverses.html

56 4. FEJEZET: EGYVALTOZOS VALOS FUGGVENYEK DERIVALASA

Megoldas.

A hanyadosfiiggvény derivalasi szabalyét és a fliggvények definicidjat hasznaljuk fel.

(G =)

. / . / . /
sin x (sinz) cosx — sinz (cosx) 1 T
tgx) = = = ... = —+k
(te2) (cosx) cos? cos?z’ v# g T
cos T\’ cosz) sinz — coszx (sinz)’ -1
(Ctgaz)/:(. > :( ) — ( ) =...= —5, xr #km
sin x sin” x sin® x

7. Feladat:

Derivaljuk az alabbi (vagy hasonlo) fliggvényeket!

2_2x+3 2 4 523
w (1‘2+1)«’1+2x4, T~ + o

- 3 22_ 6
202 +7 216+ 3 (2% + 227 — )",

sin3z, sin®2x, sinz®, sin®22%, (2% + cos?a?)

) )

Megoldas.
2% =2 +3Y\ (22 -2) 222+ 7) — (2 =22+ 3) 4
202 +7 B (2224 7)2
/
(2> + 1) Vit2et) = (2 + 1) VIt 20T + (2 + 1) (\/1 + 2x4> =
N————
=(1+22)1/2
1
= 27 v/1+22% + 2% = (1+22%)7Y2. (1 + 227
2 —
=83

Most még ilyen részletességgel dolgozzanak!

< z? + 53 >, (2?4 52%) V225 +3 — (2° + 5a®) (V225 + 3)

245 + 3 (V225 + 3)2 B
(2w +152%) V225 + 3 — (2?4 52°%) §(22° +3)71/? 1227
B (226 + 3
((2® 4222 —2)8) = 6 (2% + 222 —2)® (2 + 22° — 2)
:3:172:433—1
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(sin3z)" = cos3x - 3

(sin® 233)/ = 3-sin?2r - (sin2z)
N——
cos2x - 2

(sinz®) = cosz® - 322

(sin® 22° )/ = 5-sin? 223 - (sin 223’
——

cos 2z3 - 622
N
((x3 + cos? x4)5> = 3. (23 + cos?at)’ - (2 + cos? )

(2% + cos?2?) = 32 + 2 cosa?- (cosa?)
——

— sina? - 423

8. Feladat:

! 8 hax >0
— ax
cos? (4z)+3  (x—2)*’ -
o =4
sin® 3x
T haz <0
Hatéarozza meg a derivaltfiiggvényt, ahol az létezik!

Megoldas.

f'(2) #, mert a fiiggvény nem értelmezett z = 2-ben.

. 1 8 1 1 1
f(04+0) = lim <0082(4a:)—1—3_ ($_2)4) SR

. sin? 3z . sin3z\? 9 9
FO-0) = i T m (SE) 222 s

f'(0) #, mert a fiiggvény nem folytonos x = 0-ban (nem létezik a hatarérték itt).
Ha z #0 és x # 2, akkor f derivalhato, mert derivalhato fiiggvények Osszetétele.
—2 cosdx - (—sindx) -4
(cos? 4x + 3)?

—8(—4) (z—2)"°, haz>0ésx #2
fl(z) =

2 sin3z-cos3x-3-Tx2 — sin?3x - 1l4x

49 z4 ’

haz <0
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4.3. A derivalasi szabalyok + definici6 gyakorlasa

9. Feladat:
flz) = Vx Mutassuk meg, hogy f'(0) 7!
Megoldas.

o fm=f0 o Vh-0 1
/ — — _ = f—
FOr=m, i A

Tehat f(0) 3.

10. Feladat:

flz) =z sinVa? f'x) =7

(x = 0-ban a definicidval dolgozzon!)

Megoldas.
Ha x # 0, akkor derivalhato fiiggvények Osszetétele és

Fle) = L s VP 4 Y (cos V) 2 a1

Ha x =0, akkor a definiciéval dolgozunk:

, . VhsinvVh? -0 . Vh sinVh?
f(0) = lim = lim ——= =
h—0 h h—0 Y} /12
11. Feladat:
fla) = /w6 | ol <
V5

a) f'(x) =7, ha x#0
b) A derivalt definicidja alapjan hatérozza meg f'(0) értékét!
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Megoldas.

a) Ha x # 0, akkor létezik a derivalt, mert derivalhato fiiggvények osszetétele:
/

f'(z) = <(a:3 tg5x2)1/5> = % (23 tg522) "« (a3 tg5a?)

1
3 t PAY = 2 t 2 G S — '1
(x® tgha?) 3z° tgha® + P Oz

5 h3 Sin 5h2
h) — v h? tgbh? — V' osrn2
h—0 h h—0 h h—0 o/ h5
Vh3  /sin 5h? V5o - E _

hli>n0 W 5]’L2 \5/ CcoS 5h2 1

12. Feladat:

f(z) =|z —1|-sin (2z — 2) fl(x) =7

Megoldas.

g(x) := (z —1) sin(2z — 2)

Ez egy mindeniitt derivalhato fliggvény:

g(x) = 1-sin(2x —2) + (x —1)-cos(2x —2) -2

g felhasznalasaval:

(), hax >1
f() :{gg(a:), haz <1

Ezért (o)
, _Jd(@), haxz>1
filz) = { —¢'(z), haz <1
x = l-ben legjobb a definicioval ellendrizni a derivalhatosagot. (Hasznéalhaté lenne a

segédlet 26. oldalan kimondott tétel is, de talan jobb ilyenkor a definicié.)

P = tim J@ Q) e sin@a=2) -0
z—1 x_l r—1 I_l
T
— lim |g;_1|.w.2:o‘1.2:0
x—1 2<$_1>

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi tankonyvtar.ttk.bme.hu



60 4. FEJEZET: EGYVALTOZOS VALOS FUGGVENYEK DERIVALASA

13. Feladat:
2 o 1
3x® sin—, hax#0
x
fl@) =
0, haxz =0
f'x) =7
Megoldas.

14. Feladat: Tovabbi gyakorlo feladatok:

a) f(z) = |2 = 9| -sin(z —3), f'(x) =7
b) f(z) = [2° — 37|, fx) =7
¢) fz) = Va2 sin Va3, f(x) =7

5“712;62, ha z > 0
d) flz) = g

lz(x —1)|, haz <0

f(x) =7
1
, haz>1

) )= !

ar +b, hax<l1
Adja meg a és b értékét ugy, hogy f'(1) létezzen!
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61

4.4. Elemi fuggvények

15. Feladat:

Rajzolja fel a tg és az arctg fiiggvények grafikonjat! Hatarozza meg értelmezési

tartomanyukat, értékkészletiiket, derivaltjukat!

16. Feladat:

1
c) lim z arctg; =7

arctg x
a) lim 8T _9
x—0 x
b) li t L =7 li t
i, aretg g— =7l aretg g
. 1
lim arctg —— =7
T —r 00 — X

z—0
d) zllglg arctg wz;——_i%g: =7
e) zhﬁnéo arctg ;;_{__; =7
Megoldas.

Shatvanyfiiggvények

Texponencialis fiiggvények

8trigonometrikus fiiggvények
9hiberbolikus fiiggvények
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a) r=tgu, wu=arctgx helyettesitéssel :
arctgx (7
lim 8L _ lim — = lim cosu = 1
z—0 X u—0 tgu u—0 SIn U
1 s
b) lim arctg = ——
z — 340 3—x 2

——

— —oo, mert 1/—0 alaka

li t
Mgy vty 5
——

— 00, mert 1/4-0 alaka

N[N

1
lim arctg —— = arctg0 = 0
T — 00 3—=x

1
c) lim z arctg— = 0, mert (0 - korlatos) alaka.
x

z—0
) x? — 3z , r xr—3 T
d) mhing arctg 329 - 3}1_>m3 arctg 373" arctg 1 = 1
. x?—1 . x? 1—% T
e) lim arctg = lim arctg [ — =) ==
—_———
— 00

17. Feladat:

f(z) = /x arctga?, fl(x) =7

(x = 0-ban a definicioval dolgozzon!)

Megoldas.

arctg a2

Fel kell hasznélni, hogy limO ——— = 1 az el6z6 példaban latottak alapjan.
T — T

Adjuk fel hazi feladatnak, mert nincs benne mar uj dolog!
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18. Feladat:
1 ) 1
x arctg—, hax #0 x° arctg—, hax #0
x x
flx) = g(x) =
a, hax =0 b, ha x =0

a) Hatarozza meg az a és b paraméterek értékét ugy, hogy az f és g folytonos
legyen x = 0-ban!

b) f(0) =7, ¢'0) =7

Megoldas.

1
a) lim z-arctg— = 0, (0 - korlatos alaki)
x—0 €T

Hasonléan lim g(x) = 0
z—0

Tehat a= f(0):=0, b=g(0):=0. Vagyis

1 1
x arctg—, haz#0 2% arctg—, haz#0
T T
flx) = g(x) =
0, haxz =0 0, hax =0
fiiggvények mar mindeniitt folytonosak.
h t ! 0
o f(h) = f(O) arcte g — , 1
/ — — fr —
A - R pm, svcte 3

(=%, ro-=-3)

1
h? arctg — — 0
iy - e 90— 9(0) h Y B 1_
9(0)—]}1?0 . = lim - = lim A arctgh—O

19. Feladat:
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1
arctgﬂ, ha x # 1
11—z

flx) =
B, haz =1

a) Megvalaszthato-e ( értéke ugy, hogy az f fiiggvény folytonos
legyen x = 1-ben?

b) fl(x) =7,ha z#1

¢ lim f/(r) =7
Létezik-e f'(1) ?

Megoldas.
, 1+ T ) 1+ 7
a) mgrlnw arctg .= 5 + xgrlnio arctg . = 3
——
— 00

— —00
Mivel = 1-ben 3 a hatarérték, ezért nincs olyan [, melyre f folytonos lenne

x = 1-ben.
b) Ha = # 1 :
e oy () -
11—
((1tiy"1«1_@dlg;xy@4)_<1fw2)

1
c) lim f'(z) = R de f/(1) 3, mert az f fiiggvény nem folytonos x = 1-ben.

x—1

20. Feladat:
Ismertesse az arcsin fiiggvény tulajdonsagait (értelmezési tartoméany, értékkészlet, abra,
derivalt)!

tankonyvtar.ttk.bme.hu (© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi



4.4. ELEMI FUGGVENYEK 65

21. Feladat:

f(z) =37 — 2 arcsin (3 — 2z)
a) Df :?, Rf :?, f/(l') =7
b) Irja fel az xy = 1 pontbeli érintGegyenes egyenletét!

c¢) Indokolja meg, hogy f-nek létezik az f~1 inverze!

f_1($) =7, Df—1 =7, Rf—l =7
Megoldas.
a) —1<3-22<1... = D;=][12

3-2re[-1,1] = arcsin(3—2z)€ [—g g]

— 2arcsin (3 —2z) € [-7, 1] = R;=[2m, 47]
1 4
f(x) = =2 (-2) = , z€(1,2)
1— (3 22)2 1— (3 22)2

e (e () () -2 5 ()

c) f'(z) >0, hax e (1,2) és f folytonos [1,2]-ben, ezért f szigortan monoton né Dy -
en, igy a teljes értelmezési tartoményban invertalhato.

1 _
y=3r — 2arcsin(3 —2z) = ... [ x) == (3—sin37r2 x>

Df—l = Rf = [271', 471'] , Rf—l = Df = [1,2]

22. Feladat:
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a) Df :?, Rf =7

b) Adja meg a —5 pontot tartalmazo azon leghdvebb intervallumot, melyen f

invertalhato!
fHx) =7, Dir =7, Ry1 =7
Megoldas.

a) f péaros fiiggvény.

ET.:

4
s

4 4
0<— <1 miatt arccos?e[o,g) = Rf:[_g’0>

x
—, ha|z| > 2.
\/ b= x2 \/ L= :v2
) <0, ha z € (—o00,—2) és f folytonos [ = (—o0,—2]-n = [ szigorian
monoton csokken I-n, tehat invertalhatd I-n. (— 5 el)
4 -2
y = arccos —; — T = fHz) =
T 2 T
cos (z + =)
2
T
Djr = Ry = [—5, 0) . Rpor = Dy = (—00,~2]
23. Feladat:
Derivélja az alabbi fliggvényeket!
ch 522 , ha z >0
fz) = ; glx) = (1+ah)*
sh2r — 3z, haz <0
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Megoldas.

Rajzoljuk fel az shaz, chx fliggvényeket!
f(O+0)=f(0)=ch0=1 # f(0—0)=0 = f nem folytonos = = 0-ban
= f(0)?
Egyébként f derivalhato fliggvények Osszetétele és igy derivalhato:
10z shbz?, hax >0
f'(z) =
2ch2r — 3, haz<0

g exponencialis hatvanyfiiggvény, ennek megfelelen derivaljuk:
g([[’) — eln(1+x4)21 — 2@ In (14x%)

4 3
g (x) =m0+ (90 In (14 2Y) = (1+a2%)% . <2 In(1+ 2% + 2x1f 4)
T

24. Feladat:

1
Te (x—2)27 ha z > 2

fz) =
ch? (2 —2)%, haz <2
Irja fel f'(x) értékét, ahol az létezik!

Megoldas.

25. Feladat:

1
flx)=2 arctg; -7

Hol és milyen szakadasa van a fiiggvénynek?

[rja fel f'(x) értékét, ahol az létezik!

Adjon meg egy intervallumot, melyen létezik f=!!
fHx) =7, D1 =7, Ry1 =7

Megoldas.
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4.5. L’Hospital szabaly

26. Feladat:
arctg 2 x° _ x 1
bbbt =S ] — ) =
2) z—0 arshb a3 °) by (x— 1 ln:p)
- 2
b)  lim arcsin 3 _ 9 f lim e —?
z—0 thI r—+0
8x —3x
c) lim z?e5® =7 et e,
T — 00 g) IEIEIOO e5x+ef3x :
i T _9 _
d) xll>n—i1-0 Vo Inz" =1 b lim sh (3z — 2) _9
z—oo ch (32 +4)
Megoldas.
1 62 1
) arctg22® pm 1+ (223)2 _ lim 2 1+ (2232 2
z=0 arshbha3 250 1 2505 1 5
1522
1+ (5x3)2 1+ (5a3)?
1
arcsin 322 py 1 — (322)? or 1 T
b)  lim 5 = lim ; = lim 3 — cos®z = 3
z—0 tgex x—0 2 tgx z—=0 /1 —9x4 sinx
cos?x
2
42 o5t — L L LE 2 v 2 _
C) $h—>ng>o e B zh—>H;o edz o x—>moo 56533 o z— o0 25 eb
7 1
lnx7 7 Inz L’H -
. 7 _ VB x _
At Ve et = g =y e 2L T
NS
= lim —147 =0

z— +0
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1 1
. T 1 o o xlnmx—ax2+1 vy . nx+:p;—1
e) hm1 1 g hm1 1 = hm1 i
x
1
1 g - 1
= Jim, - i u e 2
Tz 41 - = -+ =
x r
f)  lim z%* = lim e lim e % — 0 = 1 mert
z—+0 z—+0 z—+0
1
1 ’ it .
lim tgz-lnz = lim DL iy R TR sinr =
z— 40 z— 40 Cth z— 40 -1 z— 40 €T
sin?

g) A L’Hospital szabaly alkalmazéasa most nem vezetne eredményre.

] e8:c —9 e—393 ) e—3a: ellz -9 0—2
im — = lim - 1.—= = _9
r— —co @ + o3z T —00 @ 3T o8z +1 0+1

h) Itt sem vezet eredményre a L’Hospital szabaly. Beirva a fiiggvények definiciojat, az
el6z6 pédahoz hasonléan jarhatunk el:

sh (31- _ 2) ) e3x72 - 67(3I72) . eBx 672 . 87633+2 872
e LA = lim — ——m—— = —
z—o0 ch(3x +4) w00 34 4 o—(3r+4) ro0 @3 eh 4 o—br—4

4.6. Intervallumon derivalhato fiuggvények tulajdonsa-
gai, fliiggvényvizsgalat

iE

>
U5

27. Feladat:

>
U5

f(@) = (z=3)° (z+5)"

a) Adja meg azokat a legbGvebb intervallumokat, melyeken a fiiggvény szigortan mo-
noton!

b) Hol van lokalis szélsgértéke?
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Megoldas.
f(z) = 3(x=3)? (z+5)* + (x—3)*4(z+5)* = ... = (:B—3)2(:E+5)i-£x+5)(733+32
gfo rajzol};kfel!
3 3 3
frr+ 0 - o] + Jo] +
f /! N\ / /!

. 3 .
Tehat f szigortian monoton né: (—oo, —5) és <—?, oo) intervallumokon,

: . 3
f szigortian monoton csokken: <—5, ——) -en.

7
x = —5-ben lokilis maximum van, mert f névekvébsl csokkenébe megy at.
3
r = —= -ben lokalis minimum van, mert f csdkkenébdl névekvébe valtozik.
28. Feladat:

f(z) = In(2? + 2z +2)
Keresse meg azokat az intervallumokat, melyeken a fiiggvény

- monoton nd, illetve monoton csokken;
- alulrol konvex, alulrél konkav.

Megoldas.
fz) =m(@?+22+2) =In((z+1)*>+1) = D;=R
>1
, o 2z+2

') = x4+ 2x + 2
z | (=00, —1) | =1 (~1,0)
f - 0 +
f N\ /!

Tehat f (szigortan) monoton csokken (—oo, —1)-en és (szigortian) monoton né (—1, 00) -
en.

() 2(2% +2x +2) — (20 +2)(2x + 2) —2z (z + 2)

r) = =

(22 4 2z + 2)? (22 + 21 +2)?
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A nevezé > 1, a szamlaloban levd parabolat pedig rajzoljuk fel!

x| (—00,=2)| -2 |(=2,0)] 0 | (0,00)
f‘// _ O ‘I’ 0 _
f N (infl. pont) U (infl. pont) | N
29. Feladat:
fla) = a o

Hol monoton nové, illetve csokkend az f fiiggvény?
Hol van lokalis szélsGértéke?

Megoldas.
1
fllx)=1-e% +ze (=3) = (1-3z)e® =0, hax:§.
1 1 1
S - PRy e
f + 0 — 3) 3
f ya lok.max. Ny

30. Feladat:

f(x) = 22° — 152° + 202!

Hol konvex, hol konkav a fiiggvény? Hol van inflexiés pontja?

Megoldas.
f(z) = 1225 — 752* + 8023
f"(x) = 602* — 3002% + 2402% = 6022 (2* — 5x + 4)

0o | -
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31. Feladat:

f(z) = we™
Keresse meg azokat az intervallumokat, amelyeken az f fiiggvény konvex, illetve konkév!
Hol van inflexidja az f fiiggvénynek?

Megoldas.
flx) = e 4+ xe™ (—22) = e — 22e™
f(x) = e (=2z) —dz e =222 e (=22) = e (42 —62) = e 2z (222 —3)

Abréazoljuk vazlatosan a 2x (222 — 3) fiiggvényt, mert igy konnyebb az el6jelvizsgalat!

(Harmadfokt polinom, nullahelyek: \/7 \/>

+00 -ben 400 -hez tart a fiiggvény és —oo -ben —oo -hez tart a fiiggvény.)

Ennek alapjan:

3 3 3 3 3 3
—00,—/= | |—1/=||—1/=,0 0 0,14/ = = =
gl SSOIRHIREDIRN ORI
1 - 0 + 0 - 0 +
f N infl.p. U infl.p. N infl.p. U
32. Feladat: Hol konvex, hol konkav az
f(z) =2 In(ex)
fiiggvény? Van-e inflexioés pontja?
Megoldas. Dy = (0,00)
1
f(x) =2z In(ex) + 2 —e =2z In(ex) + =
ex
1
f'(z)y=2In(ex) +2x—e+1=2In(ex) +3 =0
ex
3
— In(ex) = 5 = er= e 3?2 = g =e?
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x ‘ (0’ e_5/2) ‘ e 5/2 ‘ (6_5/2, OO)
f'// _ O +
f N (infl. pont) U

33. Feladat: Vizsgalja meg és vazlatosan abrazolja az

fiiggvényt? Konvex-konkav tulajdonsagot, inflexiot most ne vizsgaljon!

Megoldas. Dy = (0,00)

1
Nullahely: ex =1 =— 1z = -

e
1
| 7 -
lim n (ez) = —00 lim In (e z) 1 lim £ =0
x— 40 X T — 00 x z—o0o 1
m e
—— alaku — alaku
0 00
L (en)
z— — In(ex 1 -1
flx) = L 2 = xr;(e:t) =0 = In(ezr) =1 = =z =
L, f(1)=1
z|(0,1)] 1 | (1, 00)
1! + 0 —
f1 7 |lok. max. N

A fiiggvény grafikonja a 4.1 abran lathato.

34. Feladat:

Végezzen fliggvényvizsgalatot és vazlatosan dbrazolja a fiiggvényt!
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In(e x)

4.1. abra. Az f(x) = fiiggvény grafikonja.

In(ex)/x
1 [ -
O /\
. 7
2+ .
3k 7
4 - ,
5 i i i i
0 2 4 6 8 10
>+ — 2
b =
)@ -
Megoldas.
a) flx) =2’ e
Dy =R; Nullahely: x =0
® pw
lim 2 - e® = lim — = ... =0 lim 2% -e?® = —x
T — 00 r—o0 et T — —00
Nem paros, nem paratlan, nem periodikus.
fl(x)=32z%e" —23e™ =22 (3— 1)
z | (—00,0)[0](0,3) | 3 | (3,00) -
I + 0| + 0 — f(3) =27 = =
1o S | lok. max. | N\, ©

f"(z) = 6zre™™ — 3z2e™™ —

tankonyvtar.ttk.bme.hu

372e® 4+ 2de™® = xe® (2 — 6z + 6)
—_——
=0: z=3+V/3
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z [ (00,00 0 [(0,3—v3)|3-v3](3-+v3,3+V3)|3+V3](B+V3, 0)

1 0 - 0 — 0 +
f infl.p. U infl.p. N infl.p. U

27

N

A fiiggvény grafikonja a 4.2.a) abran lathato.

4.2. abra. A két vizsgalt fliggvény grafikonja.

a) b)
2 8 | I I
(x2+x-2)/x
15 - 6 X+1 |
1 4 i
0.5 + 2+ 4
0 0
0.5 - N 2 L |
1+ : 4+ :
1.5 - - 6 i
2 | | | | _8 | | | | | |
2 0 2 4 6 8 10 8 6 -4 2 0 2 4 6 8
2?4+ x — 2 2 z—1)(z+2
b)  flz) = S N D LA
T T s
: 2 . 2
Dy =R\ {0} ; lim (z4+1->) = —o0; lim (2+1-2) = 400
z—+0 x x——0 T

2
lim (x+1——) = 400
T

r— +oo

Nullahelyek: z=1, x=-2

f’(x):(x+1—;) :1+%>0
x| (=00,00] 0 |(0,00)

i+ A +
f ya szak.h. Ve
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z|(=00,00] 0 [(0,00)
:

N

szak.h.

A fiiggvény grafikonja a 4.2.b) adbran lathato.

Megjegyzés:
. : 2 .
xl_lgloo (f(z) = (z+1)) xEI:Il:loo -] = 0 = A fiiggvény, ha = — +oo

egyre kozelebb keriil az y = x 4+ 1 lineéris fliggvényhez ( lineéris aszimptota).

35. Feladat:

Van-e lineéris aszimptotija az alabbi fiiggvénynek +oo -ben?

a) f(x) :2.r—i—:1c-sinl

b)  f(z) = V4a? + 3z
O Jw) = oo ]

22 4+ -3

- 4.7. Abszolat szélsGérték
—

App

=

36. Feladat:

a) Végezzen fliggvényvizsgalatot és vazlatosan abrazolja a fiiggvényt!

b) Beszélhetiink-e a fiiggvény maximumaro! illetve minimumarél az [1,3] intervallu-
mon? Ha igen, akkor mennyi ezek értéke?

tankonyvtar.ttk.bme.hu
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Megoldas.
Dy =R\ {0} ; li 5+ 8 +
a) Dy =R\ {0} lim o+ g = oo
lim f(z) = 400, lim f(z) = —©
T —r 00 Tr—r —00

Nem péros, nem paratlan, nem periodikus.

Nullahely:  f(x) = % =0 = f(v-48)=0
96 3 (2° — 32
f’(x)szQ—ﬁ:(IT):O t=2, f(2)=20
| (=00,00] 0 [(0,2)] 2 [(2,0:0)
o+ 3 — 0 +
f Ve szak.h. | N, |lok. min ya
. 5
f(z) = 39 _ 6.2 :448 —0 = a=+/—48, (f(Y—18)=0)
z | (—oo,V/=48) | V—48 | (V/=48,0)| 0 |(0,00)
7 - 0 - 7 +
f N infl.p. U szak.h. U

A fliggvény grafikonja a 4.3 dbran lathato.

b) Mivel f folytonos [1,3]-ban (zart!) == 3 min., max. ( Weierstrass II. tétele)

Mivel f az intervallumon mindeniitt derivalhato, a szobajoheté pontok:
- a lokalis szélsgertek:  f(2) = 20,

48
- az intervallum végpontjai:  f(1) =49, f(3) =27+ n
= min {f(z)} =20, max {f(z)} =
37. Feladat:

fle) = 2% oo
Van-e minimuma, illetve maximuma az f fiiggvénynek a [0, 1] intervallumon? (Indo-
koljon!)
Ha igen, hatarozza meg!
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4.3. abra. A vizsgalt fiiggvény grafikonja.

60 y T T
40 - : B

20 - .

/
-60 [ i i i i

Megoldas. ... f(z) = ze™3 (2 - 3x)

. , .
min () = F0) =0, max @} = £(3) = 5 e
4.8. Implicit megadasnu fliggvények derivalasa

38. Feladat:

Az y(x) figgvény az xy = e pont kornyezetében differencialhato és kielégiti az
zlny+yhe =1

implicit fiiggvénykapcsolatot.
Hatéarozza meg ezen fiiggvény (e,1) pontjabeli érint6 egyenesének egyenletét!

Megoldas.
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Ellenérizziik a pontot!

o
e-lnl + 1 -lne =

1 Igaz.
Tehat az y(z) valoban atmegy az adott ponton:  y(e) = 1.
r Iny(z) + y(z) nx =1

Mindkét oldalt x szerint derivaljuk:

1 1
I-Iny(x) + - —-y'(z) + ¢(z) - Inxz + y(z) - — =0
(@) + 2o/ (0) + /@) @1
Behelyettesitve = =e-t (y(e) = 1), kapjuk /(e)-t:
ln1+e-y’(e)+y'(e)-lne+1:O — y'(e):—;
e e(e+1)
Az érintGegyenes egyenlete:
@+ Yz —c) = 1~ —— (z )
e I‘ —_ = _—— x J—
o=y Y e(e+1)
39. Feladat:
A differencialhato y = y(x) atmegy az zo =1, yo = —1 ponton és zy egy kornyezeté-

ben kielégiti az alabbi implicit egyenletet:
P42+ 22— (-1 =0

Van-e ennek a fliggvénynek lokélis szélsGértéke az xqg =1 pontban?
Van-e inflexidja a fiiggvénynek ugyanitt?
Megoldas.
1—2—}—1—0;0 Igaz.
Az z-t6] valo fiiggést mar nem jel6lom, igy attekinthet&bb:

2yy 4+ 10y*y + 2e** 7% — 4(z —1)> =0
Behelyettesités: =1, y=—1

1
—2¢'(1) + 10y/(1) +4 - 0=0 = (1) = 1

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi tankonyvtar.ttk.bme.hu
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80 4. FEJEZET: EGYVALTOZOS VALOS FUGGVENYEK DERIVALASA

Mivel ¢'(1) #0 == nincs lokalis szélsGértéke x = 1-ben (nem teljesiil a sziikséges
feltétel).

2y/y/ + ny// + 40y3y/y/ T 1Oy4y// 4 4e2x72 o 12(.T— 1)2 =0
r=1,y——1,¢ =%
=L, y= y Y = 4 .

1 40
- —2¢y"(1) — = + 10y"(1 4 -0=0
S = 20"(1) = 3o+ 10y"(1) +

13
Elég csak felirni, hogy ebbsl 3”(1) = ~6l (ha igaz).
Mivel 3”(1) #0 = nincs inflexiés pontja x = 1-ben (nem teljesiil a sziikséges

feltétel).

4.9. Paraméteres megadasu gorbék
40. Feladat:

Legyen
r =t + sindt y =1+ sin2t

a) Indokolja meg, hogy a fenti paraméteresen megadott gérbének van y = f(x) elGal-

. -, 7r z ’ .o z
litdasa a ty = 3 paraméterhez tartozd xy = x(ty) pont egy kornyezetében!

b) f'(xg) =7, f"(xo) =7 Van-e lokalis szélsGértéke, illetve inflexioja az [ fiiggvény-
nek az xo pontban?

c) Irja fel a t, paraméterd pontban az érint6 egyenes egyenletét!
(Descartes koordinatakkal.)

Megoldas.

a) ©(t) = 1 + 4 cos4t

iy (g) =1>0és i(t) folytonos = 3 (g -9, g + 5) , ahol &(t) > 0
= itt z(¢) szigorian monoton né

— J inverze: t=t(x) ésigy 3 f(x) =y(t(x)).

tankonyvtar.ttk.bme.hu (© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi
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b) g(t) = 1 + 2 cos2t, y(%):u\/ﬁ
(7T> 7T+_ T 1+7T
To=x(=)==+sin=- = =
0 8) 8 2 8

f'(zo) = M : f’(1+g> = y:'E_%) =1+v2>0

—> [ lokalisan ng zy-ban. (Nincs lokalis szélsGérték itt.)

i = —16 sin4t | x(%) — 16
T 4
j = —4 sin 2t , Uy (—) = —— = -2V2
i i (g 7%
o 95— (14 S
f”(H%)IM - 2V (1+\/_)< 6>=16+14¢§>0
T to

Nincs zg-ban inflexiés pont, mert nem teljesiil a sziikséges feltétel (f”(z) # 0).

¢) yo = f(wo) + f'(x0) (x — 20) = y(to) + #(to) (z —x(t)) =
s 1 T
:§+E+(1+\/§) (x—(l-i-g))

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi tankonyvtar.ttk.bme.hu



>

el
kel

4

>

4]
el

U

>

4]
kel

4

=

3

5. fejezet

Egyvaltozos valos fuggvények

integralasa

5.1. Hatarozatlan integral

Sziikséges fogalmak: primitiv fiiggvény, hatarozatlan integral.

1. Feladat:

a) /(2$+3)5dx :—/2-(2x+3)5dx

b) /(2x+3)5 da :%/2-(2:1:4—3)5 de =

f/_ffE)
2 2 9 2
c) /9x+1 dx 5 /935—{—1 dx 5 n|9z+1| + C
f'1f

2 2 i
d) /(9:U+1)2 dz 25/9(9x+1) dz

82
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5.1. HATAROZATLAN INTEGRAL

83

h) A kovetkezd két feladatot az el6z kettd mintajara oldhatjuk meg.

/

2
d
922 +1 .

/

2
d
92213

/

2x
d
922 +3

/

20+ 4
922 + 3

/

Trx +5
T
922 + 3

/

2

I |
922+ 6z +3 0

/

18z + 8

922 + 6 + 3

2/ ! dr = 2
1+ (3z)? v

Wl

9

/
/

1

e T

18z
922 + 3

I'1f

(HE.)

(HE.)

1

2 [ —— dq
/(3:6—1— v

1)2+42

3x+1

arctg /3

3 + C

V2

Felhasznéljuk az el6z6 példa eredményét:

I_/ 182+ 6
) 922462+ 3 922 + 6z + 3
3z+1

2
d:c+/

arctg

= In(92% + 6z + 3) +

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi

Osszefoglalva az el6z6 példak tanulsagait

arctg 3x

2 arctg \/gx
3

3

dx =

+C

2
2

V3

+C

1
dr = 9 In(92° +3) + C

+ C

1

3x+1
V2

| =y

tankonyvtar.ttk.bme.hu
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5. FEJEZET: EGYVALTOZOS VALOS FUGGVENYEK INTEGRALASA

/ —Mgi Z—xi - dzr  tipusu integralok megoldéasa

f(z) == az®+bx+c, D :=b* — 4ac

D >0 esetén részlettortekre bontassal dolgozunk. ( Ezt késGbb vessziik.)
D < 0 esetén az alabbi atalakitéssal dolgozunk:

az+f _ f’(a:) 1 _

:krlln|fx|+k:2/—dx

A megmaradt hatérozatlan integral meghatarozasa:

A nevezében teljes négyzetté kiegészités és esetleges kiemelés utéan a kovetkezd alakot
kapjuk:

/—dm—kg/ﬁdx:kg%.)(;")jtc

Itt (...) : z—nek linearis fiiggvénye, igy a nevezébe konstans kertilt.

Ezzel a modszerrel oldja meg az alabbi feladatot!

/ﬂ dz| = -~ (HL)

922 + 6z + 3

ax+f

vax?+bx +c

El6szor egyszertibb példékat csinalunk, majd ezt is megbeszéljiik altalanosan.

Most attériink az dx tipust integralok szamitasara.
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|l\)

arch =

-

N

T — 2
m T = xr — 2 —4x — —1/2 T =
WE-=r—1 [ ne s
f/'f_1/2

1 (a2 —dx—12)12

+C

1
— 5 1
2 3

n) A kovetkezd példa megint az el6z8 két tipus egyesitése, azok eredményét felhasznal-
juk:

Qo — 2 _ 9 20 —4 + 3
Va2 — dx — 12 B Va2 — dx — 12

1
:2(/(2x—4)(x2—4x—12)_1/2 dx+3/ d:c):
Va2 —4x —12
_ ((x2—4x—12)1/2 L3 archﬂi) Lo

1 1
2 4

1
4

Osszefoglalva az el6z6 példak tanulsagait:

ar+ [

var?+bx+c

f(z) :=az® +bx +c
Az alabbi atalakitassal dolgozunk:

dr  tipusu integralok megoldasa

Oéff"‘ﬁ kl/f 1/2 dl’"—kg

V() /J_

f1/2
12 1/—

A megmaradt hatarozatlan integral kiszamitasa:

=k —=

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi tankonyvtar.ttk.bme.hu
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A nevezdben teljes négyzetté kiegészités és esetleges kiemelés utan a kovetkezo esetek
egyikét kapjuk:

1 1 in (..
/ Qe = by [t g =g el

Vi@ - (. ()

Vagy:

1 . 1 . arsh (...)
/«/f(x) do = hs /\/1+<._..>2 do =k == +0C
Vagy:

1 v = ks 1 v = ks arch (...) o
/«/_f(a:) o=k /\/7(...)2_1 v =hs =y

Itt (...) : x—nek lineéris fiiggvénye.

Ezzel a modszerrel oldja meg az alabbi feladatot!

4
0) | 1.) / i de  (HL)
Va2 + 6z +11
3r+1
2. — dz Hf.
) V3—122 -2 (HE)
2. Feladat:

Gyakorl6 példék:

/cos (r)e™ " do = ---

/ 1
de = ---
(1+ 2?) arctgx

1
/mdx:'“

tankonyvtar.ttk.bme.hu (© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi
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1
dr = ---
/xln5:z: .

/ B
(1 4 etr)!

5.2. Parcialis integralas

&
8

3. Feladat:

/(395—1) sin (bx +3) de = 1

u=3r—1 , v =sin(5x + 3)

o3 7 U:—cos(55x+3)

I=3x—-1) —cos(br+3) +§/cos(5x+3) dz =

) 5
] :
:—5(31‘—1) cos(5x+3)+§w+0

o =2, v=1In(2z)
x4 .1 1
u = — v = — = —
4 2x x
4 1 4 1 4
I:%ln(Zx)—Z/x?’dx: 1n(2$)—1%+C

/arctg2x de = 1| = / 1-arctg2x do

u=1 , v=arctg2x
u=ux v = L
N ’ C 1+ 4a?
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2 1 8
]:xarctg?x—/rx;mdx:xarcthw—Z/ngﬂdx:

1
= 1 arctg2r — 1 In(1 + 42?) + C

/ch2x sinbx de = 1

u = ch 2z , v =sinbx
— 5)
u' =2 sh2zr Uz%

1 2
I = —x ch2x cosbx + s /sh2x cos bz dx

' =ch2r , v=sinbz
h2
u,:s2x , v=>5coshr

I = % sh2x sinbx — g /sh2:c coshr dx

A két egyenletbdl kikiiszobolve a fellépd idegen integralt kapjuk I-re a végeredményt:

4 5 1
I = — | —= ch?2 — sh 2z si
59 ( 1 ch 2z cosbx + 5 S xsm5x) + C

4. Feladat: Tovabbi gyakorlé feladatok:

a) /1n(5x) de =7

b) /(2:L‘+3) In (5x) dz =7

c) / (b +2) sh(4x) dx =7

d) / 2% cos (3z) do =?
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e) /arcsin(2$) de =7

f) / 4x arctg (2z) do =7

5.3. Racionalis tortfliggvények integralasa

5. Feladat:
/9”+1 do =7
x?+ 3z
Megoldas.
r+1 A B
s _ 2 . 3
r(x+3) = +:I:+3 ’ v(z+3)
r+1= A(x+3) + Bz
2
r=-3: —-2=-3B — B:g
1
z:=0: 1=34 = A:§

11 2 1 1 2
1= [(z=+°2 do = - 1 Stz 43+ C
/(3x+3x+3) v = 3 el 43 Infe+3) +

6. Feladat:

2 1
2 —5x+6

Megoldas.
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/(x—zg)tgl_g) dr = /(%fl2 + ﬁg) dz =

1 1
:/(—5 +7 ) de = =bln|lz—2| + 7lnjz—3| + C
x—2 T —3

Ugyanis:
2v +1 A B
= (r—=2)(x—3
(x —2)(z—3) x—2+$—3 ’ (v =2)(z—3)
204+1 = A(x—3) + Bz —2)
r=2: bh=—-A = A=-5
r:=3: 7T=B =— DB=T7

7. Feladat:

1
/—:1:3+2:U2 dez =7

Megoldas.
1 A B C
22 (z+2) - ﬁ+;+x+2
1 = A(x +2) + Bx(z+2) + Cz?
Most egyiitthatd 6sszehasonlitassal dolgozunk:
1 =(B+C)x* + (A+2B)x + 24

Innen a kovetkez6 linearis egyenletrendszer adodik:

2% (v +2)

24 =1
A+2B=0
B+C=0
Melynek megolda A=t gt o1
€ e egoldasa: = — = —— — —
yi meg 9 4 4
11 11 1 1 12! 1
=1 \3.2 "1, yl de = 5 — — - 1 —1 2| + C
/‘(2x2 e 4:x+2> v=g 7 gl gl
8. Feladat:

x+1 B
/<x—1>2<x—3> do =7
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Megoldas.
etl A B C -1l
(z—-12(@x-3) (r—12 z-1 =2-3 '~ (z-12 =x-1 z-3
— 1!
[z—%—ln]:ﬁ—l]—i—ln\x—ﬁ—kC
9. Feladat:
3 > — 15z
de =7 b —— dz =7
) /x4—16 g ) /m4—16 !
Megoldas.
/
a) — alaku:
)
1 423 1
- = —Inj2* — 1
4/354—16 dx 1 n |z 6| + C
b) Altért, t kell alakitani: 08 _ 44 ©
ort, at kell alakitani: ———— =
r’ e e T
© _ A B CetD _ 116 1/16  -1/8a
ri—16 -2 x+2 2+4 T x—2  x+2 x?2+4
/ n 1 1 +1 1 11 2z d
r+———+—=—— - ——— | dz =
16 x — 2 16 x 42 82 x2+4
22 1 1 1
L e —2 4+ — Iz 42 — — In(22+4
2—|~16n|x |+16n|x—|—| 16n(m+)—|—0

10. Feladat: Tovabbi gyakorlo feladatok:

2
T
a) /x2—9 de =7
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b | ) /ﬁdx:? 8) /w21_1d$:?

o) | a) /:Ufildx:? 3) / 11dx:?

T3 —

doe =7

d 2t a3+ 32 -2+ 2
) 3 4 222

5.4. Hatarozott integral

A feladatok megoldasdhoz a Newton—Leibniz tételt hasznéljuk.

11. Feladat:

™

/COSQJZ dx =7

0

Megoldas.
[ 1 in 2 T 1 1
I—/ cos’ x; dx:é <x+sm2m)0—§(W+0—(0+0))_§7r
0 14 cos2x
2

cos 2x integrédlja a megadott intervallumra 0-nak adodott, ami nem meglepd, mivel a
fliggvény m szerint periodikus és egy teljes periodusra integraltunk.

12. Feladat:
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5.4. HATAROZOTT INTEGRAL 93

w/2
/ cos® z sinz dr =7
0

Megoldas.

cosz (cos®>x)? sin’z dr =
N——

w/2
/ (1—sin? )2
w/2
0/

= (cos:v sin?x — 2cosx sin*x + cosx sin® :E) dx =
B sin® z sin® n sin” /2 B 1 2 n 1
-3 5 71, 3 5 7
13. Feladat:
2
/e%_1| de =7
0
Megoldas.
1/2 2
I = /el_% do + / 1 dg =
0 1/2
1 12 2 1 1
:__e1—2x _'__GQI—I :——(1—6)—|——(63—1)
2 0 1/ 2 2

14. Feladat: Tovabbi gyakorlo feladatok:

™

a) / cos’z dx =7

w/2
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2
b) /|x2—3:z:\ de =7
1

4

c) /\/1:2—4x+4 do =7
0

sign (v2 —4) dz =7

=
O\w

1

e) /(x—|—5) e dp —7

0

. 5.5. Tertletszamitas
_>
lgp

Az f(x) és g(xr) "kozé" es6 teriilet, ha x € [a, b]

b

7 = [ 1f@) - g(a)l da

a

15. Feladat:

Szamitsa ki az f(x) = 2°> + 2z ¢s az g(x) = 4 — 2* gorbéje
kozotti tertiletet!

Megoldas.

Rajzoljuk fel az f(x) = z(xz + 2)
Az 5.1 abrabol lathato, hogy :

g(z)

(2—2)(2+x) gorbéket.

tankonyvtar.ttk.bme.hu
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5.1. abra. Az f és g fliggvény kozti teriilet.

f(x)
L 9(x)

-2

1 1
9 1
T = /(4—x2—(x2+2x)) de = /(—2x2—2x+4) de = —§x3—x2+4x =
2 —2
.=9

16. Feladat:

1
Mekkora az y = Inz gorbéje, valamint az y =0, z = —, x = e egyenesek
e

kozé es6 sikrész teriilete!

Megoldas.
Tekintsiik 3215.2 abrat!

T:—/ln:cdx—l—/lnxdx:...

1/e 1

Parcialisan kell integralni...

17. Feladat:
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5.2. abra. A vizsgalt teriilet. Integralaskor az x tengely alé esé teriiletet negativ elGjellel
kapjuk meg.

1.5 T

In(x)

Mekkora az f(r) = 2* — 4z + 3 gorbéje, valamint az y =0, 2 =0,z =5
egyenesek kozé esd sikrész teriilete!

Megoldas.

i 5.6. Integralfiiggvény
Bl
A:1;>>p

18. Feladat:

f(z) = sg(2® — 5z +4)
a) Abrazolja a fiiggvényt!
b) Irja fel az

Pla) = / (1) dt

0
un. integralfiiggvényt, ha « € [0, 3] !

tankonyvtar.ttk.bme.hu
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Megoldas.

a) Az f(x) = sg((z — 1)(x — 4)) fuggvény grafikonja az 5.3.a) abran lathato.

5.3. abra. Az f és az F fliggvény grafikonja.

a) b)
3 \

T
f(x)
x2-5x+4

b) Az integralfiiggvény meghatarozasahoz az integréalési tartoméanyt két részre bontjuk:

T

rel0,1] : F(az):/ldt:x

0
1 T
re(l, 3 F(x):/1dt+/—1dt:1_ﬂf:2_$
0 1
Tehat:
x, ha0 <z <1

F(z) =
2—x, hal<x <3

Az F(x) integralfiiggvény az 5.3.b) &dbran lathato.

19. Feladat:
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ft) =

2t, hat € [0,1]
2, hat>1

Hatarozza meg az

F(x) :/ f(t) dt (x > 0)

integralt! Hol derivalhato az F' fiiggvény és mi a derivaltja?

Megoldas.
Az f fiiggvény grafikonja az 5.4.a) abran lathato.

5.4. abra. Az f és az F' fliggvény grafikonja.

a) b)
5 { { T 5 { I {
f(x) F(x)
2
4 + R R . _ 4*2X-1 . _
3 . 3 .
2+ 2+ .
1+ . 1+ .
0 0
1 1 1 1 1 1 _1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
zel0,1] : F(:E):/Zt dt:tQ}g:xz
0
1 T
z>1 F(x):/2tdt+/2dt:1+2t|’1”:1+(2x—2)
0 1
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Tehat:
z?, ha0 <z <1

F(r) =
2r—1, hal<z

Az F intagralfiggvény grafikonjat az 5.4.b) dbra mutatja.

Az integrandusz ( f ) folytonossaga miatt F' derivalhato ( integralszamitas I1. alaptéte-
le) és

{Qx, ha z € [0,1]

2, hax > 1

20. Feladat:

G(x):/\/1+t8 dt , (x > 0); G'(x) =7

0

Megoldas.

1. megoldés: megfelels helyettesitéssel integralfiiggvényt kapunk.

t:=4u — dt =4du
t=0: u=0; t=4x : u==x

Elvégezve a he}gyettesitést:
G(z) = / V14 (4u)® -4 dt

Az integrandtfsz folytonossdga miatt G derivalhato ( integralszamitas I1. alaptétele) és
G'(x) = /14 (42)8 -4

2. megoldas:

F(z) = / V1i+8dt = F'(z) = V1+2® (az integrandusz folytonos)
0

Mivel G(x)= F(4xz), felhasznalhatjuk az Osszetett fiiggvény derivalasi szabalyéat:

G'(x)=F'(4z) -4 = /14 (42)8 - 4
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21. Feladat:

F(x)j@dt, G(m)f\/lz__ﬁdt, H(z) / !

Hatarozza meg a derivaltfiiggvényeket!

Megoldas.

folytonossaga miatt az F' integralfiiggvény derivalhato
V14t

( integralszamitas I1. alaptétele) és

1
F'(x —

(=) V14t

G(x) = F(2®) derivalhato fiiggvények osszetétele
1

= G'(v)=F'(23) 32 = —— - 32?

()= F@*)-Fla) — () = P30 - Fla) = ——— g2~ L
V14 212 V1+at

22. Feladat:

5.7. Integralas helyettesitéssel

23. Feladat:

/\/x2—4 doe =7

g = cht helyettesitéssel dolgozzon!

tankonyvtar.ttk.bme.hu

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi


http://bme.kpro.hu/public/calculusapplets/substitution.html

5.7. INTEGRALAS HELYETTESITESSEL 101

Megoldas.
/ 2
X::2/ (z)—ldx:
2
Helyettesitéssel:
x x
—=cht = x=2cht = dr=2shtdt (t:arch—>
2 2
2 2 h2t — 1
2/\/Cht—1-2 sht dt = 4/ sht dt = 4/ % dt = 2/(ch2t—1) dt =
h 2t
=2 <32 —t) + C = 2(sht cht — t) + C = 2(\/ch®t—1 cht —t) + C
X = <§>2— T _archZ +C =z <£>2—1—2a1’ch£+(]
- 2 2 2 B 2 2
24. Feladat:
621‘ eGac
=7 =7
a) /62x+1dx : b) /eQI—i—ldx :

Sziikség esetén alkalmazza az e® =t helyettesitést!

Megoldas.

a) Itt nem kell helyettesités. f'/f alaku :

1 2 e 1
— dr = =1 24 C
2/62x+1 T 5 n(e + )+

b) Helyettesitéssel:
1
e =t = dx= n dt

X'/ 2 ldt—/ £ dt—/t3 t+ t dt =
241t ) 241 N 241 N

2
= — —— 4+ - In(?+1 C
1 2+2 n(t*+1) +
e4x 62:1: 1
X =— - — — 1 241
1 2+2n(e +1) + C
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25. Feladat:

=7

/9_93 da
vV2—3z+1

t = v2 — 3z helyettesitéssel dolgozzon!

Megoldas.
2 1

r=12 -2 ¢
3 3

v

2

33— 2t 1
dt = 2 dt = 2 2—t—1+— ) dt =
) /t+1 /( +t+1)

3 2
=2 =————t+In|t+1 C
<3 5 +In|t + |)+

X =9 (_ (vVI=50)' — L2 —s0) - m+1n(m+1)) e

26. Feladat:

Va2 +1
Va2 +

de =7

t = /= helyettesitéssel dolgozzon!

Megoldas.

t=Jr =

r=1t

— dz =3t dt

2 +1 2 +1 2
X : 3t2 dt = 3 dt = 3 t—14+——| dt =
/t2+t3 /t+1 / +t+1

t2
=3 <§—t+2ln|t+1|> +C

1.
X =3 <§€/ﬁ—3/5+21n|5/5+1|> + C

27. Feladat:

tankonyvtar.ttk.bme.hu
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‘?

a)/e/ﬁ b)/e/%dx:.

Sziikség esetén alkalmazza a t = v/b5x — 1 helyettesitést!

dx =7

Megoldas.

28. Feladat: Tovabbi gyakorlé feladatok:

e?* 4 he®
— dzx =7 e’ =t
2) / e2r | 4er + 3

2
-1
b)/e de =7 e’ =t
o e+ 1

1
xr
— dx =7 t=+vb—4
C) /_1 \/5—41' *

5.8. Improprius integral

29. Feladat:

o0

4
/ —— dz =7
224+ 2x+5

-1

Megoldas.

(© Fritzné, Kénya, Pataki, Tasnadi tankonyvtar.ttk.bme.hu
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o0 w

-1 -1

4 4 4 1
/2—dx:hm/—2dw:—lim s do =
2+ 22+ 5 wooo ) 44 (z+41) 4 w—roo 1+<m—|—1)
-1

2
; r+11”
arctg 1
- lim — 2 = 2 lim (arctgi — arcth) =2.-— =7
w— 00 1 w— 00 2
2 -1

30. Feladat:

-4

1
——— dx =7
/x2+2x—3 o

Megoldas.
—4 —4
1 1
/—dx: lim /—dx: ce. =
x2+2xr—3 w—-oo | x2+42xr—3
11 1 1 -
= wl_l)rl_looz / (x—l - x+3> dz = wl_1)n_100 1 (In|z—1] — ln|x—|—3|)w =
r ..
=- lim (Inb—Inl—- (Injw—1] — Injw+3])) =
4 w— —o00
1 3 1 1
=— lim 1n5+lnw+ = — (In5+1Inl) = - Inb
w— —00 -1 4 4
31. Feladat:
]OarcthQx dp — 7
1+422 &7
Megoldas.
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/ aI‘Ctg2 2x d I /‘2 arcth 27 d
- 5 4T = 1m — =  dxr =
1+4l’2 w1 — —00, W2 — 00 1+4ZE2
—oo o
w2
_ 1 i 9 1 2t or dp —
IR A R
o f’f;ralakﬁ
1 t 39 w2 1 3 5
- 5 w1—>—}>ioI7HWQ—>oo = § - w1 N 6 w1—>—£ior7nw2—>oo (arctg 2w2 - arctg 2w1) =
o 1 (7‘(‘)3 ( 7r>3 B 3
© 6 \\2 2) )~ 24
32. Feladat:

0

6
/ —— dz =7
V4 + 2x

-2

Megoldas.
0 0

6 L 1 ~1/2 _

29 =246 frf-1/2 alaka
0
4 2 1/2
P ki =6 lim (2 — +26) = 12
§— 040 1 §— 040
2 —2446
33. Feladat:
1/e

12
/nxdx:?
X
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Megoldas.

1/e

6 — 040 X
0 v

f! 2 alaka

Az improprius integral divergens.

34. Feladat:

1
lim / ZInfx dx = =
3 §—=0+0

2

1 do =7
Vi T

0

Megoldas.

2
! dr = 1i
N Ar — 12 v (5—1%1-%0 2
0

= lim (arcsin() — arcsin

§— 0+0

35. Feladat: Tovéabbi gyakorlo feladatok:

) = —arcsin (—1) =

xT
A e

tankonyvtar.ttk.bme.hu
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o0

d) / Az 72 dz =7

0

o0

e) / (22 +3) e dx =7

5.9. Integralkritérium

=
lg

>
U5

36. Feladat:

Vizsgélja meg konvergencia szempontjabol az alabbi sorokat!

2 oo
a)z2 3n Inn3 nz 3n lnn—|—7)

Konvergencia esetén adjon becslést az s &~ s1g9 kozelités hibajara!

2 2 1
= — = — > 2
a)  f(z) 3z Ina3 9 xlnz ’ =

f pozitiv értékd monoton csokkend fiiggvény a [2,00) intervallumon

¢s f(n) =a, >0 = alkalmazhato az integralkritérium.

e’} w 1
/ 9 z Inx de = 9 WILHOIO I dr = - wlgrolo Inlnzfy =
2 N— "

f'/f alaka
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2
= - lim (Inlnw — Inln2) =
w—r0o0

kr. e

Az improprius integral divergens .y Z

5 1 53 sor is divergens.
—5 3n Inn

2 2 1
L S N S
b /(@) 3z (Inz+7)2 3 z(Inax+T7)3 " r=

f pozitiv értékd monoton csokkend fiiggvény a [2,00) intervallumon

f(n)=a,>0 = most is alkalmazhat6 az integralkritérium.

2 1 2 1
= de = - 1i — (1 7)7? dr =
/3 z(ln z+7)>3 R et x(nx—i— ) v
[

2 2 f f—3 alaka
2 . (Inx+7)72" 1 . 1 1 1
— lim = —— lim - N —
3 w—oo —2 9 3 wooo \ (Inw + 7)2 (In2+7)? 3 (In2+7)2
Az improprius integral konvergens " i ; sor is konvergens

Hibaszamitas az s & sjgog kozelitésre:

721 2 Inz+7)"2
0 < H=5—51900 < / S (nz+7)"2dr = = lim M =
3w 3 wooo —2 1000
1000

1 1 1 1
3w ((lnw +7)2  (In1000 + 7)2> 3 (In 1000 + 7)?
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