ANALIZIS 1. I. Zarthelyi 2023. oktéber 27.
Mérnokinformatikus szak a-varians Megoldésok

1. feladat (54+9=14 pont)

a) Adjameg xy € Resetén lim f(z) = A definiciojat! (zq az f értelmezési tartoméanyanak
T—T0
torlodasi pontja.)

b) A definicié alapjan lassa be, hogy lin} Vixr +5=3.
T—r

Mo. a) lim f(x) = A, ha minden ¢ > 0 szamhoz létezik olyan d(¢) > 0, hogy 0 <
T—T0
|z — 20| < d(e) esetén |f(x) — Al <e. (5p)
b) Legyen € > 0.
dr +5-9
4x + 5

(2p) 4|z — 1 3
3 ]:cg ‘<5g]$—1]<—€

|[V4x +5 |

vagyis 6(¢g) 2p) SZ

2. feladat (16 pont)
Adja meg az 2* —(1—2i)22 —i—1 = 0 egyenlet Gsszes megoldasét exponencialis alakban!

1—2: 1—2'2+4'+4 -2 , -
Mo. s \/( 5 J : 22+ Vi (5p) , vagyis 2° 2 (1p) —1 2p) e '2 vagy
2 &y ;@ V2e7T | vagyis z () e7'T, 2 () €T, 23 (1p) V2 F | 2 (o)

V2ei%

3. feladat (104-10+-10=30 pont)
Szamolja ki az alabbi sorozatok hatarértékét:

[n? + 3n 3n—1\*"
n=A\ 5, b, = V4n? 4+ 3n — 4 — 2n, n = .
a 32 15 n= 4 on n c (3n+2)

n n3 <n +3n n+3n 4n
8 3n2+5n2_3n2—|—5 3

1<—\/_\/7<an§\/_\/7—>1

— (6p)
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Igy a rendérelv miatt a,, — 1. (1p)
, (42) 4n? + 3n — 4 — 4n? (4p) 3-2 (p) 3 ap 3
" VA +3n—4+42n 443149 2+2 A4
1\3n % 2
@) ((1=3:)" Y\ ep e\ e
C, — 3n — (&
(1+3) ¢

4. feladat (20 pont)
Adja meg az alabbi sorozatok torlodési pontjainak halmazat, limesz szuperiorjat, illetve
limesz inferiorjat. Létezik-e hatarérték?

n! 4+ n’ 9" + (—n)"
Anp = ———F—— bn = 0 0
o 4 (—n)n n! + n?
Mo. ) .
o1+
n—-gn—”!—>0, ha n paros
o (3)" 41
Qn = (6p)
nl 142
— gn—"! — 0, ha n paratlan
(" (5) -1

A sorozat egyetlen torlodési pontja a 0 (1p) , vagyis limsup a,, = liminfa, =0 =

lima, (3p) .
( 9\"
n 2 + 1
n_.(n)—9_>oo, ha n paros
nl 14+
b, = 9 (6p)
n 9 n — ]_
n_' . (”)—ng — —00, ha n paratlan
- 1+ o

A sorozat torlodasi pontjainak halmaza {—oo, 00} (1p) , vagyis limsupb, = oo,
(1p) liminfb, = —oo (1p) , igy a sorozat nem konvergens (1p) .

5. feladat (20 pont)
Hol folytonos, hol és milyen tipust szakadasa van a kdvetkezé fliggvénynek?

sin(z + 2)
|22 — 2 — 6]

fx) =

2
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A szakadéasi helyeken hatarozza meg a fiiggvény bal és jobb oldali hatarértékét!

Mo. 2> —x — 6 = (z — 3)(z +2) (2p) , tehat D; = R\ {-2,3} (1p) . A fliggvény
folytonos az értelmezési tartomanyanak minden pontjaban (2p) , mert folytonos
fiiggvények hanyadosa, és a nevezs nem nulla.

, sin(z + 2) 1 . sin(xz +2) 1
1 e . 2 — 1 . 3 —
LA R P e P L L Wt s sl pep TR )
—

—+1 H%

1
ig (1p) , tehat a fliggvénynek a —2 pontban véges ugras tipusa szakadasa van

(2p) -
i 2 1
ili% fz) = ilgl, SH‘EEZZ‘ ). P— = —oo (5p) , azaz a 3 pontban a bal és a jobb
———— N——
—n0) <o —+oo

oldali hatarérték is —oo, igy itt fliggvénynek masodfaju szakadasa van (2p) .

6. feladat (10 pont, IMSC-seknek javasolt.)
Legyen N pozitiv természetes szam! Adja meg az a, = %22:1 cos % sorozat torlodasi
pontjait! (Segitség: Hatarozza meg asy értékét!)

Mo. asny =0 (2p) . Indoklas: Az origo kozépponti egységkorbe irt szabalyos 2N szog
cstcsaiba mutatod vektorok Osszege az elrendezés szimmetridja miatt a nullvektor,
és 2N - asn éppen ezen vektorok vizszintes koordinatainak Gsszege. (3p)

Hasonloan igazolhato, hogy ha n a 2N tobbszorose, akkor a,, = 0. (2p)
Igy han =a2N + B (o, B €N, 3 < 2N), akkor

n B
1 k 1 k 2N
a, = E kE:1 COS <Wﬂ—> = ﬁ kE:1 COS (%) ezért |an\ S 7 — 0.

Tehat az (a,) sorozat konvergens, hatérértéke 0 (2p) , igy egyetlen torlodasi pontja
a0 (1p) .

Az a,, képletében szerepls Osszegzés el is végezhetd, ha észrevessziik, hogy cos %’r =
Re(q"), ¢ = €'~ mellett, tehat na, egy ¢ hanyadost, n tagi métani sor dsszegének

1—q™
I | =

valos része, igy a, = = Re (q%). Innen is megkaphato, hogy |a,| < £

_2
W=q] — 0.




