ANALIZIS 1. 2025. junius 11.
Mérnokinformatikus szak 2. VD MEGOLDAS Munkaidé: 90 perc

1. feladat (5+10=15 pont)

a) Hogyan kaphatjuk meg egy z komplex szam n-edik gyokeit? (Adja meg a formulat
tetszbleges n pozitiv egész szam esetén!)

b) Adja meg algebrai alakban az iz? + 2(v/3 — i) = 0 egyenletnek az Gsszes megoldasat!

a) Haa z = r(cos p+1isin ¢) a szam trigonometrikus alakja (1p), akkor z n darab n-edik
gyoke zy, ...z, (1p) ahol z; = J/r (cos@ + isin w), j=1,...n (3p)

—2(v/3 — i
b) 22 EME’%(\@—D 901 + V/3i) 2:p4<cosg—|—isin%>, igy
1

22 2(cos T +isin®) £ VB4, 2 L2 (cos T 4isinT) 2 /3.

2. feladat (14 pont)

Legyen a; = 4, a,,1 = 8 — — rekurzive adott sorozat! Mutassa meg, hogy minden
a

n € N esetén 3 < a,, < 5 teljesiill Indokolja meg, hogy (a,) konvergens, és hatarozza
meg a hatarértékét!

Teljes indukciéval bizonyitunk. (1p)
[.3<a;=4<5(1p)
1 15 1 15 1 15
I.3<a,<5=25>">32 5<-""<-323=8-5<q,;; <8 —<8-3=5.
an an ap
ag = 51?7 > 4 = ay , teljes indukciéval bebizonyitjuk, hogy (a,) monoton névs. (1p)
I as > a; (1p)
II. Az el6bb bizonyitott alsé korlat miatt a,, > 0, igy
15 15 15 15 15 15
S >R, =8 >8— — =a,q

An41 Qn, . An41 Qp, An41 . an .
A sorozat tehat monoton nové és korlatos, igy konvergens, vagyis létezik A = lim,, . a,

1
(2p). Ekkor A =8 — 25, tehat A2 —8A + 15 = 0. Ebbsl A = 3 vagy A = 5, de mivel

1
Ap41 > Ay g

3. feladat (12 pont)

Hol és milyen tipusu szakadasa van az f(z) = arctg +x arcctg% fiiggvénynek?

1
z+1

f folytonos fiiggvények hanyadosanak kompozicidja, illetve ezek Gsszege, igy csak ott
lehet szakadasa, ahol a nevezs 0. (2p)

I

3
lim f(x) £ arctg(1) + lim z arcctg —
z—0 xX

m
x—0 4 ’




ANALIZIS 1. 2025. junius 11.
Mérnokinformatikus szak 2. VD MEGOLDAS Munkaidé: 90 perc

mert az Osszeg masodik tagja az arcctg fliggvény korlatossaga miatt egy 0-hoz tarto és
egy korlatos kifejezés szorzata, igy 0-hoz tart (1p). A 0 pontban tehat a fiiggvénynek
megsziintethets szakadéasa van.(1p)

lim f(x) P arcctg 3 + g,

rz——1+

igy az fiiggvénynek az —1 pontban véges ugrasa van. (1p)

4. feladat (8+12=20pont)

a) Mondja ki és igazolja a szorzatfiiggvény derivélési szabalyat!

b) Keresse meg azokat az intervallumokat, amelyeken az f(z) = ze 5 fliggvény konvex,
illetve konkav! Hol van inflexi6ja az f fliggvénynek?

a) Ha f és g differencidlhaté egy zp pontban, akkor a szorzatuk is differencialhato, és
(f9) (o) = ['(w0)g(wo) + f(20)g'(x0) (2P), mert

(Fa)'(a) ™ timg YD 21 = (0)(0) 1

f(xo + h)g(xo + h) — f(xo + R)g(x0) + f(20 + h)g(20) — f(20)9(20) 2D

h—0 h
o gz + h) — g(x0) . flzo+h) — f(xo) 1p
B A e e

= f(x0)g'(x0) + g(x0) f'(20),

hiszen ha f differencidlhat6 az xy pontban, akkor ott folytonos is (1p.)
!/ /
) f"(@) 2 (%" = 102275 ) = (1= 100%)e %" ) 2 —20ze~5" ~102(1-100%)e " =

~102(3 — 102%)e™%" = 0 ha v = 0 vagy = = £,/ 5. (2p) Igy

(oo /i) | =i (/)| 0 L (0V) |V (1)

f// o + 0 — -+ (4p)
f N IP U IP N 1P U
5. feladat (6+7=13 pont)
(a) / L () / (3 + 1)e2 du =2
Va2 +5
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(a) Az integrandus f’ - f~'/2 alaku (3p), igy

21} 1
— _de= [ 2z(2*+5)2de =2Va2+5+¢ 3
| egie [t ” o

(b) Parcialis integralassal dolgozunk (1p)

1 1
/(3:v +1)e* dr = (3 +1) 5™ - /35629” = (3p)
3z +1 3
— xTe% — 16296 +c (3}?)

6. feladat (4+10 pont)

a) Mondja ki a Newton-Leibniz tételt!
0

b) Széamolja ki az / sin® x cos? x dz integralt!

Jus
2

5

a) Ha f € Rla,b] és F'(x) = f(x) Yz € [a,b] esetén, akkor / f(x)dx = F(b) — F(a)
(4p) '

b) sinz = 1 — cos® x, (1p) tehat

. 1p
/ sin® x cos? zdz =

. 2p . . 2p
= /smx(l — cos® ) cos® v dw = /smxcos%cdx—/51nxcos4xdx =

cos® N cos® N
- _ c
3 5)
hasznélva, hogy a # —1 esetén [ fof = fcjl + c¢. (1p) A Newton-Leibniz formula
alapjan
0 3 5 3 s 5 T
. 3 9 2p 08”0  cos’0 cos (—5) cos (—5) ip 1 1
de = — — | - = —— 4.
/gsmxcosxx 3 + 5 ( 3 + 5 3—|—5
7. feladat (12 pont)
Szamolja ki az / dx integralt!
4 x2—9
* 2 |
/ dz £ 2 lim dz. Ehhez
4 22-=9 w—oo [, x2—9
1 2p A n B 1_pAX+3A+B£E—3B
2—9 -3 x+3 x2—9 ’

3
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vagyis A+ B=0,A— B = %, tehat A = é, B = —%, (3p) igy
2 ip. .. 1 [ 1 1 2p
dz =2 lim - - dex =
/4 29 TN 6 ), \7 -3 x+3> v
2 . w 1p
=2 1im [in(z —3) ~ In(x + 3)1; 2
:1 lim lnw_3 — 1ln1 Lp 1ln7
Jwooo w+3 3 7 3




