Analizis 2. I. zarthelyi 2025. aprilis 3.
Mérnokinformatikus BSc. « varians Megoldasok

1. feladat (21 pont)
Oldjuk meg az
ay’y’ =’ +y> (2 #£0,y#0)

differencialegyenletet az y(1) = 1 kezdeti feltétel mellett. A megoldast explicit alakban adjuk meg.

Mo. Atrendezve:

Legyen u(z) := Y2 (2p) . Ekkor

x

tehat az 14j differencidlegyenlet:

Szeparalhato, a tanult modszerrel:

du 1 2 ]_ ‘ x ~ ~

tehat az eredeti egyenlet megoldésa:

y(z) =z3/3njz|+C (4p).

A megadott kezdeti feltétel melletti megoldast jelolje y, ekkor:

y)=1 = C=1 (1p) = y(z)=z+v/3mn(z)+1 (1p) (z>0) (1p).

2. feladat (18 pont)
Adjuk meg az alabbi differencidlegyenlet altalanos megoldasat.

zy’ = 2y + 2% sin(x)

Mo. Atrendezve: 5
y — Y = g2 sin(z) (2p).
x
Inhomogén linearis egyenlet, a hozza tartozé homogén egyenlet:

y'—%y:o s ya(@)=C2® (CER, z€R\{0}) (6p).

(Megoldva szeparalhatoként, vagy a megoldas altalanos alakjanak ismeretébdl.)

Az inhomogén egyenlet megoldasa: keressiik a megoldast y(r) = c(x)x? alakban (ahol c egy R ~— R
differencialhato fiiggvény) (1p) .

Behelyettesitve a differencidlegyenletbe:

d(x)2? + 2c(z)x — 2¢(z)x = 2% sin(x)  (2p).
—_——— ——
y'(z) 2u(w)

Ebbdl pedig ¢/ (x) = sin(x).
/Sin(x) dz = —cos(z)+D (D eR) (3p),
tehat a D = 0 valasztéssal ¢(x) := — cos(x), igy az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldésa:
ip(®) = c(2)2® = —a* cos(z) (1p).

Amibdl az altalanos megoldéas:

yia(@) 2y @) + ynal@) B —2?cos(z) + C2 (C € R, z € R\ {0})



3. feladat (20 pont)
Adjuk meg az alabbi differencidlegyenlet altalanos megoldasat.

y'—y=e"(2x+3)

Mo. Masodrendti, lineéris, allandé egyiitthatds, inhomogén egyenlet. A homogén egyenlethez tartozo
karakterisztikus egyenlet:

M —=1=0 (2p),
gyokei: A\ 2 ==£1 (2p) . Ebbdl a homogén egyenlet altalanos megoldésa:
yna(z) = Cre® + Coe™™ (z€R, C1,C2 € R) (4p).
Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat
y(r) = (Az® + Bz)e® (r € R,A,BER) (4p)
alakban keressiik (rezonancia miatt). Derivalva kétszer (2p) :
y(r) = (Ax® + Bx)e®

|
y'(z) = (Az? + (2A + B)x + B)e” |-0
y'(r) = (Ax® + (4A + B)x + 2A + 2B)e” |1

Behelyettesitve a differencidlegyenletbe:
y"(z) —y(z) = (4Ax + 2A + 2B)e” = (2z + 3)e® (1p)

1

tehat az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldésa:

22
o) = (5 +2) e weR) ()
A differencidlegyenlet altalanos megoldasa:

Yi,a(®) = Yip(®) + yn,alr) =

2
<x2+x)ew+Clem+C’26I (z€R, C1,CL€R) (2p).

4. feladat (8+7+7=22 pont)
Konvergensek-e az alabbi sorok?

nfn+1 " n? . 5" 3+2"
0 e (i) D2 Gy )2 e

neN neN

2

Mo. a) Legyen a,, := (—=1)" (ZI;) (n € N).

1+ 4"

azaz a gyokkritérium alapjan > a, abszolut konvergens (1p) , tehat konvergens (1p) .
neN



2 gn
b) Legyen b, := &751), (n e N).
e buss (1p) (0 P57 (1 + 1)} (2 5(n + 1)?
n+1 (1p) (n 4+ 1)“5" n+1lep)bn+1)° 5
ul . = — 0<1 (2p).
bn (n+2)! n2-5n n2(n+2) (2p)

Tehat a hanyadoskritérium alapjan > b, konvergens (2p) .
neN

¢) Legyen ¢, := 32— (n € N).

n245m
Ekkor minden n € N esetén
4.2" 2\"
0<¢c, < =4 = 5p),
> Cp > 50 (5> ( p)

és > 4 (%)n konvergens, tehat a majorans kritérium alapjan 3 ¢, konvergens (2p) .
neN neN

5. feladat (74+12=19 pont)
a) Milyen sorokat neveziink Leibniz-tipusa soroknak? Mit mond ki a Leibniz-kritérium? Hogyan becsiil-
hetjiik egy Leibniz-sor hibajat? (Bizonyitas nélkiil mondjuk ki a tanult allitasokat.)

b) Konvergens-e a
n
o
Z( ) n? +2

neN
numerikus sor? Amennyiben igen, adjunk nemtrivalis fels§ becslést az elkovetett hibara, ha a sor Gsszegét
99
az Sgg := ZO(—l)”n;z_z részletosszeggel kozelitjik.
n=

Mo. a) Lebiniz-sor definicidja: Azt mondjuk, hogy a > a, numerikus sor Leibniz-sor, ha a kévetkezs
neN
tulajdonsagok teljesiilnek ra.

(i) Minden n € N esetén a,11 - a, < 0 (azaz alternal). (1p)
(ii) Az (Jan|)nen sorozat monoton csékkens. (1p)

(i) lim [a,|=0. (1p)

(Ha az els6 két tulajdonsag egy kiiszobindextol kezdve teljesiil, akkor > a,-et tagabb értelemben
neN

vett Leibniz-sornak nevezziik.)

Leibniz-kritérium: Minden (tagabb értelemben vett) Leibniz-sor konvergens. (2p)

Ha > a, Leibniz-sor, és S € R jeloli a sor 6sszegét, akkor minden n € N esetén
neN

<lans1| (2p).

ji:ak —’S
k=0

b) Minden n € N esetén legyen a,, := (—1)" Ekkor Y a, alternal (1p), li_>m lan| =0 (2p),

_n_
n2+42-°
neN

illetve

n+1 n

(1p)
n < n é
[ant1] < fan] (m+1)2+2 " n2+2

(g) ntn?+2n+2<nd+2n2+3n (g) 2<n?+n

amin > 1 esetén mindig teljesiil (1p) , tehat a Leibniz-kritérium alapjana ) a, sor konvergens (2p).

neN
Hibabecslés: Szintén a Leibniz-kritérium alapjan, ha S jeloli a sor Gsszegét, akkor

100

_ < - "
|599 S| = |aloo| 10002

(3p).



6. feladat (plusz 10 pontért)
Legyenek (an)nen és (bn)nen olyan pozitiv tagt szamsorozatok, amelyekre teljesiil, hogy (%) kon-
"/ neN

vergens, és a hatértéktéke pozitiv szam. Mit mondhatunk a > b, sor konvergenciajarol, ha
neN

a) a Yy, ap sor konvergens,
neN

b) a Y a, sor divergens?
neN

Mo. Legyen c:= lim 7=. A feladat feltételei alapjan létezik olyan N € N, hogy mindenn € Nésn > N
n—oo ’n

esetén

—~
2

* an €]
< b, < — < 3b,. (6p)

a 3¢
2 c

<= <
bTL

NN

2an gor szintén, tehat a (%) egyenlétlenség és a majorans
(3

Ha a ) a, sor konvergens, akkor a
neN neN
kritérium alapjan a . by, sor is konvergens. (2p)
neN
Ha a Y a, sor divergens, akkor a
neN neN
kritérium alapjan a Y b, sor is divergens. (2p)
neN

2?: sor szintén, tehat a (#x) egyenlStlenség és a minorans




