Analizis 2. I. potpétzarthelyi 2024. janius 4.
Mérnokinformatikus BSc. Megoldasok

1. feladat (18 pont)
Oldjuk meg az alabbi differencialegyenletet. (A megoldast elég implicit alakban megadni.)

, 2241

yey

Mo. Szeparalhato differencidlegyenlet, a tanult médszerrel:

dy 22+1

- Y — 2
d = e = /ye dy—/x +1dz (2p).

Az egyenl@ség bal oldala (parcialis integralassal):

/yey dy(?)yey - /ey dy(g)yey —e+C; (Ch €R).
Az egyenlGség jobb oldala:
23
/x2+1dx: T hetC (G ER) (6p)
Tehat a megoldas (implicit alakban):

3
y(z)e!® — V(@) = % +2+C (CER) (2p).

2. feladat (21 pont)
Oldjuk meg az alabbi kezdetiérték-problémaét.

ay' =2y =2z (x#0), y(2)=0

Mo. Atalakitva:
- 2y=2 ()
Yy :L'y = p

Inhomogén lineéris egyenlet, a hozzé tartozé6 homogén egyenlet:
2
y — Y= 0 = ypalz)=C2* (CeR,zeR) (7p).

(Megoldva szeparalhatoként, vagy a megoldas altalanos alakjanak ismeretébdl.)

Az inhomogén egyenlet megoldasa: keressiik a megoldést y(z) = c(x)x? alakban (ahol ¢ egy R — R
differencialhato fiiggvény) (1p) .

Behelyettesitve a differencidlegyenletbe:

d(z)z* — 2c(z)x +2¢c(x)r =2 (2p).
—_—

——
Yy (x) 2y(z)
Ebbdl pedig ¢/ (z) = 3.
/—dxf ——+D (DeR) (2p),
tehat a D = 0 valasztassal ¢(z) := —=2, igy az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa:

yi_,p(:r) =c(z)2z® = -2z (1p).
Amibdl az altalanos megoldéas:
via(@) 2 yip(@) + ypae) 204+ Ca® (CER zeR).
Jelolje y a kezdeti feltételt kielégité megoldast. §(2) =0 — C =1 (1p), azaz
j@)=2+4> (1p) (zeRY) (1p).

(Alternativ megoldas: u(x) := @ helyettesitéssel...)



3. feladat (21 pont)
Adjuk meg az alabbi differencidlegyenlet altalanos megoldasat.

y' =2y +y=8e" 45z

Mo. Masodrendt, lineéris, allandé egyiitthatds, inhomogén egyenlet. A homogén egyenlethez tartozo
karakterisztikus egyenlet:
M —2\+1=0 (2p),

gyokei: A2 =1, (2p) . Ebbél a homogén egyenlet altalanos megoldésa:
yna(z) = Cre® 4+ Coze® (x €R, C1,C2 € R) (5p).
Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldéasat
ylx)=Ae*+Bzx+C (xe€R,A B,CecR) (3p)

alakban keressiik (nincs rezonancia). Derivalva kétszer (2p) :

y(z) = Ae "+ Bz +C -1
y'(z) =—Ae™*+ B |- (=2)
y'(z) = Ae™" |-1

Behelyettesitve a differencidlegyenletbe:
y"(z) — 2y (z) + y(z) =4Ae "+ Bz +C —2B =8¢"" + 5z (2p)
= A=2,B=5C=10 (2p),

tehat az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldésa:
Yip(x) =22e* +52+10 (xz€R) (1p).
A differencidlegyenlet altalanos megoldasa:

Yia(2) = yip(®) + ynalr) =
=2ze * + 5z + 10+ Cye” + Caxe® (x € R, C1,Cy € R) (2p).

4. feladat (8+8+8=24 pont)
Konvergensek-e az alabbi sorok?

(n+1)2 o (n+3\" 2n? +2n+1
D) D e b D e <n+2> DD

neN+ neN neN

(n+1)*
n!

Mo. a) Legyen a,, :=

ani1(2e) (N +2)*  (2n)! (2p) (n +2)? nosco
= : - 1 (2
o (@2 mAl? @@ Dm0t 2

azaz a hanyadoskritérium alapjan a > a, sor konvergens (2p) .
neNt

b) Legyen b,, :==e™" (Z—f;’)n (n €N).

2p) 1 n+3 sl
Vb, =" —- — - <1 (2p),
e n+2 (2p) e (2p)




tehat a gyokkritérium alapjan > b, konvergens (2p) .
neN
2
¢) Legyen ¢, := 25=£2540 (n € N).
Minden n € N esetén )
2n 2
=5 (4p)

CR_W In

ésa », % sor divergens (2p) , tehat a minorans kritérium alapjan > ¢, divergens (2p) .
neN neN

5. feladat (6+10=16 pont)
a) Mit mond ki az integralkritérium?
b) Konvergens-e a
> i
2
neN w52 2n1n”(n)

numerikus sor?

Mo. a) Legyen f : [1,4+o00[— R4 monoton csokkend fiiggvény (2p) . Ekkor

Y fn) <too @ /f(x) dz < +o0.  (4p)

b) Legyen
1
= >2 2
@)= g @22) (2p)

Ekkor f nemnegativ, monoton csékkens (2p) .

o L[ 1 ik

11 o @l (1p)
/ flw)de = blggo 2]z (In())™ de 2 bg%lo { ln(ac)]gc_2

2

L1y L1y 2
T 25 \In(2) W()) T W@ "

tehat az integralkritérium alapjan >,  f(n) konvergens (1p) .
neN, n>2




