Analizis 2. I1. potpotzarthelyi 2024. janius 4.
Mérnokinformatikus BSc. Javitasi ttmutato

1. feladat (10+10=20 pont)
Milyen 2z € R esetén konvergensek az alabbi hatvanysorok? A b) részben adjuk meg a hatvanysor
Osszegfliggvényét is.

sin"(n x 2n+1

n |
neN (n+2) neN 2nl
) i sin”(n)
Mo. a) Minden n € N esetén legyen a,, := ———=. Ekkor
(n+2)"
V] @2 R0 e
n+2 (4p)

azaz a hatvanysor konvergenciasugara +o0o (2p) , tehat minden = € R esetén konvergens (1p) .

b) Minden z € R esetén (2p)

— (z +1)2""! (3p) — (z +1)*" (5p)

(Ha a hallgato nem jon ra, hogy ez egy nevezetes hatvanysor akkor a konvergenciatartomany helyes

meghatarozasaért legfeljebb 5 pont jar. A EE:N @yt SOr konvergenciasugaranak meghatéirozasaért
n

6nmagéaban nem jar pont.)

2. feladat (10+12=22 pont)
Legyen

f(z) = +V/8+22 (z€R)

a) Hatarozzuk meg az f fiiggvény xy = 0 kézépponta Taylor-sorat és a sor konvergenciasugarat.

b) Adjuk meg az f9(0) és f(190)(0) derivaltakat és a (0 kozépponti) Taylor sor 4. egyiitthatojat; az
utébbit kizardlag az alapmiiveletek és hatvanyozas segitségével.

Mo. a)
2n

@Bp) 53/, , T2 (4p) x= (3) @
flz) ="2 1+§ —7;0(” -1

2 < 8 esetén teljesiil (2p) , tehat a Taylor-sor konvergenciasugara

ahol az utolsé egyenlGség x
2v/2 (1p).

b) Minden n € N esetén jelolje a,, a (0 kozéppontu) Taylor-sor n-edik egyiitthatojat. Ekkor
£0990) 991 - agy 2991 0 = 0
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3. feladat (12 pont)

lim sin(zy)
(@.9)=(00)  [zy]

Mo. Legyen f(z,y) := 2% (¢ R\ {0},y € R\ {0}). Ekkor

[zy]

lim f(r,2) =1 (4p) 6 lim f(z,~x) =1 (6p),

z—0

tehat a kérdéses hatarérték nem létezik (2p) .

4. feladat (12+4+5=21 pont)

Legyen

flay) =Vt +y2  ((x,y) €R?)
a) Szamitsuk ki f els6rendii parcialis derivaltjait a sik minden pontjaban.
b) A sik mely pontjaiban differencialhato (totéalisan) f7 (Indokoljunk.)

c¢) Szamitsuk ki az f fiiggvény (1,0) pontbeli (%, —%) irany menti derivaltjat.

Mo. a) Ha (z,y) € R?\ {(0,0)} (1p) , akkor

5
37 (2p)  ouf(any) = —=2

\/ 26 + 92 26 1 42
Az origobeli parcialis derivaltakat a definici6 segitségével tudjuk kiszamolni.

f@,0) = 0,00 JafP
0 “lm~-=0 (p)

81f(33,y) =

91£(0,0) = lim
z—0

i LOV=FO0 Wy (gp),

y—0+ y—0 y—0t gy
tehat d2f(0,0) nem létezik (1p) .

b) Az origoban f nem differencialhato, mert 05 f(0,0) nem létezik (2p) , a sik tobbi pontjaban
pedig differencialhaté mert 9y f és 02 f folytonos az R?\ {(0,0)} nyilt halmazon (2p) .

¢) Az f fiiggvény differenciadlhat6 az (1,0) pontban ezért e := (%, —%) esetén

D, (1,0) % (grad f(1,0), ) 2’ <(3,0), (;5 —\2) > “:‘”%




5. feladat (5+20=25 pont)
a) Mit mond ki a Weierstrass-tétel (mas néven: Weierstrass-féle maximum-minimum elv) R® — R

fliggvények esetén?

b) Legyen
flz,y) =ay(2—z —y) ((m,y) € ]RQ) )

Hatéarozzuk meg f szélsGértékeit (amennyiben léteznek) a (0,0), (2,0), (0,2) csucspontok altal meg-
hatérozott haromszoglapon.

Mo. a) Legyen f : R™ »— R folytonos fiiggvény és K C Dom(f) kompakt halmaz (2p). Ekkor létezik
olyan z_, z, € K, hogy

f(z) = jnf f(z) & f (z,) =sup f(z) (3p).

zeK

b) Legyen T a feladatbeli halmaz, azaz
T:={(z,y) eR*|2>0,y>0,y<2—z} (2p).

Az f fiiggvény folytonos a T' halmazon, és T kompakt, igy a Weierstrass-tétel alapjan f-nek léteznek
szélsGértékei a T halmazon (1p) . T belsS pontjaiban f differencialhato, ezért itt a stacionarius
pontokban lehetnek szélsGértékek (1p) . Minden (z,y) € R? esetén

Onf(wy)=2y—2xy—y> (1p) of(z,y) =2z —2>—2zy (1p).

i’g :iz:ﬁ; 28 } (3p) “YE () = (g ;) (4p),

azaz egy lehetséges szélsGértékhely: (2,2).
8

T minden hatarpontjaban 0 a fiiggvényérték (4p) , tovabba f(2,2) = £ (1p) , kovetkezésképpen

_ ) 8
m%nf—O és mj@xf—27 (2p).




