Analizis 2. I. potzarthelyi 2024. aprilis 25.
Mérnokinformatikus BSc. « varians Megoldésok

1. feladat (164-6=22 pont)
a) Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet. (A megoldast elég implicit alakban meg-

adni.)
241
Y=Y (0 g

x? 4+ 2x
b) Adjuk meg az Osszes olyan f szamsorozatot, amelyre teljesiil az

fn) = fn=1) = 1f(n=2) (€N n>2)

linearis rekurzié.

Mo. a) Szeparalhato differencidlegyenlet, a tanult modszerrel:

d 241 1 1
TR/ N N S B
de 22+ 22 V2 +1 % 4 2z

Az egyenlGség bal oldala:

1
/ \/ﬁ dy = arsh(y) + C; (Ch € R) (6p).

Az egyenl@ség jobb oldala (parcialis tortekre bontéssal):

1 (ap)1 1 1 (2p)1 B
/x2+2xdx_2(/xd‘” /x+2dx) =5 (njz| —Infz +2)+C, (G €R).

Tehat a megoldas (implicit alakban):

arsh(y(z)) = % In

T+ 2

'+C’ (C eR) (2p).

b) A linearis rekurzidhoz tartozo karakterisztikus egyenlet:

5} 1
)\2_4_1)\+Z:0 (2p),

amelynek gyokei: \y =1 \y = % (2p) . Ebbdl a rekurzio altalanos megoldasa:

f(n)=0Cy - (i)n +Cy (neN) (Cy,Cy eR) (2p).

2. feladat (20 pont)
Oldjuk meg az

~

<

T

St @A yA0)

differencialegyenletet az y(1) = 1 kezdeti feltétel mellett. A megoldast explicit alakban
adjuk meg.

8 |




Mo. Atrendezve:

Szeparalhato, a tanult modszerrel:

1 1
du 1 = /quu:/—dx (2p) =
x

dr vz

u?(x

3):1n|m|+5 (CeR) (5p),

tehat az eredeti egyenlet megoldasa:

y(x) =xz~/3Inlz| +C (4p).

A megadott kezdeti feltétel melletti megoldést jelolje y, ekkor:

yl)=1 = C=1 (1p) —  y(z)=zv/3ln(z)+1 (1p) (x > L) (1p).

3. feladat (18 pont)
Adjuk meg az alabbi differencidlegyenlet altalanos megoldasat.

y/// + 2y// _ 8621:

Mo. Harmadrend, lineéris, allandé egyiitthatoés, inhomogén egyenlet. A homogén egyen-
lethez tartozo karakterisztikus egyenlet:

N 4+2X2 =0 (2p),
gyokei: A\j o =0, A\3 = —2, (2p) . Ebbdl a homogén egyenlet altalanos megoldasa:
yh’a(.%) = Cl + CQ$ -+ 0367233 (I € R, Cl, CQ, C3 < R) (4p)

Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasét keressiik y(z) = Ae* (x € R,
A € R) alakban (nincs rezonancia) (2p) . Derivalva haromszor (3p) :
() -0
() =2 -0
y'(z) = 4Ae* |-2
() =8 -1



Behelyettesitve a differencidlegyenletbe:

1
164e* = 8¢* =— A= 5 (2p),

tehat az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldésa:

hole) = 36 (€ R) (1p),

A differencialegyenlet altalanos megoldasa:

Yia(T) = Yip(T) + yna(z) =

e2x

= 75‘4—(714‘C&17+'C%€_2x ($ GIR,CH,C&,C% E]R) (2p).

4. feladat (7-+7-+8=22 pont)
Konvergensek-e az alabbi sorok?

a) Zne‘"‘z b) Zarctg(n) c) Z(—l)"sng(fn)

neN neN neN

Mo. a) Legyen a, :=ne "2 (n € N). Ekkor

e {;/ﬁ nooo 1
e

eve

<1 (3p),

N

Tehat a gyokkritérium alapjan > a, konvergens (2p) .
neN

b) Legyen b, := arctg(n) (n € N).

n—,oo ™
by =3 = £0 (1p),
o 270 (1p)
azaz nem teljesiil a sorok konvergenciajanak sziikséges feltétele, ezért > b, diver-
neN
gens (2p) .
¢) Legyen ¢, := (—1)”Sin3(—fn) (n € N).
Ekkor minden n € N esetén )
el < —  (5p),
el < 5= (5p)
, 1\ " , ., L. ., ,
és > (3) konvergens, tehat a majorans kritérium alapjan > ¢, abszolat konver-
neN neN

gens (2p) kovetkezésképpen konvergens (1p) .

5. feladat (3+15=18 pont)

a) Mikor neveziink egy numerikus sort feltételesen konvergensnek? (Irjuk le a definiciot. )



b) Divergens, abszolut konvergens vagy feltételesen konvergens a

2n—1
—1)"
Z( ) n?+ 2

sor?

Mo. a) Egy numerikus sort feltételesen konvergensnek neveziink, ha konvergens és nem
abszolut konvergens. (3p)

2n —1
b) Minden n € N esetén legyen a,, := (—1)" nz oy Ekkor
n 1
n > = = — N*t) (3
a2 2= (meN) (3p),

ésa Y. % sor divergens, azaz a minorans kritérium szerint a » a, sor nem ab-
neN+ neN
szolut konvergens (2p).

A > a, sor alternal (1p) , lim |a,| =0 (2p) , illetve

- 2n +1 2n —1
n+1)24+2 7~ n242

& 2n+1)(n*+2) < (2n—1)(n*+2n+3)

& 2P+ nP+4An+2<2n° +3n® +4n — 3

s 5<m? o n>2 (4p),

|an+1| S |an‘

azaz (|an|)nen egy kiiszobindextsl kezdve monoton csokkend (1p) . A Leibniz-

kritérium alapjan a ) a, sor konvergens (1p) , kovetkezésképpen feltételesen
neN

konvergens (1p) .

6. feladat (plusz 10 pontért)

Konvergens-e a »_ sin (1) sor?
neN+t

sin(x)

Mo. Sejtés: divergens, mert hII(l)T =1,ésa > % sor divergens (2p) . Az el6bbi
T neNt

hatéarérték és az atviteli elv alapjan (2p) legyen N € N olyan, hogy minden n € N
és n > N esetén

sin (£) _ 1 1 1
nl > - n(=)>— (4p).
25 © Sm(n)_2n (4p)
1

n) sor is

A Y 5= sor divergens, tehat a minordns kritérium szerint a Y sin (
neN " Nt
S n

divergens (2p) .




