Analizis 2. I1. pét/javité zarthelyi 2024. majus 27.
Mérnokinformatikus BSc. « varians Javitasi ttmutato

1. feladat (10+10=20 pont)
Milyen x € R esetén konvergensek az alabbi hatvanysorok?

n?+2n . n "
a) Y z b) 297(95+1)2
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Mo. a) Minden n € N esetén legyen a,, := — - Ekkor
n!
lant1] @p) (n+1)2+2(n+1) n!  (@2p) (R+1)?+2n4+2 nseo
lan] (n+1)! n? +2n m2+2n)(n+1) 3p)

azaz a hatvanysor konvergenciasugara +oo (2p) , tehat minden = € R esetén konvergens (1p) .
b) Legyen u := (x +1)% (2p) , és vizsgaljuk a > %u” sor konvergenciajat. Minden n € N esetén
neN v

legyen b,, := 9% Mivel
%(2:;));\/5 nog L
9 @p) 9
ezért R, = 9 (1p) , tehéat az eredeti sor |z + 1] < 3 esetén konvergens, x = —4,2 esetén pedig
divergens (2p) , azaz pontosan akkor konvergens ha = €] — 4,2[ (1p) .

2. feladat (10+13=23 pont)
a) Hatarozzuk meg az alabbi fliggvény xo = —1 kdzépponti Taylor-sorat és a sor konvergenciasugarat.

f@) = —5 (@eR\{-2)

b) Szamitsuk ki az
1

/ sin(z®) dz

integral kozelit6 értékét az integrandus 0 kdzéppontu tizenkettedfoki Taylor-polinomjanak integralja
segitségével.

Mo. a)

(4p) 1 (3P) "=, vm n
flz) = T— et ;(—1) (z+1)",

ahol az utols6 egyenldség |« + 1| < 1 esetén teljesiil (2p) , tehat a Taylor-sor konvergenciasugara
1 (1p) .
b) Minden z € R esetén

F(z) := sin(z?) = i(q)nﬁ (4p)
o (2n+1)! ’

tehat (mivel az n-edrendd Taylor-polinom a Taylor-sor n-edik részletosszege) minden = € R esetén

©
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3. feladat (6+10=16 pont)

a) Mit mond ki a folytonossagra vonatkozo atviteli elv? (R™

— R fliggvények esetén)
b) Folytonos-e az alabbi fiiggvény?

213

1L 9.4 a (x 2
flz,y) == z* + 3yt » ha (z,y) € R*\ {(0,0)}

0 , ha (z,y) = (0,0).

Mo. a) Legyen f: R"™ »— R fiiggvény, a € Dom(f) (2p) . Ekkor

2, 2% a = f(z )kif fla)
k a k a
f folytonos g-ban <+— 7 o (4p)

V(z),)ken sorozatra, amely Dom(f)-ben halad.

F(n) @55 5 20=10.0) (30)

az atviteli elv alapjan f nem folytonos az origobban (2p) , tehat nem folytonos (1p) .

4. feladat (104+4=14 pont)
Legyen
sin(zy) +y 9
——~—= L ha(z,y) €R 0,0
rny o | T e @) SR (0.0)
0 , ha (z,9) = (0,0).

a) Szamitsuk ki f els6rendd parcialis derivaltjait a sik minden pontjaban.

b) A sik mely pontjaiban differencialhato (totéalisan) f? (Indokoljunk.)

Mo. a) Ha (z,y) € R?\ {(0,0)} (1p) , akkor

ycos(zy)(x? + 2y?) — (sin(xy) + y)2x
(22 + 22)2

81f(33,y) = (2p)

(2 cos(zy) 4+ 1) (2 + 2y°) — (sin(zy) + y)4y
(ZC2 + 2y2)2

Oaf(z,y) = (2p).

Az origobeli parcialis derivaltakat a definicio segitségével tudjuk kiszamolni.

f(.%‘,O)—f((LO) 0

01f(0,0) = lim =lim—=0 (2p),

z—0 xr—0 z—0 x
. f(0,y) - f(0,0) .y
Iy = =0 gz =t (2p)

tehat 02 f(0,0) nem létezik (1p) .

b) Az origoban nem differencialhaté f, mert 02 f(0,0) nem létezik (2p) , a sik tobbi pontjaban
pedig differencidlhato, mert 9y f és 0o f folytonos az R? \ {(0,0)} nyilt halmazon (2p) .




5. feladat (134-8+46=27 pont)
Legyen
flz,y) =22 +2y" — 22y —de — 4y +7 ((z,y) ER?).

a) Hatarozzuk meg f lokalis szélsGértékeit és ezek tipusat.

b) Szamitsuk ki f origobeli iranymenti derivaltjainak maximumét, és adjuk meg azt a vektort, amely
mentén maximélis az irdnymenti derivalt.

¢) Hatéarozzuk meg az f fiiggvény (0,0) pontbeli érintésikjanak egyenletét.

Mo. a) Minden (z,y) € R? esetén
Onf(wy)=4r—2y—4 (1p)  Oof(v,y)=4y—22—-4 (1p)

il B CORE R o)

és f a sik minden pontjaban differencialhatd, tehat csak a fenti pontban lehet lokalis szélsGértéke.
Minden (z,y) € R? esetén (f masodrendi parcialis derivaltjai a stk minden pontjiban folytonosak)
4 -2
e = (% ) )

azaz H¢(2,2) pozitiv definit (pl. f6minorokkal indokolva) (2p), tehat f-nek a (2,2) pontban lokalis
minimuma van (2p).

b) Az f fiiggvény differencialhaté az origdban, ezért az origobeli irdnymenti derivaltak maximuma
lgradf(0,0)[| (2p) , azaz
(2p) (2p)
lgrad f(0,0)[| =" [[(—4, —4)[| "= 42,
és a pontbeli gradiens iranyaban vétetik fel a maximum, vagyis az —=(—1,—1) vektoron (2p) .

V2
¢) Az érint6sik egy normaéalvektora:

(81f(07 0), a2f(0’ 0), _1) = (_47 —4, _1) (2p)7

egy pontja:
(07 0? f(07 O)) = (07 07 7) (2p)7
tehat az érintdsik egyenlete

—dr—4y—24+47=0 & dr+4dy+z2=7 (2p).

6. feladat (plusz 10 pontért)

. x
lim 5.9 dx =7
n— o0 n+ n“x

(Indokoljunk.)

Mo. Legyen f,(z) :=

esetén

(ne N,z €R) (1p) . Ekkor li_>m fn =0 (1p) , tovdbba minden n € N
n (o)

T
n+n2ax9

1
[frllo = sup [fu(2)] <= (3p),
z€[0,1] n

tehat az (fy,)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens a [0, 1] intervallumon (2p), igy a tanultak
alapjan:
1
1
lim _r dx(zzp) lim _r dx(lzp)O.
n—00 n + n2x? g nooon + n2z9
0




