Analizis 2. VIZSGA 2024. janius 18.
Mérnokinformatikus BSc. « varians Megoldasok

* 1. feladat (12+12=24 pont)

a)
11
//sin(mz) dzdy =7
0y
(Probalkozzunk az integralok sorrendjének felcserélésével.)
b)

1
 _d(z,y,2) =7,
| )
H

ahol H := {(z,y,2) e R3[4 <22 +9y2<9,y>0,0< 2 <2}

Mo. a) Legyen f(z,y) := sin(z?) ((z,y) €R?) és H := {(z,y)|0 <y < 1

) Y
norméltartomany és f folytonos (1p) , tovabba H = {(z,y)|0 < x 1, 0<

11 1z 1
//sm Ydzdy = /f (3p)//sin(x2)dy dgc(zzp)/xsin(xQ)dx(:azp)
0 00 0

1 (2p)1 —cos(1)
z=0 2 :

<

=3 [— cos(z?)]

b) Hengerkoordinatakkal, H = C([2, 3] x [0, 7] x [0, 2])

T 2

3 ™ 2
(6p) . 3p) (3p)
/f p///f(rcos(ap),rs (p),2) - rdzdgodr—pz//o/ldzdgodr Plor.

0 0

(Normaéltartomanyos probalkozasért maximum 2 pont adhato.)

* 2. feladat (6+4=10 pont)
Legyen f az a 27 szerint periodikus fiiggvény, amelyre

_ 2> +7 ,haxe[-m0|
fle) = —x  L,haze[0,n].

a) Jelolje ® az f fiiggvény Fourier-soranak Osszegfliggvényét. Adjuk meg a ®(0) és ®(1) értékeket
b) Egyenletesen konvergens-e R-en az f fiiggvény Fourier-sora? (Indokoljunk.)

Mo. a) Az f fiiggvényre teljesiilnek a Dirichlet-tétel feltételei (2p) , ezért

22T T ) r)=

[\

b) Nem, mert ha egyenletesen konvergens lenne, akkor ® folytonos lenne (2p) , azonban ® pl. a
0-ban nem folytonos (2p) .
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3. feladat (6+10=16 pont)
Mondjuk ki és bizonyitsuk be a numerikus sorokra vonatkoz6 hanyadoskritériumot. (Barmelyik verziot.)

Mo. Tétel: Legyen (a,)nen pozitiv tagi sorozat (2p) . Ekkor a kiovetkezd allitasok teljesiilnek.

An+1

e Ha limsup =2+ < 1, akkor a ) a, sor konvergens. (2p)

n—00 neN

e Ha liminf 2= > 1, akkor a ) a, sor divergens. (2p)

(Egyéb verziok is elfogadhatok.)
Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy lim sup % < 1, és legyen q € R olyan, hogy lim sup % <g<l1

n—oo n—oo

(2p) . Ekkor létezik olyan N € N, hogy minden n € N és n > N esetén

An+1
Qp,

<q & apy1<gqa, (1p).

Teljes indukciéval kapjuk, hogy minden n € N és n > N esetén

_ an
an < qn NaN = qan (2p)7

és > qng—% konvergens, tehat a majorans kritérium alapjan > a, konvergens (1p) .
neN neN

A masodik rész bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy liminf “#+- > 1. Ekkor létezik olyan N € N, hogy
n—oo n
minden n € N és n > N esetén

Ap+1
Qp

>1 & apt1 >an,  (2p),

tehat teljes indukcioval kapjuk, hogy minden n € N és n > N esetén a,, > ay (1p) . Ez azt jelenti,
hogy (an)nen nem tart 0-hoz igy, azaz nem teljesiil a sorok konvergencidjanak sziikséges feltétele

(1p), kovetkezésképpen > a, divergens.
neN

4. feladat (plusz 10 pontért)
Legyen n € N*. Bizonyitsuk be, hogy ha az R"-beli A és B halmazok nyiltak, akkor A N B is nyilt.

Mo. Ha AN B = ), akkor a nyiltsag definicidja alapjan teljesiil az allitds (2p) . Ellenkezd esetben
legyen z € AN B tetszbleges. Ekkor A és B nyiltsaga alapjan létezik olyan r; > 0 és ro > 0, hogy
B, (z) C A, illetve B,,(z) C B (4p) , tehat az r := min{ry, ro } valasztassal B,(z) C AN B teljesiil
(3p). Mivel z tetsz6leges volt, ez azt jelenti, hogy AN B nyilt (1p) .




