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Megjegyzés. A jegyzet tartalma sok esetben G.-T6th Boglarka kényvének fordi-
tasa, igy szerz6i jogvédelem alatt All.

1. Optimalizalas

Altalaban: Lehetséges alternativak koziil valasszuk ki a ,Jegjobbat”.
Alkalmazés-orientélt teriilet — Az alkalmazott matematika része.

Fo6bb részteriiletek

Nemlinearis programozas

Sztochasztikus programozas: A valtozok valdsziniiségi valtozok, a cél
egy fliggvény varhaté értékének optimalizalésa.

Megjegyzés. Eldfordulhat, hogy egy nem sztochasztikus probléméra szto-
chasztikus eljarast adunk meg. (Pl. Véletlen keresés)

Konvex programozas: A célfiiggvény és a megszoritasok is konvexek.
Ekkor mindig van pontosan egy optimum.

Linearis programozas

Konkav programozas: A megszoritasok konvexek, a célfiiggvény konkav
Egészértéki programozas

Kombinatorikus optimalizalas

Robusztus programozas

Kényszerek kielégitése: Nincsen célfiiggvény, csak a kényszerfeltételek
adottak

Tobbcéla optimalizalas: A célfiiggvény egy vektorfiiggvény. A legjobb
megoldas kivalasztasaban dominancia alapjan déntiink, a Pareto-hatékony
megoldast keressiik. (Evidenciaelmélet).

Példa (Kocsivétel). Az ar-fogyasztas optimalizalasa a cél. A megoldast
a Pareto-hatékony halmaz adja.



e Kvadratikus programozas: A célfiiggvény kvadratikus, a feltételek line-
arisak. Ha a célfiiggvény konvex, polinom idejii algoritmussal megoldhato.

e Globalis optimalizalas: Tébb lokalis optimum van. A nemlineéris prog-
ramozéassal ellentétben itt a globélis optimumot keressiik.

Altalanos globalis optimalizalasi feladat felirva:

min f(z)
gi(x) <0 i€l } i
X: . kényszerek
gi(r) =0 jeJ Y
XCR", f:X—>R

f(z): célfiiggveny
f*: globélis minimum
X' ={z e X|f(z) = [} ={v e X[f(x) < fly) Vye X}

Példa.
Egy hajozhato csatornét keresiink a tenger egy megadott teriiletén beliil. A
kovetkezs feladat megoldasa sziikséges.

a) Hatarozzuk meg a legkisebb tavolsagot a felszin és a fenék kozott, ha h a
mélységet leird fliggvény és X a megadott teriilet, példaul

c<x9<d

X = {(xl,xg)

akkor becsiiljiik a globélis minimumot, f*-ot.

agxlgb}
b

b) Hatarozzuk meg azokat a pontokat, ahol a hajo fennakadhat.

Hatarozzuk meg
fi<d, fr=f<fs<<fi<d<fi<..
fi+ Lokalis optimum
X ={x e X|f(x)=f} — Lokalis optimum pontok
¢) Hatarozzuk meg az L¢(y) = {z € X|f(x) < y} szintvonalakat.

A megoldhatésag mindig kérdéses az 4ltalanos esetben. A megoldhatosag
esélye apriori informaciok segitségével névelhets. Ilyen apriori informécié pl:

o f(2),Vf(@),V2f(2),...
o Simasag, kozelits lokalis minimum, alsé és felss korlitok a globalis mi-
nimumra.

A globalis optimalizalo eljarasok elvi felépitése:
Globalis fazis A teljes keresési régiot (X) elemzi
Lokalis fazis Az igéretes (optimumhoz kozeli) részeket behatobban vizsgélja.

Adaptacié Az igéretes részeken siirtibben mintavételeziink.



A globalis optimum karakterizaciéja
Feltétel nélkiili lokalis optimumhoz

Sziikséges feltétel: Vf =0
Elégséges feltételek:

f(x) >0 min Hy(x) > 0(pozitiv definit)
f(z) <0 max Hy(z) < 0(negativ definit)

Ha minden lokalis optimumot megtalélunk
fi<fz<..; Xi={zeX[f(x)=f}
akkor a globalis optimum elégséges feltétele
f@) < fla) veelJX;
Gyakorlatilag ez hasznalhatatlan.
Definicié. Legyen L;(y) = {z € X|f(z) <y} f szintvonalai. Ekkor a
Gr={yly e R", L¢(y) # 0}
kifejezést Ly(y) hatasos tartomanyanak nevezziik.

Ekkor f* = minyeg,y. Ez az eredeti globalis optimalizalai feladat egy
egydimenziés felirdsa. A Gy halmaz definicidja miatt viszont ez nem egy G.O.
probléma.

Hogyan dontsiik el egy minimumroél, hogy lokalis vagy globalis?

Definicié. Az F :y — L¢(y) pont-halmaz-leképezés alulrol félig folytonos az
9 € Gy pontban, ha
(Vz € Lp(3)(V{y' € Gr}i — 7)
(3K e N)(3{a" € X}i)(Vi > K)({2'} — z,2" € Ly (y"))

Azaz ha egy ¢ szintvonalhoz szintvonalak sorozatéval tartunk, akkor megadhato
ezen sorozat mentén az ¥y szintvonal barmely pontjdhoz egy konvergens X-beli
pontsorozat.

Tétel. Legyen f : X C R™ — R valos értékd fiiggvény. Egy § értékre Ly(y)
alulrol félig folytonos, ha Vo € X amire f(z) = § esetén ha = egy optimumbhely,
akkor globalis optimumbhely.

Megjegyzés. A bizonyitas alapja hogy lokélis optimum esetén, ha az y° szintvo-
nalsorozatra Vy*

Tegyiik fel, hogy talaltunk egy jeloltet f*-ra, amely a z pontban vétetik fel.
Affin transzformécioval generalhato egy ¢ fliggvény, hogy

g(z)=—-1lésg(x) <0 VxeX
Tétel. A konvex

Gt) = / g(@)|" dz
X

fliggveény lim;_,~, G(t) hatarértéke oo, ha z nem globalis minimalizalé pont.

Nem praktikus, numerikus integralas, raszteres keresés...



Hogyan transzformaljunk at egy G.O. problémat L.O. problémava?

Tegyiik fel, hogy f folytonos és X kompakt. Legyen X az X legkisebb konvex
burka. Legyen u

a) konvex X-en,
b) u(e) < f(a), Ve € X,
¢) u(z) >= g(x),Vx € X, ahol g teljesiti a)-t és b)-t.

Ekkor w minimalizal6 pontjainak halmaza tartalmazza f globalis minimumhe-
lyét.

Ez sem praktikus. u-t nehéz meghatarozni és ha tobb globalis minimum van,
akkor u-nak végtelen sok minimumhelye van.

Megoldhatosag

f*, Egy altalanos folytonos fliggvényre nem garantélt, hogy f* + € véges szamu
lépésben megtalalhato.

X*, Ez a probléma még csak nem is korrekt kittizésd, mivel 3f : f(z) < f* +¢,
de ||l — x*|| >> 6.

1.0.1. Megoldhaté problémak

o Ismert f*, vagy also és fels6 korlatok generalhatéak a modszerrel

o f Lipschitz:
|f(@) = f) < L-flz -yl VryeX

e Folytonossagi modulus:

w(t) = max |[f(z) = f(y)|

d(z,y)<t
Ha kiértékeliink N pontot
Ti,..., ey € X
f;*\, = min  f(x;) a kozelité megoldasunk

ie{1,...,N}

Ekkor a megoldasunk hibaja becsiilhetd:

fi—f

< w(dn)

ahol

dy =max min d(z,x;)
z€X i€{l,...,N}

a szétszortsag.



1.1. A lokalis minimumok tulajdonsagai

A lokalis minimum definiciéja miatt minden f minimum értékhez létezik egy
olyan kornyezet

M. ={z € X|f(z) < [} + &, ||z — z}|| <4, ahol ] € X}
hogy pu(M;e) > 0.

Definici6é. Legyen f lokalis minimum érték. Ekkor az f; lokélis minimum

*

vonzasi tartomanya attr(f) C X azon x € X pontok legnagyobb halmaza,
amelyekbdl a legmeredekebb ereszkedés moédszere végteleniil kicsi lépéskozzel
f¥-hoz konvergal Vx € attr(f) esetén.

Megjegyzés. attr(X) nem feltétleniil 6sszefliggd. Ha a lokalis minimumok szama
> 1, akkor lehet nem Osszefiiggs. A vonzasi tartoméany definidlhaté minimum-
helyre is, attr(f7, ), a konvergencia 2} minimumhelyhez kell ekkor.

Definicié. f* elérhetd globalis minimum, ha

u(attr(f7)) > 0

ahol p egy R™-beli mérték.

Megjegyzés. A legmeredekebb ereszkedés modszere minden lépésben —V f irdny-
ba halad valamilyen 1épéskozzel, azaz

.CCk_H:Ik—l-/\‘d

ahol d = —V f(xy).
Az optimalis lépéskéz:

Af = argrggf(karwd)

A végteleniil kicsi 1épéskoz akkor kell, hogy a legkiézelebbi lokélis optimumot
talaljuk meg.

Definicié (Medence).

bw;wnz&emm:wmﬂm<ﬁﬁ= min f@@
x€dattr(fF,x})

0 : hatar

Annak valdészintsége, hogy f7-ot véletlen kiindulasi pont valasztéssal meg-
talaljuk X-ben:
_ mlattr(f7))

b pu(X)
A p; valbészintiség kitiintetett, mert ez a globélis optimum megtalaldsanak
valészintisége.
Ha p; = 1, akkor barmely x € X-bdl indulva az egyetlen (globélis) minimumot
talaljuk.
Ha p; = 0, akkor a globalis minimum nem lényeges.
Ha p; = max; p;. JO esélylink van megtalalni f*-ot.



1.2. Probabilisztikusan megoldhaté problémak

Egy G.O. probléma probabilisztikusan megoldhato, ha egy eljards 1 valoszi-
niséggel megtalélja a globalis optimumot, ha végtelen sokaig futhat. (gyenge
konvergencia)

Ha csak elérhets globélis minimum érdekel minket, (p; > 0) kdénnyedén
konstrualhatunk ilyen eljarast:

Példa. Tiszta véletlen keresés: Véletlen generalt mintapontokbol lokalis ke-
resés, majd a legjobb lokalis optimum kivalasztésa.

Racs menti keresés: A keresési tartomanyon egy racs racspontjaibél inditjuk
a lokélis keresést. A racs egyre stirtibb lesz.
1.3. Problémak osztalyozasa
Szempontok:
e Dimenzionalitas
e Tulajdonsagok: konvex, konkav, kvadratikus, Lipschitzes

e Feltétel nélkiili(z € R™), sima korlatok(X = {z € R"|a < z < b}), feltéte-
les

e Egyéb informécidk: analitikus megadas, gradiens, Hesse—matrix

Megjegyzés. Feketedoboz-probléma: Nincs informécionk a fiiggvényrdl,
csak egy kiértékels ,dobozunk” (eljarasunk).

Lokalis optimumok szama ( megallasi feltételt ad), f értékkészlete X-ben.

1.4. Mintaproblémak

14x1072 I
s ‘(\‘ “ \“‘ flz) = S b (sin % + 2) Vi:z; #0
1x102f ] H ‘ I 0 egyébként
8.x10°° F i {‘H‘\‘ U
6100 A/\‘H) \] Ha n = 1, akkor
4.x108F A “/\“( U y 61
2x10%} v fay={7? (sini+2) z#0
‘ . VY ‘ ‘ 0 egyébként
0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

A globéalis minimum az z = 0 helyen
van, értéke 0. A sin% oszcillal a 0
kozelében. Az 1. abran az f(z) fiigg-
vény |0, 0.1] intervallumon felvett ké-
pe lathato.

Ebben az esetben p; = 0, tehat az f* = 0 minimum nem elérheté mini-
muma a fiiggvénynek, holott folytonos a 0 kézelében. Ez szemlélteti, hogy a
folytonossag nem elégséges feltétele az elérheté minimumnak.

1. dbra. Az f(x) fliggvény oszcillal a nul-
la kozelében



Definicié (Rosenbrock fiiggvény).
fla,y) = (1 - 2)* +100(y — 2*)*

A fiiggvény négyzetek osszege, konnyii latni, hogy f(1,1) = 0. Tehat az (1,1)
pont globalis minimumbhelye a fliggvénynek. A minimum egy parabolikus ,v6lgy-
ben” helyezkedik el. Egy optimalizalo eljaras altalaban gyorsan eljut a volgybe,
azonban ott oszcillacié alakul ki, ami miatt az optimumhoz val6é konvergencia
lassu lehet.

A Rosenbrock—fiiggvény egy elterjedt tesztfiiggvény optimalizalé eljarasok
teljesitményének mérésére.

1.5. Globalis optimalizalé eljarasok osztalyozasa

Determinisztikus - probabilisztikus
eljarasok PR

Definici6 (Heurisztikus eljaras). Min-
den olyan eljaras, amely képes elfo-
gadhatd megoldast adni, de a helyes-
séget bizonyitani nem tudjuk.

Megjegyzés. Heurisztika # probabi-
lisztikus eljardas. A raszter keresés
példaul egy determinisztikus heurisz-
tika.

Definici6 (Nemteljes eljaras). Lehet-
séges, hogy nem a globalis optimum-

2. abra. A Rosenbrock ,banan”-fiiggvény
hoz konvergal

a logaritmustérben

Definicié (Aszimptotikusan teljes el-
jaras). Olyan eljaras, mely biztosan,
vagy 1 valosziniiséggel eléri a globalis
optimumot, ha végtelen ideig futhat,
de soha nem tudhatjuk, hogy a globalis minimumot talaltuk-e meg.

Definici6é (Teljes eljaras). Olyan eljaras, mely egzakt aritmetikat feltételezve
biztosan eljut a globalis optimumhoz, ha végtelen ideig futhat, valamint véges
sok lépést kivetGen tudja, hogy egy kozelitd globalis minimumot talalt (el6re
megadott tiirésen beliil).

Definicié (Megbizhato eljaras). Olyan teljes eljaras, amely kerekitési hibak
mellett is komplett.

Definicié (Egzakt eljaras). A szigort, illetve komplett eljarasokat sszefoglald
néven egzakt eljarasoknak nevezziik.

Példa (Nemteljes eljarasok). Newton modszer, Genetikus algoritmus



2. Lipschitz-optimalizalas

Definici6 (Lipschitz—folytonossag). Azt mondjuk, hogy egy f: D C R® — R
valos fiiggvény minden véltozdjaban kielégiti a Lipschitz-feltételt (azaz Lip-
schitz), ha

|f(x1) = f(22)| < L@y — x2f| Vay,z2 € D

valamely L > 0 konstansra. A lehetséges L-ek infimumat Lipschitz konstansnak
nevezzik.
Egy optimalizalasi feladat Lipschitz-féle, ha f és Vig; mind Lipschitz-folytonos.

Tétel. Legyen f folytonosan differencidlhato fiiggvény egy D nyilt halmazon és
X egy kompakt részhalmaza D-nek. Ekkor f Lipschitzes X-en.

Bizonyitds. A Lagrange-kézépértéktételbol:
flz)=f(@)+ V[ (@) (r—2) valamely Z € [z, 7]
Igy ) ) ) ] )
[f(@) = f(@)] = V(@) (x = 2)| < [[Vf@)] - |z - 2]
Kompakt halmazon folytonos fiiggvénynek létezik a maximuma, igy
L = mas |V f(2)]

jo lesz. O

Tétel. Legyen X egy kompakt halmaz, {f;},c(1,...n} Lipschitz fliggvények X-
en, valamint h legyen egy egyvaltozos Lipschitzes fliggvény f; értékkészletén.
Ekkor a kovetkezd§ fiiggvények szintén Lipschitz folytonosak:

f(z) = chfj(m) ¢; €R
j=1
i G e G @) Vi€ (L)

h(fi(z)) Vie{l,....n}

Bizonyitds. (max f;(x) esetére)
max fj(z1) —max fj(22)| < max|fj(w1) — fj(z2)] < max L [|lz1 — ]

ahol L; az f; fiiggvényhez tartozé Lipschitz-konstans.
A récs menti kereséssel 0 maximaélis tavolsaggal

f = min f(z;)

<K

kozelitése az f* optimumnak. § < ; vélasztéssal

<e€

F-r




3. Pyavskii-Schubert algoritmus

F(z) = f(&) = Lllz -2 &e€X

F(z) als6 becslés f(x)-re X-en. Az algoritmus egydimenzios fiiggvényekre adott,
legyen X = [a, b]

xy = GT—H),X = [a,b]

Fi(z) = f(z1) — Lz — a4
xo = argmin,c y Fi(z) 2 € {a,b}

Fyw) = maxc {f(a) ~ Ll — )

Tp41 = argming  Fy(z) Fy(z) = ieglaxk}{f(xi) — Lz — x|}

Ha f az f* optimum egy felss korlétja(f = mineq1,..ny f(2i)), akkor az

4y = {z € X|F(x) < F}

halmaz tartalmazza a globalis optimumhelyet.
Ha f"(x) < K Va € X, azaz a méasodik derivélt korlatos, a modszer ré-
szenként kvadratikus alsé korlat fiiggvénnyel is miikodik.

Példa.
f(z) =sinz +sin3z +Inx x € [3,7]

Minimalizélni akarunk a Pyavskii-Schubert algoritmussal. Adjunk becslést az
L Lipschitz konstansra.

|f(z1) = f(x2)| < Lljag — 21| Va1, 10 € X

Minden folytonosan differencialhaté fiiggvényhez 4L Lipschitz konstans egy
kompakt tartomanyon. Nem sziikséges feltétleniil a legkisebb Lipschitz kons-
tanst megadni, ezért tagonként becsliink.

I —
max [V £]
1
f'(x) = cosz + 3cos 3z + —
T

1 1
|f/(x)| < |cosz|+ |3 cos3z| + " <143+ 3
T
Tehat L = % egy jo becslés.

Példa. Legyen f Lipschitzes fiiggvény [a, b]-n, egy Lipschitz konstans pedig L.
Mutassuk meg, hogy ha 31,25 € [a,b] amire

f(x1) = f(z2) — L(za —21) 22> 21

akkor
f(x) = f(z2) — L(z2 —x) Vz € [21,72]



Megoldas: Legyen z € (1, 23]
|f(@1) = f(@)| < Lz — 2|
—L(z —21) < f(21) — f()
—L(z —x1) < f(z2) — L(z2 — z1) — f(2)
L(zz —z) < f(a2) — f(2)
f(x2) = f(z) < L(zz — @)
Példa. Tekintsiik az
f(x) = x* — 1223 + 472% — 602

fiiggvényt. Adjunk becslést az L Lipschitz konstansral
Megoldas:
f(x) = 4% — 3622 + 94z — 60

!
max |f'(z)|
L = max| f(z)] < max 42® —min 362%+max |94z|—60 = 4-63+0+94-6—60 = 1368
xE xe

tal nagy. Legyen L = 100. Szamituk ki x5-6t:

x1 =3 f(z1)=0
X2 =0 f(CCQ) =0
3

z3="6  f(z3) =36
min Fi(a) = f(a1) - 2oL mert f(o) = fa)
mef[gilnm] Fi(z) : f(#1) — L(z — 21) = f(x3) — L(z3 — x)

f(x1) — f(x3) = 2Lz — Lay — Lxz = 2Lz — L(xy + x3)
flxr) — flxs) @1+ 3

T = 5T + 5 1 < T3
z€[z1,72] 27, D)
min _Fy(x) = flz1) + f(zs3) +L$1—m3 2, < T3
z€[z1,23] 2 9

3.1. A Pyavskii-Schubert algoritmus pszeukdédja

10



Algorithm 1 Pyavskii-Schubert

List={y1,v2,...,yx} ahol {y1 <--- <yp} = {z1,..., 78}
Intervallum moédszer:
input : f(z), [a, b]
m = o
éz(llz[avm]’IQZ[ﬂ%bD //I:[LT}
f = Inin{f(a)a f(b)a f(m)}
T = arg min{f(a), f(b)v f(m)}
F, = f(li);f(ri) _ Lri;lz
while £ # () do
Vegyiik le az I; intervallumot az £ listabol, amire F; = minje(1,.. 1y Fj
my = li-‘gn + f(li)Q—Lf(Ti)
Kiértekel(f(my))
if f(my) < f then
f=flmg); 2 =my
for (i=1,...,k) do
if F; > f then
Tordl(a,I;)
Tip1 = [li, mu], Tiqo = [, 73]
Kiértékel(Fk+1,Fk+2)
if F11 < f then
Beszur(L,Ij41)
if F o < f then
Beszur(L,Ij+2)

k=k+2

11



4. Korlatozas és szétvalasztas

Szétvalasztas: A feladatot részfeladatokra osztjuk

Korlatozas: A feldolgozas soran also korlatokat allapitunk meg a globélis op-
timumra, ami révén az optimumot biztosan nem tartalmazo részfeladatok
kikiiszobolhetjiik.

12



4.1. Prototipus algoritmus: korlatos, korlatozé feltételek-
kel rendelkezé feladathoz
L - Részfeladatok listdja

f - felsé korlat a globélis minimumra.

Lb(y) - als6 korlat f-re az Y halmazon.

Algorithm 2 Prototipus algoritmus

a={z}, f=oc /inicializalas/
while o # () do
y kivalasztasa L£-bdl, a kivalasztasi szabaly alapjan
Kiértékelés: f(v)
f = min{f. /(v)}
Y felosztasa Yi,...,Y), halmazokra. /felosztasi szabaly/
fori=1,...,pdo
Lb(Y;) meghatarozasa Vi /korlatozasi szabély/
if LbY; < f then
Yi-t hozzavessziik L£-hez. /kikiiszbolési szabaly/
else
Yi-t tordljiik.

4.1.1. Kivalasztasi szabaly

a) Véletlen kivalasztas

)
b) Also korlét alapjan argmin, ., Lb (y)

¢) Meéret alapjan arg max, ¢ chossz(y)

d) Elettartam alapjan (F(irst) I(n) F(irst) O(ut)-lista)

Megjegyzés. Ha |y;| azonos Vi = ¢) & d)
4.1.2. Felosztasi szabaly
y={Jvi viny;=0 vi#j

Altalaban Y egy szimplex, téglalap, vagy kip.
a) felezés ( altalaban a legnagyobb oldalnal felezek )
b) multiszekcié (tobbfelé vagas)

J6 esetben Y olyan halmaz, amit énmagdhoz hasonlé halmazokra oszthatunk.
(Pl. haromszogelés)

4.1.3. Korlatozasi szabaly

Mindig az aktudlis algoritmus hatarozza meg, nem &ltalanositjuk.

13



4.1.4. Kikiisz6bolési szabaly

Miutén f-et frissitjiik, eltavolitunk Yy € L-t, amire
Lb(y) > f

Ha feltételekkel korldtozott problémank van, akkor a nem megengedett megol-
désokat is eltavolitjuk. A
Legyen a f,Y, v, L négyen fi, Yk, vk, i a k. iteracié utan.

Tétel. ha minden végtelen {Yy } : Yi, D Yi

wrn (@ = 1,2,...) finomodo
particio-halmazokra a korlatok kielégitik a

tim (i, ~ Lb(Yig)) = 0
feltételt, akkor ~
klim Lb L, = klim flog) = klim I&

és {vx} minden v* torlodasi pontja globalis optimuma a min{f(z) : x € X}
problémanak, ahol Lb(Ly) = minycz, Lb(y).

Bizonyitds. Létezik {vg}-nak torlodasi pontja, mert X kompakt. Legyen b* a
{vr} halmaz torlodasi pontja, ekkor létezik olyan {vg,} részsorozat, ami v*-hoz
konvergal, hogy

qu DYk‘q71 Uk, Gqu(q: 1,27...)
Igy f folytonossaga miatt

Tim f(on,) = (")

Az Lb(Ly) sorozat monoton névekvs és korlatos az f* globélis minimum altal.
Ezért a k — oo hatéarértéke létezik.

Mindemellett fr monoton csdkkend és felillrél korlatolt f* altal, igy van hatar-
értéke.

Az als6 korlat szerinti kivalasztast hasznalva, és a

lim =0
q—00(Frg—Lb(yk,))

feltétel mellett

lim Lb(ag) = /* = lim f(u) = f(v") = lim i

k—oo k—oo
O

Megjegyzés. Ugyanez belathat6é a méret és élettartam szerinti kivalasztasra is.
S6t, az is igaz, hogy «* megegyezik a torlédasi pontok halmazaval.

Tegyiik fel, hogy Lb(Y2) = f*, de Lb(Y%) < f*, minden k = 1,3,4,5,...
esetén.

Ekkor Lb(yx) — f*, de sosem egyenls. Mindig Yi-et felezem, Ys-be sose
megyek.

Ha méret, vagy kor szerint valasztok, akkor mindketts igaz lesz.

14



4.1.5. A Lipschitz-optimalizacidé korlatozasi szabalya

Legyen Y halmaz adott, sziikségiink van Lb(y)-ra.
Legyen Y egy n dimenzios tégla, [a,b], a,be R™.

|f(z1) = f(z2)| < Lz -y

i) =/ (“57) - 2125

A vy,...,v € Y mintapontra

0* = arg .maxlf(vi)
i

=1,...,

Lb(y) = £(0) — Lmax |6 —z|

lim fi,, — Lb(ys,) = 0
q—o0
|f(z1) = flw2)| < Loy —aof Vay, 22 € X
lim 6(Y,) =0
q—00
A §(Yy,) az Yy, halmaz atmérdje.

Definici6. Egy felosztas kimerits, ha minden bedgyazott {Y%, } végtelen soro-
zatra

Definici6é. Tekintsiink egy tetsz6leges n-szimplexet, V(Y ){vg,...,v,} csics-

halmazzal. Ekkor az adott szimplex radidlis felosztasan az alabbit értjiik:
Legyen w € Y,w # V(Y). Ez reprezentalhat6 a

n
w = Z /\ﬂ}i
i=0
sulyozott Osszeggel, ahol A; >0 Vi, és >0 A = 1.
Minden olyan i-re, amire A; > 0, definidljuk az alabbi részhalmazokat:

Y; = conv{vg, ..., 0i—1, W, Vit1,...,0p}
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5. D.C. Programozas

D.C - konvex fliggvények kiilonbsége (Difference of Convexes)

Definicié. Egy f : D C R® — R (D konvex) fliggvényt D.C. fliggvénynek
neveziink, ha léteznek olyan p és g konvex fliggvények D-n, hogy

f(x) =p(x) —q(z) VzeD
Definicié (D.C. optimalizalasi feladat). Keressiik min f(z)-et, ahol
reCgi(r) <0 Vj=1,....m

és C zart, konvex halmaz, f, g; pedig mind D.C. fliggvények.

f(x) = p(x) — q(x) = Lb(f(x)) = Lb(p(z)) — Ub(q(x))

Af(v)) + (1 =N f(vj) 2 dimenziéban

F(z):=Y Xf(vi), ahol A= X\u

5.1. D.C. fiiggvények tere

Allitas. Legyenek f, f;(i = 1,...,m) D.C. fiiggvények. Ekkor az alabbi fiigg-
vények szintén D.C.-beliek:

[ ]
m

Z)\ifi(x) PYRSBIN
i1

“max  fi(x);  min fi(x)
=1 m 1=1,....m

2 yeeey M

L@ f@l @) ()

Bizonyitds. Pl. max f;(x):

max fi(z) = max(pi(z) — g:(2)) = max | pi(2) + 3 g;(2) | - 3 g(a)

i#£j J
etc... O

Definici6. Egy fliggvény lokalisan D.C., ha Vzg € R™ : M (xq, ) kérnyezet,
hogy f D.C. M(zg,€)-on.

Tétel. Minden lokilisan D.C. fiiggvény globalisan is D.C
Kévetkezmény. Minden f : R® — R € O? fiiggvény D.C.
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Bizonyitds. A V?f Hesse-matrix minden elem korlatos, barmely M (zg, ) kor-
nyezeten. Ezért egy kellGen nagy M > 0 esetén f(x) + M ||z||* konvex M (o, ¢)-
on (mivel a V2f + 2M7T pozitiv szemidefinit kellsen nagy M-re).
Ezért
f(@) = f@)+ M [2]*) = M 2]
az [ egy D.C. felbontasa M (xg,e-on, és a fenti tétel miatt barhol, ha M elég
nagy. O

Megjegyzés. Egy go f kompozicié D.C, ha f D.C. és g konvex.

5.2. Kanonikus D.C. programozas

minc’

ahol z € C,g(x) > 0, ¢c € R", C zéart, konvex halmaz, g : R" — R konvex.
Minden D.C. program ilyen alakban irhato.

min f(x)
g9j(x) <0(j =1,....,m)

ahol f, g; mind D.C-k, D zart, konvex.
Ebbdl a feladatboél szarmaztathatjuk az alabbi alakot:

mint
go(z) = flx) =t »®
gi(x) <0 xz€D

Ekkor ¢ minimalizalasaval egyben f(z)-et is minimalizaljuk.

9;(x) = pj(x) — g;(x)

3=0,...m -

~—_———
=g(z)=p(z)—q(z)<0

® < max gj(z) <0

p(e,5) =p(r) —s <0
komvex { P(x,s) = gq(z) =5 >0

Ezekbdl:
p(z) <s; q(z) >s=p(x) <q(x)

C={xeD:p(xs) <0} konvex

minc’y, C=(0,...,0,1,0)

y € C={(2,Yn+1,Yn+2)|7 € D, f(z,yn+1) < 0}
_ (= + 3)* _ 3 23
) =" a@) = 5 + 5
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Legyen f(z) = p(z) — q(z) az f D.C. felbontdsa. Adjunk als6 becslést f(x)-re
az X = ([-1,2],[1,3]) intervallumon.

Lb(f(z)) = Lb(p(z)) — Ub(g(x))

22 3
Ub(gq(z)) = maxq(v;) = 5 + 5 = 6.5

Az Lb(p(z)) als6 becsléshez:

Vp(z) = (2 iiz) Vp(0,1) = G)

0 1 1 1
p(0,1)+Vp(0, )T <x - <1)> = §+(1 1) (x:i 1) - §+x1+$271 = x1+zr§
A most felirt hipersik also korlatot ad a fiiggvényre, igy a —% j6 alsd becslés.
Ezzel

Lb(f) =-05—-6.5= -7

(Jelen esetben ez persze nem éles, nyilvanvald, hogy a p(z)-re a nulla egy ter-
mészetesen adddo also korlat, de ez nem mindig ilyen trividlis.

Keressiik

min ¢l x

ahol C' C R™ konvex, zart halmaz, z konvex, ¢ € R". Feltessziik, hogy C egy
politép, amelynek belseje nem iires. Az F = {z € Cg(x) > 0} megengedett
halmazra megkoveteljiik, hogy cl(int(F))=F.

5.3. Egy élkévetd algoritmus
5.3.1. Inicializacio

Oldjuk meg a min,cc ¢z linearis programozasi feladatot.

Ha a megoldasra 2°, g(z°) > 0, megéllunk, a megoldas z°.

Egyébként konstrualunk egy n-szimplexet S > C, hogy 2° az S° egy cstcsa.
Kiszamitjuk a V(S°) cstcshalmazt, majd S = S°, V = V(S9).

Meghatarozzuk a z € V' g(z) = maxgzey g(x) pontot. Ha g(z) = 0, megallunk,
F=0

Példa.

. 1 1
mln—§$1 — 63’52
To — I1 S 2

1 1

g(L’l + 5%2 Z 1
0 S X1 S 6
0 S xTo S 4

22+ a3 — 8 — 61y +16>0 g(x) >0
(1 —4)* 4+ (22— 3)*>0
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y ="

for k=1,2,... do

if g(z) < 0 then
STOP, F = ()

if g(z) =0 then
STOP, y optimaélis

if g(z) > 0 then
Keresiink olyan [u,v] élét S%-nak, hogy g(u) > 0,g(v) < 0, valamint
v < cTu. (Pl szimplex algoritmus, z kiindulasi pontbol.)
Hatéarozzuk meg s € [u,v], g(s) = 0.

if s € C then
y=s58"=8"1n{z:cTz <y}
else
Sk = k=1 N {x:i(x) <0}, ahol I(z) < 0 meghatéarozza a C halmazt,
ésl(s) >0
Kiszamitjuk a V (S*) csticshalmazt, ésa z € VF ¢ = argmax, v g(z)
pontot.
50:{$:x1§6,x2§4
VO = {(67 4)? (67 _2)5 (_37 4)}
20 = (-3,4)
St¢cC
St =8N{z: xp—2,-2 < 0} olyat kellett valasztani, ami meghatarozza C-t, és kizarja s-et.

V= {(67 4)’ (6a _2)’ (Oa 2)7 (2v 4)}
2t = (6,-2)
u=2z2"v=2%8%=(6,0.764)

1 1
S2eC=y=5%8%=5'n {z: —51;1 — 6952 < —-3.127}
v? = {(6,4),(6,0.764), (4...,4)}
z=(6,0.764), g(z) =0= STOP
Példa.

[irnin (min{(z1 — 2)% + 23, (21 + 22)® + 23 — 0.1})

xE( ]7[7272])

Mi f* vonzasi tartomanya? (f* =0.1)
Mi az Lf(1) szintvonal?

Mennyi p; kizelitéleg?

Mi a medence?
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Példa. Legyen f : R — R konkav a (—oo, a) intervallumon, és konvex az [a, c0)
intervallumon.

Adjunk meg f D.C. felbontasat az f’ derivalt segitségével egy megadott pont-
ban.

f(@) = f(a) + f'(a)(z — a)
fla)+ f'(a)(x —a) haz<a

p(z)_{fgx§+ s
f(z) = p(z) — q(z)
q(z) = p(z) — f(z)

_ [ —f@)+ fla)+ f'(a)(x —a) haz<a
a() 0 haz>a

II. megoldas:

_ [ 3(fla)+ f(a)(z —a)) r<a
pQ(x)_{ f@) =5 (f(@)+ f(a)(z—a) z>a
¢ (I){ —f@) + 5 (fla)+ f'(a)(z —a) z<a
’ L (f(a) + f'(a)(z — ) z>a

5.4. Intervallum analizis
Autématikusan korlatot szolgaltat egy szubrutin altal szolgaltatott fliggvényre

intervallum bemenettel.

5.4.1. Miiveletek az intervallumokon

Kell:
AoB={aobla€ A,be B}

Legyenek A, B intervallumok, 0 ¢ B. EKkor

[a,b] + [e,d] = [a+ ¢, b+d]
[a,b] — [e,d] = [a—d,b— (]
[a,b] - [¢,d] = [min{ac, ad, be, bd}, max{ac, ad, be, bd}]

11
b d =la,b]-|=, -
tlffed = o] | 5.7
A halmazelméleti definicio ekvivalens az aritmetikal definicioval

5.4.2. Algebrai tulajdonsagok

[0,1] = [0,1] = [-1,1]

A kivonas és osztas nem a szorzas és Osszeadas inverze.
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e A szorzas nem disztributiv az Osszeadasra nézve, viszont van szubdisztri-

butivitas:
A(B +C) C AB + AC
Példa.
rz—1)=2>-2 x€[0,1]
[0,1J(0, 1] = 1) = [0, 1][=1,0] = [~1,0]
(0,1 = [0,1] = [0,1] = [0, 1] = [-1,1]

e -+, . asszociativak és kommutativak
O(z) 2 {p(x)|x € X}

sin, cos, exp, va

Definici6. Egy f: R"™ — R filiggvényhez definialt tartalmazasi fiiggvény:
F:7"—>7
ami teljesiti, hogy
reX = f(r)eFlx);  f(X)={f(z)lz e X} C F(X)

Ha f elemi fiiggvények elemi aritmetikai miiveletekkel képezett fiiggvénye, akkor
egy tartalmazési fiiggvényt kapunk.

Tegyiik fel, hogy ki tudjuk értékelni a tartalmazési fliggvényt a gradiensen,
barmely intervallumon.

F'(z); VF(X)

fy) 2 f(z) = Lz -yl
fl@) < f@)£L|z-x[| 2€X
Fo(X) = f(&) + F'(X)(X —%) = centrélis alak, vagy kozépérték-alak (2 az X kozépss pontja)
flx) = f@)+ f[()(z—1) &€ [2,a]
f(@) € f(2) + FI(X)(X - 2)
F(X) C f(@) + FI(X)(X,2)

Bauman-alak: Adott X, legjobb Z, amelyik a legjobb 1s6 korlatot adja és a
legrosszabb felsét.

b—x U
i—b L
b—gz%(iﬁ—b)
v<1+U) =X+9_cg
L - L
b=ILx+Uzx



_ Lz +Ux

L-U

Fy(x) = f(b) + F'(x)(x — b)1
b — Lz + Ux
T U-L

c—byr=b_-c

Példa.
flz,y) =2y +e Vy
X=[-12; Y=[1,3

Naiv tartalmazéas:

F(X,Y)=[-1,2][1,3] + [e ', €*] — [0, V3] = [-3 + é — V2,5 + €7

2y
B [1,3] + [e71,¢e?] [1+e71,3+ e?]
vren = () = (H52 2 5
(2,9)==0,1)  f(&,9)=0
F(X,Y) =0+ (H_lf;féz)’f;é) (-1,2],[0,2])) = - - - = [-6+¢2, 10—%+2e2}
Példa.
sin(rz®y)(y —1) X =10,1/2);Y = [0,1]
F(X) = sin(x]0,0.5]%[0,1]) - ([0,1] — [1,1]) =
= sin(x[0, 0, 1)[~1,0] =
= sin([0, 7])[—1,0] = [0,0.39][1,0] = [-0.39, 0]

5.5. Autémata differencialas
f'(x)
e numerikus derivélas; probléma: hibak
e szimbolikus derivélas; probléma: lasst, beirdsoknal hiba.

Léancszabaly: Lo dh
J(@) = g(h(a) = f'(2) = T

Haladé mod: ElGszor g—Z—et, majd késébb S—Z—t szamitjuk ki. Forditott mod:
Ugyanez, de forditva Haladé méd:
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Példa.
f(ilflyfﬂz) = T129 + sinxy

wly = cos(wy) - w)
/ / !/
W3 = WjW2 + Wyl
wh = wj + whw
Legyen (x1,22) = (0,2), ekkor wy = 0,w] = 1, we = 2,w) = 0.

/

wy =1; wy=2+0=2; ws =3

Forditott mod:

r_ _
vp=-——=1
Us
(91)5
vé:v’ —*vé-l:l
61}3
v = vl '78115 =1
4 5 8’1)4
vh = ,8v3:U, vy =01 Th =21
2 3 90, 3 2
a) Ovg __ a
v11> =v}- o V1L vl—vl) )—cosvl + vg
Ul)—v3 Vg = Vg $1—C05(I1)+$2

1. kor: Szamitsuk ki a formuldkat a vj-kre és szamitsuk ki az értékeket a
csticsoknal.
2. kor: Szamitsuk ki a derivaltakat

Adott (u,u’) parra operator feliilbiralast definialhatunk:

) = (in(u,cos(’

/

)
" = (uv, uv—&—uv’)
)
u')

Példa.
f(z) =sin(nz®), 2 =10,0.5]

— (]0,0.5],1)

3 — (]0,0.5],1)% = ([0,0.125], 3[0, 0.5]%) = (]0,0.125], [0, 0.75])
7 — ([, 7],0)

xz® ([, 7],0)([0,0.125], [0,0.75]) = ([0,0.1257], [0, 0.757])

sin([0, 0.1257], [0,0.757]) = ([0, sin(0.1257)] cos([0, 0.1257])[0, 0.757]) = ([0, 0.35], [0, 2.36])
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6. Intervallum Newton mdédszer
Hagyomanyos Newton-médszer:

fl@)=0; 0= f(z)~ f(zo) + f'(z0)(z—0)
f(zo)
f'(20)

f(xk)

T )

Megjegyzés. Amikor minimumot keresiint, akkor f'(z) = 0 kell, igy:

()

TR T )

T Tyg—

Iteracio:

Intervallokokra:
X1 = (m(Xg) — f'(m(Xy))) N Xk
X+
2
f(z) € f'(wo) + F"(20)(x — z0)

F"(zy) lehet (—o00,00) is, ilyenor Xj11 nem véges, nem megoldhato.
Haz € X, f'(z) =0, akkor = € X 1.
Ha X341 = 0, akkor Az € X}, hogy f’(z) = 0.

m(X) =

Példa.
flx)=2" -z
Xo =10,1]
Py =201 fa)=2
0
X1 = (05 550,11 =[05,05]

A minimum [0, 1]-en: 0.5

Xo =11,2]

X) = (15— ﬁ) A[1L,2] = 05,05 N [1,2]

Nines minimum [1, 2]-ben.

Példa.
fz) =2t — 223 + 2°

f'(x) = 42® — 627 + 22
() =122% — 1224+ 2 = 122(x — 1) + 2

X =100,2]
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F"(X) =12[0,2][-1,1] 4+ 2 = 12[—2,2] + 2 = [—22, 26]
0

Xi=0- [—22, 26]

)N [0,2] = (—o0,00) N[0,2] = [0, 2]

X =1[0.9,1.1]
F"(X) = [~1.48,6.02]
Xo=1[0.99,1.01]  F"(X)=[1.64,2.37]
X; = [0.9989,1.0021]

Allitas. Ha Xy, 1 C Xg, akkor X, tartalmaz pontosan egy optimumot (max.
vagy min.)
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7. Derivalast nem igényls eljarasok

Tegyiik fel, hogy egy f : R™ — R fiiggvény optimumét keressiik. ElGfordulhat,
hogy a derivéltra vonatkozéan nem all rendelkezésre informécio, ez a rész néhény
ebben az esetben hasznalhato eljarast ismertet.

7.1. Nelder—-Mead-algoritmus

A most bemutatott eljaras robusztus, baratsigos geometriai leirassal bir, igy
meglehetGsen népszerd.

A P ={po,...,pn}iterativ halmazt szimplexnek nevezziik, mert n+1 pontot
tartalmaz egy n-dimenzids térben. Legyen z( egy tetszéleges kezdGpont, ekkor
az indul6é P ponthalmaz:

P = {:L‘Q,ZL'() +(561,...,$0 +5en}

ahol § egy skalazasi faktor, e; pedig az i. egységvektor. Az alabbi Gsszetevik
lesznek fontosak az algoritmus futasa soran:

e A P ponthalmaz két ,legrosszabb” pontja:
P(n) = argmax,c p f(p); P(n—1) = argmax,cp\, . f(p)

valamint a ,legjobb” pontja:
P(o) = argmin,cp f(p)

e A legmagasabb” pontot kivéve az Gsszes pontra vett:

centroid.
o Egy u.n. reflerids lépés soran generalt prébapont:

) = et (e~ ppuy

e Sikeres reflexiés 1épést kovetSen egy u.n. nyujtdsi 1épés soran generalt
prébapont:
219 = ¢+ 1.5(c = pny)

e Ha a fenti két proba nem igéretes, a szimplexet egy u.n. t6bbszords dssze-
hiizds sordn a minimaélis
1 .
Di = §(p1 +p(0)),’t € {07 s an}

pont felé zsugoritjuk.

Példa. Tekintsiik az f(x) = 227 + 23 — 22129 + |1 — 3| + |72 — 2| fiiggvényt.
Legyen a kiindulé szimplex a py = (1,2)7,p; = (1,0)7, p2 = (2,1)7 pontokkal
adva. Az algoritmus el§szor egy reflexios lépést tesz, az j pont p(;). Azonban
a kovetkezs iterdcioban a reflexios pont se az fg) < flz™ < fn—1) sem az
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fz™) < fo) feltételeket nem elégiti ki, igy a kontrakciés pontot szamitjuk
ezutan. Mivel ennél a fiiggvényérték jobb mint f(z(™), igy P(n)-t kicseréljiik
erre a pontra. Azt is lathatjuk, hogy f(z(?9)) < fn—1).- Megfigyelhets, hogy ha
az optimum a politépon beliil van, akkor annak mérete csokken, ezzel kozelitve
a kilépési feltétel teljesiiléséhez.

Algorithm 3 Nelder—Mead
k:(); P:{po,...,pn}aholp():xo,pi:xo—i—éei, iel,...,n
Ertékeljiik ki f-et a pq, ..., p, pontokban.
Hatarozzuk meg a pn), P(n—1) €8 p(o) pontokat P-ben. (rendezés)
while (f(n) — f(o) > 6) do
=3 Xik(m) Pi
2 =+ (¢ = pn)), kiértékeljiik f(x(’”))—t.
if (fio) < f(2r)) < f(n-1)) then
P =P\ {pm}u{z}
if (f(m(r)) < f(0)) then
2@ = ¢+ L.5(c — p(n)), kiértékeljiik f(x(e))
P = P\ {p@m} U{argmin{f (=), f(z()}}
if (f(z")) > fn-1)) then
2 = ¢+ 0.5(c — p(n)), kiértékeljiik f(z(e)
if (f(z'9) < f(z™) < f()) then
pP=r \ {p(n)} U {x(c)}

else
if (f(=®) > f(z")) then
P =P\ {pm}u{z"}
else
Kiértékeljik f(p;) i=1,...,n
P = {pOa"'7pn}
k=k+1

7.2. Powell

Ebben az eljarasban iranyok egy (di,...,d,) halmazat bovitjiik iterativan, an-
nak érdekében hogy az z* felé mutato iranyt kozelitsiik. Egy z¢ kezdSpontbol
(1)
1

indulunk, amit ezattal jeloljink x7’-gyel. Minden iterdciéban n 1épést tesziink

az n irdnyt felhasznalva. Minden lépésben mgi)l = mgk) + Ad;, ahol k az iteracio
sorszama. A \ 1épéskozrdl feltessziik hogy optimalis, azaz

A = arg minuf(xz(-k) + pd;).

Az iranyok halmazat a koordinatairanyokkal inicializaljuk, azaz d; = e; kezdet-

ben. Az iranyokat az alabbi modon frissitjik: d = xflk_&l — :ng) a végsd irdny a

k. iteracioban. Legyen a kovetkezs kezdGpontunk ebben az irdnyban:

xYHl) = a:ﬁ,k_gl + Ad
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ahol A az optimalis 1épéskoz. A régebbi iranyokat eltoljuk: d; = d;41,7 €
1,...,n — 1. Az utolsé irdny a legujabb lesz: d,, = d. Az iteraciot folytatjuk,

egészen addig amig f(xgkﬂ) — f(ﬂcgk))) <e

Algorithm 4 Powell

k=0, (do,...,dn) = (€0,...,€n) s xﬁ”
repeat
k=k+1
for (i €{1,...,n}) do
A\ = arg minuf(xgk) + pd;)
R,
k k
d= d’El-‘,)-l - xg )
x§k+1) - g;(kzl + Ad, ahol \ = arg 1nilrlﬂf(acg‘i|21 + pd)

n

dizdi_,_l, z=1,...,n, dn:d
until (|f(z{) - f={7)] <e)
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8. Eljarasok korlatozott optimalizilasra

Egy altalanos nemlinearis programozasi feladatot felirhatunk az

min f(x)
gi(z) <0 i =1,...,pegyenl6tlenség kényszerek
gi(x) =0 i=p+1,... egyenlGségi kényszerek

Amikor egy ilyen korlatozott feladatot akarunk megoldani, akkor két lehet&sé-
giink van. Vagy beépitjiik a kényszereket a célfiiggvénybe, ezéltal nemkorla-
tozott feladatta atalakitva az eredetit (amely bar nem ekvivalens azzal, de jo
paraméterekkel a megoldas tart az eredetihez), vagy kozvetlenil korlatozzuk a
keresést a megengedett teriiletre.

Ebben a részben a korlatok célfiiggvénybe épitésére latunk példat, majd a
Gradiens vetités modszerével ismerkediink meg, amely példa a méasodik utra.

8.1. Biintet6-, és korlatozo6 fiiggvények mobdszere
8.1.1. Biintetdfiiggvény mobdszer

A modszer alapdtlete a nem megengedett teriiletek biintetése egy

pul@) = p ZmaX{gv:(fv)70}+ Y lai(@)]

1=p+1

vagy

m

pu(e) = p | Yo max{gi(a) 0 + 3 |g ()]

1=p+1

u.n. biintetd fiiggvény segitségével. Ezek a fiiggvények 0-k a megengedett része-
ken, azonban porzitivak a tiltott részeken. A biintetsfiiggvény céllfiiggvényhez
adasaval minden p-re egy nemkorlatos feladatot kapunk, amelynek minimali-
zalo pontja egy kozelitése lesz az eredeti megoldasnak, ha p kell6en nagy. A
mobdszerrel tobb probléma is van

e Nem tudjuk el6re, mekkora p fog kelleni, azonban
e ha p tul nagy, a feladat rosszul kondicionélt lesz.

A probléma kikiiszobolésére u értékét fokozatosan noveljiik, és a kovetkezd mi-
nimumkeresést az elézd eredményébdl inditjuk. Ezaltal a konvergencia gyorsabb
lesz, és a rosszul kondiciénaltsagot is elkeriiljiik. Kilépiink, ha az aktualis koze-
litésre p, (z* (1)) < €, ekkor x*(u)-t elfogadjuk egy kozelité megoldasra.

8.2. Korlatozofiiggvény-modszer

Minden igyekezet ellenére a biintetdfiiggvény-modszer olykor nem megengedett
megoldast ad. Igy ha az alkalmazis szigorian megkoveteli a megengedettsé-
get, akkor més modszerre van sziikségiink. Az Gtlet: Adjunk meg egy olyan
fiiggvényt, amely egy ,géatat” szab a korlatokndl, igy xj csak a megengedett
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Algorithm 5 BintetSEljaras(f, g, p, to, 5, ¢€)
k=1
x), = argminP, (z
while (p,(zx) > ¢) do
k=k+1
Mk = fk—1
x = argmin,_ y P, (x)

tartomanyban lehet. (Emiatt ez a modszer csak egyenldtlenségi korlatok esetén
hasznalhato).
Példéaul

ba(e) = =Y In(~g:())

pozitiv értéket ad a szigortian megengedett pontokra, végtelent ha valamely
korlat éles. A korlatozofiiggvényt a nem megengedett pontokban nem sziikséges
definialnunk. A B,(z) = f(x) + b,(x) 4] célfiiggvényt minimalizélva kapjuk
a kozelitést. Az algoritmus alapvetSen ugyanaz mint a biintets-fliggvényeknél,
azonban p-t cstkkentjiik a novelés helyett (a hataron tovabbra is nagy lesz). Jog-
gal vehetjiik észre, hogy ezzel a moédszerrel tovibbra is figyelembe kell venniink
bizonyos kényszereket, de az 0j feladatra ezek egyike sem éles, igy barmilyen
nemkorlatos eljarast hasznalhatunk, bizonyos 6vintézkedések megtétele utan.

Algorithm 6 KorlatozoEljaras(f, g, b, o, 5,¢€)
k=1
x, = argminB,,(z)
while (b,(x) > ¢) do

k=k+1
e = 5t

x = arg ming x P, (z)

8.3. Gradiens vetités modszer

Ez az eljaras a legmeredekebb ereszkedés modszerének korlatozott problémak
megoldasara szolgdlé modositasa. Minden 1épésben, az 4j iranyt tugy moddosit-
juk, hogy még a megengedett régiéban maradjunk, oly médon, hogy a gradienst
az aktiv korlatokra vetitjiik.

A vetitést egy P projekcioval végezziik, r = —PV f modon. Ha M az aktiv
korlatok Jacobi-matrixa (azaz oszlopai Vg;(z), azokra a g;-kre, melyekre g;(z) =
0), akkor

P=1I-MMT"M)"*MT

ugyanis tudjuk, hogy minden aktiv korlidtra r mer6leges a korlat gradiensére,
azaz Vglr = 0. Igy
MTr=0
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. A legmeredekebb ereszkedés iranyat a

minr? V f
MTr =0
Il =1

probléma megoldaséaval kapjuk meg. A Lagrange—fiiggvényt hasznalva
L(r,u,v) = IV f + 7T Mu + vr'r
ahol u € R", v € R, ||r||2 = rTr. Az optimalitas sziikséges feltétele

a—L=Vf+Mu+2vr:O
or

Beszorozva M7 -al és figyelembe véve hogy MTr =0
MIVF+ M Mu+20MTr = MTVf + M Mu=0

amibsl
u=—(MTM)"*MTVf

Ezt visszairva az eredeti egyenletbe megkapjuk az

1

"= 2v

(E—MM*"M)"* M)V f
Az i szorzotol eltekinthetiink, r egy iranynak felel meg.

Ha r = 0 és u > 0, akkor a Kunh—Tucker-feltételek &llnak, igy KKT pon-
tot taldltunk. Ha valamelyik Lagrange-multiplikator negativ, akkor tovabbra is
taldlhatunk csékkend irdnyt bizonyos negativ w;-vel biré korlatok elhagyasaval.
A negativ u; jelentése ugyanis, hogy a megfelel§ korlat nem éles az ereszkedési
iranyra. Altalaban a legkisebb u;-vel rendelkezd korlatot hagyjuk el. Ha 7 # 0,
akkor megtalaltuk az ereszkedési iranyt. Egyébként még t&bb korlatot hagyha-
tunk el. Ha méar nincs tobb korlat, de r = 0, akkor megallhatunk, elértink egy
KKT pontot.

Miutan az r megengedett iranyt megtalaltuk, meghatarozzuk az optimalis
lépéskozt

A=argmin, o f(zx +pr) <0

ugy, hogy a kovetkezs iteracio kielégitse a nem éles feltételeket, azaz g;(zx +
Ar) < 0. Valojaban az elsé olyan korlat, amely éles lesz az r irdany mentén, haté-
rozza meg a maximélis 1épéskozt Apax-ot. Specidlisan egy aiTx — b; <0 lineéris
korlat esetén A-nak ki kell elégitenie az a” (xp + M) — b; < 0 egyenlStlenéget,
T

gy hogy Amax < ot Tk aﬁr ok

A ) kiszamitéséra nemlinearis korlatok esetén azok helyett szamolhatunk
azok linearis kozelitésével. nemlinearis korlatoknal arra is sziikség lehet, hogy
egy visszadllitasi 1épésben gondoskodjunk réla, hogy az Gj pont nem sérti meg
az éles korlatokat.

A legmeredekebb ereszkedés vetitése altalanosithatd mas ereszkedési iranyt
hasznal6 eljarasokra is. Annyit kell tenniink, hogy V f helyett a hasznalni kivant
irdnnyal implementaljuk az algoritmust.
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Algorithm 7 GradProj(f, g, zo, €)
k=0
repeat
r=—(I—-MMTM)"'MT)Vf
while (r = 0) do
u=—(MTM)"*MTVf
if (min; u; < 0) then
g;-t eltavolitjuk az aktiv korlatok koziil.
else
return z;, (egy KKT pont)
A = argmin,, f(zy + pr)
if (Jig;(xr + Ar) < 0) then
Hatarozzuk meg Ay ax-ot.

A:)\max
Thy1 = Tk + Ar
k=k+1

until (|lk - xk,1| < 5)

8.4. Inegzakt vonalmenti keresés

Majdnem minden ereszkedési iranyt hasznalo eljarasban sziikséges minden lé-
pésben egy vonalmenti keresés. Eddig csak optimalis lépéskdzt hasznaltunk,
igy egzakt keresést tételeztiink fel. Az is igaz, hogy kvadratikus fiiggvények-
re ezt kiszdmolni kénnytd. Egyéb esetben egydimenziés optimalizalé eljarast
hasznalhatunk. Ha a minimumtél még tavol vagyunk, az optimalis 1épéskoz
Lbual jo kozelitése” dltalaban nem hatékony. A kérdés, honnan tudhatjuk, hogy
mennyire messze vagyunk, és a kozelitésiink mar elegends? Pontos valasz nincs
a kérdésre, de néhany szabalyt alkalmazhatunk. Péld4ul gyanithatjuk, hogy
IVf(z)|| — 0, ahogy = — x*. Hogy elkeriiljiik a tul nagy, vagy tul kicsi lépés-
kozt, a célfiiggvény megfelel§ csokkentésére van sziikség. Egy kicsi 0 < a < 1-re

fe+ (1 = AV fIr, <f(ar + Arg)
flor +Mrg) < fro + Oz)\kaTrk

teljesiilése sziikséges. A ¢, (A) := f(xp + Ary) jelolést hasznalva, a két egyen-
16tlenséget egyiitt a

e, (0) + (1 = )y, (0)A < o, (A) < o1, (0) + gy, (0)A

alakban irhatjuk. Ezt Goldstein feltételnek nevezziik. A mésodik egyenlGtlensé-
get, ha magaban szerepel Armijo-egyenlStlenségnek hivjuk. A két egyenlGtlenség
ad egy alsé A és egy fels6 \ korlatot A-ra. Ez jelenthet tSbb nem Osszefiiggs in-
tervallumot és az optimélis megoldas akér kiviil is eshet ezeken. Ezt elkeriilendd
tovabbi feltételre van sziikségiink: A gradiens az 4j pontban kisebb legyen, mint
a régiben. Az elozo jeltlésekkel tehat

Pr(N) < 09, (0)

vagy masképp
Vf(xk + )\T‘k)TTk < O'Vf(xk)TTk
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Ezt a kritériumot Wolfe-feltételnek nevezziik. Az Armijo- és Wolfe-feltételt
egyiitt szokas Wolfe-feltételeknek nevezni.

A gyakorlatban altaldban egy visszakovetd vonalkeresést végziink, amig a
kivalasztott feltételek nem teljesiilnek. Ennek koncepcioja az aldbbi: Adott
(akar nagy) kezdd lépéskoz Ao, csokkentsiik ardnyosan egy 0 < 8 < 1 faktorral,
amig a kivalasztott feltételek nem teljesiilnek

k=1

while (feltételek nem teljesiilnek) do
Ak = BAk-1
k=k+1
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9. Determinisztikus GO algoritmusok

9.1. Determinisztikus heurisztika, DIRECT

A heurisztikékra gyakran gondolunk gy, mint olyan algoritmusokra, melyek
adnak egy kozelité megoldast, mindenféle garancia nélkiil, hogy az kozel van
az optimumhoz. A globalis optimalizdlasban heurisztikik gyakran pérosulnak
véletlen keresési technikakkal. Egy konnyen érthets példa a racs menti keresés.
Hatékonysdga kdnnyen elemezhets, a kiértékelt pontok szama exponencialisan
né a dimenzidval.
Ami altaldnos a heurisztikikban, nyerni prébalunk a lokalis és globélis keresésen
egy megengedett teriileten.

A DIviding RECtangles (feloszté téglalapok) algoritmus elére meghatarozott
N szamu mintapontot general egy tégla altal hatirolt megengedett teriileten
elhelyezkedd racs felett a skilazott

kozéppontbdl indulva. Ezt kdvetGen az xj pont finomitasa az xi egy kérnyeze-
tében valé Gjabb mintavételezést jelent.

Hogy elddntsiik mik az érdekes teriiletek, minden mindtaponthoz egy (akar
valtoz6) uy, sugarvektort tarolunk, hogy leirja az (xy —uk, r +ur) téglat. Az uy
hossza és az f(zy) fliggvényérték hatarozza meg, hogy zj jelolt-e finomitasra,
vagy sem. Egy a paraméter szabalyozza a lokilis kontra globalis nyereséget. Az
algoritmust harom dontés jellemzi

e Hogyan véalasszuk meg a finomitasra szant pontokat
e Hogyan mintavételezziink a kivalasztott pont koril

e Hogyan frissitsiik az uy informaciot.

9.1.1. Kivalasztas és finomitas

A kivalasztas modja megad minden iterdcidban egy M szama listat a mér ki-
szdmolt u; vektorok méreteivel. Ezt tarolhatjuk rendezve. Minden pontban
a hozzarendelt uj vektor valamely s; altal meghatarozott S; méretosztélyba
esik. Az alapétlet az, hogy Uj pontok generalasaval az aktuélis mintapontok
kisebb méretekhez keriilnek. Az el6fordulé méretek nem ekvidisztansak, de uy
frissitésének modja miatt egy meghatarozott mintazatot kovetnek. Minket a
viszonylag alacsony pontok (f(zx) kicsi) érdekelnek és azok is a viszonylag fel-
taratlan részeken (||lug| nagy). Egy Pareto-féle médon minden nemdominalt
pontot kivalasztunk finomitasra. Els§ kérben ez minden olyan pont kivalasz-
tasat jelenti, ahol m; = minges, f(xx). Itt az o paraméter arra szolgal, hogy
ne legyen til lokalis a mintavételezés. Az fU — a |fU‘ értéket jegyezziik meg,
fY = ming, f(xy). Ezt a pontot az u.n. nemdominalt pontokhoz vessziik. Egy
egyenest képzeljink ebbdl a pontbél felfeé ugy, hogy a kapott gorbe konvex
maradjon. Lassuk hogyan kivitelezhets ez. A legnagyobb méretosztalybol Sy
indulunk, kivalasztjuk az m; minimumnak megfelel6 pontot és végigmegyiink a
j osztalyon egészen

Sj

ijfU*Oé}fU|+ (mj—lfo+a|fU’)

8]‘71
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esetig hogy m; az egyenes foldtt legyen az fU — o|fV] és m;_1. Ez azt jelenti
hogy az utolso legalacsonyabb pont nem feltétleniil lesz finomitva, mert a korii-
16tte 16vS tér nem elég iires. Ahogy mar szerepelt, ez az « csak az paraméterrel
szabéalyozhatd.

Algorithm 8 select(fi,..., fx, [|Ju1ll,-- -, |lukl,

Hatarozzuk meg fU = min; fi-t.
Rendezziik az |Jul], ..., |lug| listat és adjuk meg az Si,..., Sy osztalyokat
S§1 >89 >+ >SN
mi = minge, fr, J=1
repeat
klvalasztjuk arg mingcg, fr-t
j=J+1, mj=minges; fi
until (m; > fU —« ‘fU| + 2 (mj_1 — Y+« |fU|))

s;—1

9.1.2. Finomitas és négyzetek frissitése

Egy pont finomitasan az (x—u, x+u) hipertéglabol valo tovabbi mintavételezést
értiink. Tovabb4 a régi x mintapont a tovabbi Gj mintapontokkal egyiitt kisebb
sugarvektort kap, mint u.

Algorithm 9 refine(x, u,global k,N)
Hatarozzuk meg I = argmax;u;
for (i € I) do
Ertékeljiik ki az f(z — 2uze;) és f(x + Zuze;)
w; = min{ f(z — %uiei), flx+ %uiei)}
k=k+2
if (k=Fk+2) then
STOP
for (i € I) do
v =Uu
repeat
kivalasztjuk n = arg max;c jw;-t
for (i € I) do
Vin = 1%11/»,7
Un = 3Un
Taroljuk zp_1 == — %unen,uk_l =y
Taroljuk =z =z + %unen, Up = Uy
until (I = ()

9.1.3. DIRECT
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Algorithm 10 DIRECT(f,a, N)

k=121 =3(1,1,....,0)7 uy = 2(1,1,..., )7, f1 = f(z1)
repeat
J =select(f1, ..., fr, lull,- -, Jukll, @)
for (j € J) do
refine(z;, u;, k, N)
until (STOP)

10. Sztochasztikus GO: PRS, Multistart, Szimu-
l1alt lagyitas

Sztochasztikus eljarasok alatt az olyan algoritmusokat értjiik, melyek (al)véletlen
szamok segitségével generalnak Gj probapontokat. Két alapvetd megkozelitést
vizsgalunk meg: Pure Random Search (tiszta véletlen keresés), valamint Mul-
tistart. Ezt a szimulalt lagyitas heurisztika egy klasszikus valtozata koveti.

10.1. Pure Random Search (PRS)

Egyenletes eloszlasban generaljuk a pontokat a tartomanyon, és a legkisebb
értéket adot eltaroljuk mint a globalis minimum pont egy kozelitését. Ked-
velt referenciaalgoritmus, mivel kdnnyii elemezni. Megmutathatd, hogy néhany
konnyed feltevés utan az

yay = min{f(z1),..., flan)}

valosziniiségi valtozo eloszlasfiiggvénye

Fayly) =1—(1—p(y)~

ahol p(y) az y-hoz tartozé nivohalmaz mértéke, p(y) = P(f(z) < y).

Egy korai megfigyelés szerint annak valdszintisége hogy az N + 1. hizéas-
sal jobb pontot taldlunk ha méar N hizas volt, ﬁ, és K 1jabb pontra ez a
valészintiség MLK—ra né.

A sztochasztikus folyamatokra igaz, hogy ha N — oo, akkor a végén a globa-
lis optimumot megtalaljuk. Ez persze csak elméletileg nyugtathat meg minket,
valéjaban célunk elérésének valdszintisége nagyban fligg a sikerteriilet méretétél.
Egy klasszikus megkozelités ennek a novelésére lokalis keresés hasznélata. Ezt
az eljarast multistartnak nevezziik.

10.2. Multistart

Legyen LS(z) : X — X olyan lokilis optimalizdl6 rutin, amely egy megadott
kezdGpontbdl visszaad egy pontot a tartoményban, ami koézelitése egy lokélis
minimumnak. A multistart véletlen generélt kezdpontokb6l LS-sel generalt
pontok torlédési pontjait hatdrozza meg.

Altalaban problémat jelent a megallas kérdése, azaz hogy mikor talaltuk mar
meg az Osszes optimumot. A megéallasi szabélyt tekintve egy 1987-es eredmény
alapjan egy nem til sok feltevést igényls eredmény sziiletett:
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Ha N lokalis keresést végeztiink, és megtalaltunk w optimum pontot, akkor
az optimum pontok becsiilt w szama:
w(N —1
N—w-2

Az alapotlet az, hogy megallunk, amikor w mar kozeli w-hez.

Algorithm 11 Multistart(X, f,LS, N
fY =00
for (k=1,...,N) do
Generalunk x pontot X-ben egyenletesen
z = LS(z)
if (f(z) < fY) then
U= flar), =Y =y

10.2.1. Klaszterezés a lokalis keresések szamanak csokkentésére

Az alapotlet az, hogy értelmetlen szamitési teljesitményt fektetni olyan loka-
lis optimalizdlasba, amelyben a kiindulasi pont valamely mar megtalalt lokalis
optimum vonzasi tartomanyaban van. Kis fliggvényértékeket adé pontok me-
dencékbe koncentralédnak, amik érintkezhetnek lokalis minimalizal6 eljarasok
vonzasi tartoményaval. Sima fliggvények esetén az ilyen tartoményok ellipti-
kus karakterisztikaval birnak, amit a Hesse-matrix ir le az optimum pontokban.
Sok klaszterez§ algoritmus valtozatot terveztek és nagy elérelépések torténtek
a 70-es és 80-as években a klaszterek meghatarozésahoz felhasznalt informaciot
illetéen. Numerikus eredményeket analitikusak véltotak fel.

Most az u.n. MLSL (Multi-Level Single Linkage) algoritmust mutatjuk be.
Ez nem koézvetleniil formék klaszterekt, de az Gtlet, hogy nem inditunk lokalis
keresést olyan pontbdl, melyet impliciten mar egy masik megtaldlt optimum-
hoz rendeltiink. A megtalalt optimumokat a A halmazban taroljuk. A tirési
tavolsagot az aktuélis k iteracidéban a

n

re = /7 (aV(X)F(l + 2)10;2’{) ’

10.2.2. Alagutazas és feltoltott fiiggvények

Mig a klaszterezés 6tletét a 70-es években kutattak, egy masik &tlet is megje-
lent a 80-as években: Nem érdekel minket az 6sszes lokilis optimum, csak le
akarunk lépdelni a lokélis optimumokon keresztiil a globalisig. Szamos gyakran
hivatkozott cikk jelent meg a téméaban és tovabbi kutatasokat eredményezett.
Az egyik ilyen otlet:

Tegyiik fel, hogy egy véges sok minimum ponttal rendelkezd sima fiiggvény
optimumat keressiik. Miutan megtalaltunk egy lokilis minimumot, a fiiggvényt
attranszformaljuk, hogy egy 0j kezdépontot talaljunk egy jobb lokalis minimum-
hoz tartozé vonzéasi tartomanyban. Ezt megtehetjiik egy u.n. alagutazassal,
vagy feltoltéssel.
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Algorithm 12 Multi-level Single Linkage(X, f, N,LS,~, o)

Valasszunk egyenletesen N pontot X-en és értékeljiink ki 6ket. A = ()
Vélasszuk ki a k = yN legalacsonyabb pontot.
for i=1,...,k) do
if (7 < i, (/) < f(@)BS |a; — @] < 72) then
Lokalis keresés LS(z;)
if (LS(z;) ¢ A) then
Téaroljuk LS(z;)-t A-ban.
while (|A| — ¥ < 0.5) do
k =k + 1, vesziink egy z; mintapontot X-bgl.
if (Aj <k, (f(z;) < f(xx) BES ||z; — x| < ri)) then
Lokalis keresés LS(xy)
if (LS(zx) ¢ A) then
Téroljuk LS(xg)-t.

Az alagutazés: Miutdn megtaldltunk egy x7 lokélis minimumot egy ¢ kez-
dépontbdl, az algoritmus iterativan keresi a

f(z) = f(a})

Tk(m): (;L*fﬂz)a

=0

egyenlet megoldasat, o > 0. Az x # x), megoldasban a fiiggvényérték azonos
flzw) = f(x}), igy ezt kezddpontnak hasznalhatjuk egy lokalis keresésben hogy
elerjilk =7, ,-ot amiben f(x},,) < f(z}), amire aztadn ugyanezt végrehajtjuk.
Az 6tlet csabito, a kérdés csak az alagutazas végrehajtdsanak hatékonysiga.

Egy masik eljaras az ugynevezett feltoltés. A cél ugyanaz mint az alagutazas-
nal. El kivanjuk érni egy eddig talaltaknal jobb minimum vonzasi tartomanyat.
Az Gtlet azonban itt az, hogy megsziintetjiik a stacionarius pontokat a mér
megtalalt optimumok vonzési tartomanyaban. Ehhez az x7-hoz tartoz6 vonzasi
tartomanyt ,feltoltjik”. Példaul az alabbi

1 |z — ;12
ff(x) = r+f(x)e><p< p’“ >

feltoltott fliggvényt.

Algorithm 13 Feltoltott fliggvény multistart
k=1, af =LS f(xg)
repeat
Adaptaljuk a p és r paramétereket.
Valasszuk meg &-t
zp = LS ff(a}, +§)
Ty = LS f(xy)
k=k+1
until (f(z}) > f(z}_,))
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10.3. P-algoritmus
Legyen fU = min; y; a legjobb eddig talalt fiiggvényérték, és dy egyféle pozitiv

aspiracids szint a javulasra a k iteracidban. A P-algoritmus a kvetkezd pontnak
azt valasztja, amelynél az fU — 6, javulas valoszintisége maximalis:
1 = argmax, P& () < fY — 0y)

daul ha & Gauss-eloszlasi, akkor a modellt leirja az my(x) és si(x) varhato
érték és szoras, ekkor a fentivel ekvivalens:

Y =6 — mp(2)
sk(x)

Tyl = argmax,
Vegyiik észre hogy si(p;) = 0.

10.4. Radiilis alapfiiggvény

Az alapétlet, hogy interpoldljuk f-et az x pontban az y; és p; értékek isme-
retében dgy, hogy a kozeli pontok jobban szamitanak. Fzt az u.n. radiélis
alapfiiggvénnyel érjiik el. Pl. ©(r) = exp(—7?). Legyen most

pr(x) = Zwi@(llw —pill)

ahol a wy, stlyok meghatdrozhatok a ¢ (p;) = y; egyenletekbél (w = O(p)~tyT

egyenletrendszer)

10.5. Vezérelt véletlen keresés

Algorithm 14 Vezérelt véletlen keresés
k=N
Generéljunk és értékeljiink ki egy P halmazt N egyenletesen valasztott X-beli
ponttal
yr = f(pmax,) = maxyep f(p)
while (y; — minyep f(p) > ) do
k=k+1

Valasszunk egy {p1,...,pn+1} véletlen részhalmazt P-bsl

2\
T = Zizl Pi — Pn+1

if (Sﬂk e X ES f(l’k) < yk'fl) then
cseréljiik ki pmax;-t xy-ra P-ben.
yr = f(pmax,,) = maxpep f(p)

10.6. UPCR - MaAlna-algoritmus

Az eljarast elsGsorban azért fejlesztették, hogy képesek legyenek egy S(f* + )
szintvonalat lefedni, ami egy konfidenciatartoményt reprezentalna nemlineéris
paraméterbecslésnél. Az 6tlet az, hogy az S(f*+0) fedését keressiik P-beli min-
tapontokkal mintha azok egyenletes eloszlasbol lennének, vagy egy u.n. Méalna-
halmazbél R = {z € X|3p € P, ||z — p|| < r} ahol r egy kicsi sugar.
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Algorithm 15 UCPR(f, X, N,c, f* 4 ¢)
k=N
Generalunk és kiértékeliink NV véletleniil egyenletesen valasztott X-beli pontot
(P).
yr = f(pmax,) = max,ecp f(p)
while (y, > f*+ ) do
k=k+1
Hatarozzuk meg az atlagos pontkozi tavolsagot (ry) P-ben.
Malna halmaz: Ry ={z € X|Ip € P, ||z —pi|| < c- 7}
Generéljuk zp-t egyenletesen Rp-ban.
if ((L‘k e X ES f(l'k) < ykfl) then
Cseréljiik pmax;-t z € P-re.
yr = f(pmax;,) = max,ep f(p)

10.7. Szimulalt lagyitas

A fenti két algoritmusnak b@séges irodalma van. J6val nehezebben elemezhets-
ek, de alkalmazésokban nagyon népszerti médszerek az u.n. meta-heurisztikak.
Ide tartozik a Szimulalt lagyitas, evolicids algoritmus, genetikai algoritmus, ta-
bu keresés.

Fontos kérdés, hogy vajon tényleg jobbak tudnak-e lenni ezek a médszerek, mint
a klasszikus moédszerek valamilyen 6tvozete? Most bemutatjuk az u.n. szimu-
lalt lagyitast. Ez egy olyan mintavételezési folyamatot ir le a doéntési térben,
ahol az 4j mintapontokat a jelenlegi iteracié egy u.n. szomszédsigabdl valaszt-
juk. Az 4j mintapontokat mindig elfogadjunk, ha jobbak, és p valoszintiséggel
ha rosszabbak. A valoszintség az u.n. hdémérséklettdl fiigg, ami csbkken az
iteraciok soran.

Az algoritmus tartalmazza a CR (cooling rate) paramétert, ami a hémérsék-
let cs6kkenését szabalyozza. A kezdShomérsékletet itt fix 1000-nek valasztjuk.
Az algoritmus egy rossz pontot attol fiiggben fogad el, hogy az mennyire rossz,
illetve mennyire el6rehaladott az algoritmus. Ez egy altalanos koncepcid a szi-
mulalt lagyitasban. Szamos 1t kindlkozik a szomszédsagbol valé mintavételezés-
re. Egy dimenzioban intuitivan az [z — €, 2%, + €] valasztas a kézenfekvs. Mivel
ezek a heurisztikik kezdetben nem folytonos, hanem egészértéki problémakra
irdnyultak, az egyik els6 megkozelités szerint a folytonos véltozdkat bitlancként
kodolhatjuk. Szemléltetésiil: Az [3,7] minden pontjat egy (Bi, ..., By) € {0,1}°
bitlanc reprezentélja, ahol

Z?:1 B2t

o 4
r=3+ =h

Ez egy racsot ir le, ahol minden bitlancnak egy racspont felel meg, igy a raszter-
tavolsag 54111. A szomszédsigbol valé mintavételezésen az egyik B; atbillentését
értjilk. Az igy kapott Gj pontkat nem feltétleniil tekintenénk a folytonos érte-

lemben szomszédsagnak.
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Algorithm 16 SA(X, f,CR, N

fU =00, Ty =1000
Legyen x; egyenletes eloszlas szerint generalt pont X-bél.
for (k=1,...,N) do
Generaljuk z-et x; egy kérnyezetébdl
if (f(z) < f(zk)) then
T4+l = T
if (f(z) < fY) then
fU=f(z)esa¥ ==

else
)= f (@)
e Tk valoszindséggel xr11 =
Tiy1 = CR - T
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