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1. Lehetséges kimenetelek

Az aldbbi véletlen jelenségek megnevezett megfigyelésével kapcsolatban adjuk meg az eseményteret, azaz soroljuk
fel a lehetséges kimeneteleket (mds néven: elemi eseményeket). Minden esetben allapitsuk meg, hogy hany elem az
eseménytér?

1. a) Kétszabilyos érmével dobunk,
b) Hérom szabdlyos érmével dobunk,
¢) Négy szabélyos érmével dobunk,
d) Ot szabdlyos érmével dobunk,
e) Tiz szabalyos érmével dobunk,

és megfigyeljiik mindegyik érmén, hogy melyik oldal van felil.
2. a) Addig dobunk egy szabalyos érmével, amig végre fejet kapunk,

b) Addig dobunk egy szabalyos érmével, amig méasodszorra fejet kapunk,
¢) Addig dobunk egy szabdlyos érmével, amig harmadszorra fejet kapunk,

és megfigyeljiik, hany dobas kell ehhez.
3. a) Addig dobunk egy szabdlyos érmével, amig végre fejet kapunk,

b) Addig dobunk szabdlyos érmével, amig mésodszorra fejet kapunk,
¢) Addig dobunk szabdlyos érmével, amig harmadszorra fejet kapunk,

és megfigyeljiik, hogy addig hanyszor dobtunk {rast.

4. a) Kétszabdlyos (kiilonb6zd szinti) dobdkockaval dobunk,
b) Harom szabalyos (kiilonb6z6 szinti) dobkockaval dobunk,
¢) Négy szabdlyos dobdkockdval dobunk,
d) Ot szabilyos (kiilonbozd szinti) dobdkockaval dobunk,
és megfigyeljiikk mindegyik kockdn, hogy melyik szdm van feliil.

5. a) Addig dobunk egy szabdlyos dobdkockdval, amig végre hatost kapunk,
b) Addig dobunk egy szabalyos dobdkockaval, amig masodszorra hatost kapunk,
¢) Addig dobunk egy szabdlyos dobokockdval, amig harmadszorra hatost kapunk,
és megfigyeljiik, hany dobas kell ehhez.

6. a) Addig dobunk egy szabdlyos dobdkockdval, amig végre hatost kapunk,
b) Addig dobunk egy szabalyos dobdkockaval, amig masodszorra hatost kapunk,
¢) Addig dobunk egy szabdlyos dobdkockdval, amig harmadszorra hatost kapunk,
és megfigyeljiik, hogy addig hanyszor dobtunk hattdl kiillonb6z6 szamot.



2. Kombinatorika

1.

A hét torpe minden este mds sorrendben szeretne sorba 4llni, amikor Héfehérke a vacsorat osztja. Hanyfélekép-
pen tehetik ezt meg?

Hanyféle sorrendben rakhatok ki a MATEMATIKA sz6 beti?

. Egy versenyen 5-en indulnak, az Gjsagok az els6 harom helyezett nevét kozlik. Hanyféle lehet ez a lista? (Kozlik

a helyezést is.)

Egy fagyizéban 5 féle fagylalt kaphat6: vanilia, csoki, mdlna, piszticia és citrom. Hanyféleképpen vehetiink 2
gombdcot, ha szamit a gombdeok sorrendje is, és lehet egyfajtabdl tobbet is venni?

Van 6 lanyismer&som, és kett6t el akarok hivni moziba. Hanyféleképpen tehetem ezt meg?

3 4j tandrt és egy titkdrn6t akarnak felvenni egy iskoldban. 6 tandr- és 3 titkarnd-jelolt van. Hanyféleképpen
keriilhetnek ki koziilikk az iskola dj dolgoz6i?

Egy szamkombindcids zarat 3 db kiillonbo6z6, 1 és 10 kozotti szam begépelésével lehet kinyitni, de tudjuk, hogy
a szdmok ndvekvd sorrendben vannak. Héany ilyen kombin4cié van?

3. Klasszikus képlet

10.

11.

12.

. Feldobunk egy érmét kétszer egymdsutan. Mi a valészintisége, hogy dobunk fejet? Es hogy pontosan 1 db fejet

dobunk?

. Egy csomag magyar kartyabdl kivesziink egy lapot, megnézziik a szinét, majd visszatesszilk. Megkeverjiik a

paklit, majd megint valasztunk egy lapot. Mennyi a valdszintisége annak, hogy a két lap szine kiillonb6z6?

. Mi a val6sziniisége annak, hogy két darab (szabalyos) kocka feldobasakor legaldbb az egyik 6-os lesz? Es annak

a valésziniisége, hogy egyik sem lesz 6-0s?

. Mi a valészinlisége annak, hogy egy hdromgyermekes csaldadban a gyerekek mind egynemtiek, ha a lanyok és a

fiuk sziiletési valdszintisége egyarant %?

. Legaldbb hany szabdlyos pénzdarabot kell feldobni ahhoz, hogy 90%-nal nagyobb legyen az esély arra, hogy

legyen koztiik fej?

. Mennyi a valdsziniisége, hogy ha egy polcon 7 db konyvet véletlenszer(ien sorba rakunk, akkor egy koztiik 1év6

trilégia kotetei egymds mellé keriilnek?

. Hatszor dobunk egy szabalyos dobdkockaval. Mi a valészinlisége annak, hogy mind a hat szam el6jon?

. A brazil labdarigé valogatott edzésének megkezdése el6tt, az edzésen résztvevd 22 jatékost két csoportba oszt-

jak. Mi annak a valészintisége, ha taldlomra torténik a szétosztas a két 11-es csoportba, hogy Ronaldo és Ronal-
dinho egymads ellen jatszik?

. Mennyi a valészintisége annak, hogy az 6tos lottén (90-b8l 5 szamot hiznak, sorrend nem szadmit) pontosan két

taldlatunk lesz? Es hogy legalabb két talalatunk lesz?

Egy dobozban 6 z6ld és 4 sarga goly6 van. Kihidzunk (visszatevés nélkiil) 4 golyé6t csukott szemmel, mennyi a
valdszintisége, hogy pontosan két z6ld goly6t hiiztunk ki?

Mi a valészintisége annak, hogy egy 23 f8s tarsasdgban van legaldbb két olyan ember, akiknek a sziiletésnapja
ugyanarra a napra esik (tegyiik fel, hogy az emberek az év 365 napjin egyforma eséllyel sziiletnek)?

Mi a valésziniibb: 6 kockadobdsbodl legalabb egyszer hatost dobni, vagy 12 kockadobasbdl legalabb 2-szer hatost
dobni?



4. Feltételes valoszintiség

1. Egy szabdlyos kockdval dobunk. Bardtom l4tja a dobds eredményét, de én nem. Mennyi a valészintisége, hogy
6-ost dobtunk,
a) ha baratomtél tudom, hogy parosat dobtunk?
b) Es ha azt tudom, hogy legaldbb 3-ast dobtunk?
¢) Es ha azt tudom, hogy legfeljebb 5-6st dobtunk?

2. Feldobunk két kockat.

a) Mi annak a valészinfisége, hogy legalabb az egyik kockéan 2-est dobunk?
b) Mi annak a valdszinlisége, hogy legaldbb az egyik kockdn 2-est dobunk, ha mér tudjuk, hogy a dobott
szamok 6sszege 67

3. Tegyiik fel, hogy azonos eséllyel sziilnek az anydk lanyt vagy fitt. Tekinsiink egy véletlenszer(ien valasztott
haromgyerekes csalddot. Ha megtudjuk, hogy a csalddban van fid, akkor mennyi annak a valdszintisége, hogy
a) pontosan egy fid van a csalddban?
b) pontosan két fid van a csalddban?
¢) pontosan hdrom fid van a csalddban?
4. A baritommal snapszerozom. Ebben a jétékban 20 darab lap van, mind a négy szinb6l ot. En is és bardtom is
kap 5 lapot.
a) Mi a val6szintisége, hogy a bardtomnak van zoldje?
b) Mi a valdszinlisége, hogy a bardtomnak van zoldje, ha nekem 3 z6ldem és 2 pirosam van?

5. Egy iskoldba 260 ember jar, 230 tanul6 és 30 tanar. Egyszer egy influenzajarvany tort ki koztiikk. Az orvos az
alabbi tablazatot készitette:

Beteg | Egészséges | Osszesen | Esemény
Fid 50 60 110 Ay
Lany 40 80 120 As
Tanar 10 20 30 As
Osszesen | 100 160 260
Esemény Bl Bg

a) Véletlenszertien kihtiizunk egy kartont. Mi a valdszintisége, hogy: i) fitié? ii) betegé? iii) beteg fitié?

b) Ha el6zetesen a fitik, ldnyok és tandrok kartonjait kiilon fikokba gy(jtotték, én a 1anyokébdl hiizok, mi a
valészinilisége annak, hogy beteg lanyt hiztam?

¢) Az orvos szorgos asszistense egy kupacba kidobdlta a fiokokbdl az osszes kartont, aki beteg volt. Ebbdl
véletlenszer{ien hizva egyet, mi a valdszinlisége annak, hogy tanar az illet6?

d) Ha kett6t hizok ugyanebbdl a beteg-kupacbdl egymds utdn, mi a valdszintisége, hogy az elsd fid lesz, a
madsodik 1any? Es hogy mindkett6 fid lesz?

5. Szorzasi szabaly

1. Egy urndban 3 piros, 5 fehér és 6 zold goly6 van. Kihidzunk koziiliik 3 golyét. Mennyi a valdszintisége, hogy
elsére pirosat, masodikra fehéret, harmadikra zoldet hizunk, ha hizds utdn a golydkat

a) visszatessziik

b) nem tessziik vissza?



2. Egy lakotelepen csétanyirtast végeztek. Az els6 vegykezelés még a csétanyok 60%-at irtja ki, de utdna a csota-
nyok egyre inkdbb immunissd valnak, igy a mdsodszorra mar csak a 40%, harmadszorra pedig csak a 20%-uk
pusztul el. Mi a valdszintisége, hogy egy megjelolt csétany

a) 4tvészeli a teljes eljarast?
b) az utolsé irtdskor pusztul el?
c) tiléli a kezelést, ha az elsd kezelés utan még lattak élve?

3. Egy dobozban 16 alkatrész koziil 3 hibds. Mi a valdszinlisége, hogy hdrom egymads utdn kivett alkatrész miiko-
déképes?

4. Egy valszamvizsgan 30 tétel van. Ezek koziil 6 a nevezetes eloszldsokkal kapcsolatos. Az elsé két szébelizd
hallgat6 kihuz egy-egy tételt. Mi annak a valdszintisége, hogy
a) csak az els6 hallgaté hiz nevezetes eloszlasos tételt?
b) mindkét hallgaté ilyen tételt hiiz (hizhatjdk mindketten ugyanazt is!)
¢) egyik sem huz ilyen tételt?
5. Van két dobozunk. Az egyik dobozban 3 piros és 2 kék golyd van, a masikban 2 piros és 4 kék. Az elsé dobozbdl
atrakunk egy goly6t a masik dobozba, majd onnan atrakunk egyet az elsdbe.
a) Mi a val6észintisége annak, hogy ezek utin az elsé dobozban 3 piros goly6 lesz?
b) Mi a valészintisége annak, hogy az elsd goly6 piros és a masodik kék?
¢) Mi a valésziniisége annak, hogy az els6 goly6 piros volt, ha a mdsodik kék?
6. Van két dobozunk. Az egyik dobozban 3 piros és 2 kék goly6 van, a mésikban 2 piros és 4 kék. Az els6 dobozbdl
atrakunk egy goly6t a masik dobozba, majd onnan atrakunk egyet az elsébe, majd az els6 dobozbdl ismét egyet

a masikba. Talaljon ki olyan kérdéseket, melyek golyok szinével kapcsolatosak, €s feltételes valdszintiségekkel
megvalaszolhatok!

6. Teljes valosziniiség tétele

1. Egy suli tanul6inak 80%-a lany. Az els6 matekvizsgdn dltaldban a lanyok 85%-a, a fitk 90%-a megy at. A
hallgatésdgnak kb. hany szdzaléka megy at az els6 vizsgdn?

2. Két szabalyos dobdkockdval dobunk, és megnézziik a dobott szdmok kiilonbségét (ami egy 0 és 5 kozotti szdm).
Amennyi a dobott szdmok kiilonbsége, annyi szabalyos érmével dobunk. (Teh4t az is lehet, hogy 0 darab érmével
dobunk.) Mi a valdszintisége annak, hogy az érmékkel pontosan 4 fejet kapunk?

3. Els6 1épés: harom tizforintos érmével dobunk, és megnézziik, hany fejet kapunk. Mésodik 1épés: ahany fejet
kaptunk az elsé 1épésben, annyi hiszforintos érmével dobunk. Mi a valészinlisége annak, hogy a hdszforintos
érmékkel pontosan 2 fejet kapunk,

a) ha nem tudjuk, hogy a tizforintos érmékkel mi jott ki?

b) ha tudjuk, hogy a tizforintos érmékkel legaldbb 2 fejet kaptunk?



7. Bayes tétel

1. A ketyere gydrban az A, B és C gépsoron allitjak el§ a ketyeréket. Az A gépsoron a ketyerék 25, a B-n 35, a
C-n 40%-at gyartjak. Az A gépsoron eldallitott ketyerék 5%-a, a B gépsoron elballitottak 4%-a, a C-n gyartott
ketyeréknek csak 2%-a hibds. A hibdsakat félredobjak egy nagy kupacba. Ebbdl véletlenszeriien kiszedve egy
ketyerét, mi a valésziniisége, hogy azt az A, B, illetve a C' gépsoron gyartottik?

2. Egy bindris csatorndn a 0 jelet 1/3, az 1 jelet 2/3 valdszintiséggel adjdk le. Mivel az adést zajok zavarjék, ha 0-t

adnak le, akkor 1/4 valészintiséggel 1 érkezik, ha pedig 1-et adnak le, 1/5 val6sziniiséggel 0 érkezik.
a) Kaptunk egy 0-t. Mi a valdsziniisége, hogy ezt 0-ként is adtdk le?
b) Mi a valésziniisége, hogy 1-et kapunk?

3. Tegyiik fel, hogy egy bizonyos betegségben az embereknek csupdn 1 ezreléke szenved. A betegséget egy vér-
vizsgélattal lehet kimutatni. A vizsgdlat sajnos tévedhet mindkét irdnyban: beteg emberek esetén csak 0.9 a
valdszinlisége annak, hogy a vizsgilat betegnek jelzi, egészséges embereket pedig csak 0.8 a valdsziniisége,
hogy egészségesnek jelzi. Bardtomat nemrég vizsgéltik, és a vizsgélat betegnek jelezte. Nyugtassuk meg ba-

ratomat, hogy nem kell megijednie: a vizsgalat eredményének ismeretében sem tuil valészind, hogy a kérdéses
betegségben szenved.

8. Fiiggetlenség

1. Tegyiik fel, hogy az év egy bizonyos napjan Budapesten, New York-ban és Tokioban minden nap egymastél
fiiggetleniil esik az es6 0.6, 0.8, 0.5 val6szintiségekkel, illetve nem esik 0.4, 0.2, 0.5 valdszintiségekkel. Es6zés
szempontjabdl a hdrom varosban 8 féle varidcio lehetséges. Sorolja fel ezt a 8 varidciot, és mind a 8 varidcénak
adja meg a val6szintiségét!

2. (Az eldz6 feladat folytatdsa)

Hogyan egyszer(isodik az el6z6 feladatban a szamitas, ha az esd val6szintisége mindharom varosban ugyan-
annyi?

3. (Példa pdronként fiiggetlen, de dsszességében nem fiiggetlen eseményekre)
Egy 10 és egy 20 forintos érmével dobunk. Tekintsiik az aldbbi eseményeket:
e A = 10 forintos érme fejet ad
e B =20 forintos érme fejet ad

e (C = mindkét érmével irast dobok vagy mindkét érmével fejet dobok
A és B nyilvan fiiggetlenek egymadstél. Mutassuk meg, hogy

a) A és C fuggetlenek.
b) B és C fiiggetlenek.
c) Aés B és C nem fuggetlenek.

4. Egy piros és egy z0ld kockaval dobunk. Tekintsiik az alabbi eseményeket:

e A = adobott szimok Osszege 7

e B = legaldbb az egyik kockdn van hatos

e (' = mindkét kockdval paratlant dobok

e D = a két kockaval kiilonb6z6 szamokat dobok
e ' = azold kockéaval 4-est dobok

Vilaszoljuk meg a kovetkezd kérdéseket:

a) Fiiggetlenek-e egymastol az A és C események?
b) Kizardak-e az A és C' események?

¢) Mennyi a B esemény valdszintisége?



d) Hogy viszonul egymashoz A és D? Milyen kovetkeztetést vonhatunk le ebbdl a valdszintiségeikre nézve?
Es a fiiggetlenségekre nézve?

e) Fiiggetlenek-e egymastol az A és E események?
f) Mindezek alapjan mutassunk példét olyan eseményekre, amelyek

i. fiiggetlenek, de nem kizaréak,
ii. kizar6ak, de nem fiiggetlenek.

9. Vegyes feladatok

1. Allithatunk-e valami okosat P(A) és P(B) viszonyérdl, ha tudjuk, hogy

a) B maga utdn vonja az A-t?
b) A és B kizarjak egymast?
2. Egy szabalyos dobdédockat addig dobalok, amig végre kijon az elsé hatos. Megfigyelem, hogy ehhez hany dobds
kell.
a) Mi a valészinlisége annak, hogy a dobdsok szima pontosan 5?7
b) Mi a val6észinlisége annak, hogy a dobdsok szdma kevesebb, mint 5?
¢) Mi a valészinlisége annak, hogy a dobdsok szdma tobb, mint 5?
d) Mi a valdszintisége annak, hogy a dobdsok szdma t6bb mint 5, de kevesebb, mint 15?
3. Egy szabdlyos dobédockat addig dobalok, amig végre kijon az elsd hatos. Megfigyelem, hogy ehhez hany dobas
kell.
a) Mi a valésziniisége annak, hogy a dobdsok szama végtelen, vagyis soha nem kapok hatost?
b) Mi a valészintisége annak, hogy a dobdsok szdma 3-mal oszthaté 20-nél kisebb szdm?
¢) Mi a valészintlisége annak, hogy a dobdsok szdma 3-mal oszthat6?

4. Egy pakli francia kartyat (azaz 52 lapot, melyek kozott 4 dsz van) véletlenszertien négy jatékosnak osztunk ki
ugy, hogy mindenki kap 13-13 lapot. Mi a valdszintisége, hogy mindenkinek jutott 4sz?

5. Egy didk harom zarévizsgajara késziil. Az elsd juniusban lesz, és ezen 90%-os eséllyel megy at. Ha ezen atment,
akkor juliusban préobalhatja meg a masodik vizsgét, amely 80 % eséllyel lesz sikeres. Ha ezen is dtment, akkor
szeptemberben megy a harmadik vizsgdra, ahol mar csak 70% eséllyel megy at. Ellenben ha barmelyik vizsgdja
sikertelen, akkor csak egy év miulva lehet tjra probédlkozni

a) Mi a valdsziniisége annak, hogy az els évben dtmegy mindhdarom vizsgan?

2 2z

b) Feltéve, hogy nem sikeriilt az els6 évben letenni a vizsgdkat, mi a valdszindsége, hogy a masodik vizsgija
volt sikertelen?

6. Az A dobdkockénak 4 piros és 2 fehér oldala van, a B kockédnak pedig 2 piros és 4 fehér. ElGszor feldobunk egy
szabdlyos érmét. Ha fej, akkor a tovdbbiakban mindig az A kockdval jatszunk; ha irds, akkor pedig mindig a B
kockaval.

a) Mutassa meg, hogy a piros dobdsdnak valdszintisége mindig %
b) Ha az elsé két dobds piros, mi a valészintisége, hogy a harmadik is piros?
¢) Ha az els6 harom dobas piros, akkor mi a valdszintisége, hogy az A kockat hasznéljuk? (Csak a kocka

felsd lapjat latjuk, a kocka tobbi oldaldt nem.)

7. Egy dobozban 4 cédula van, harom piros és egy kék. Kihizunk egy céduldt, majd visszatesszilk még harom
ugyanolyan szinfivel egyiitt. Ezutdn ismét hizunk egy cédulat. Mi a valdszinfisége annak, hogy

a) egyforma szini céduldkat hiizunk?

b) pirosakat hizunk, feltéve, hogy egyforma szinti céduldkat hizunk?



8. Informécidink szerint az A céggel kotott iizleteink 60%-a, a B céggel kotott iizletek 70%-a bizonyul kedvezs-
nek. KettGjiik koziil a hamarabb jelentkezd céggel rogton két iizletet is kotiink. Feltehets, hogy 1/2 val6szind-
séggel jelentkezik hamarabb A B-nél, és forditva. Mi a val6sziniisége, hogy

a) az elsd iizletkotés kedvezd lesz?
b) mindkét izletkotés javunkra valik?
c) lesz koztiik rossz és jo lizlet is?

9. Ping-pongban az a nyertes, aki el6bb éri el a 11 pontot, de legalabb 2 pont kiilonbség kell a nyeréshez (11-10-nél

folytatjak két pont kiillonbségig). Egy versenyen csak a nyertes kap pénzjutalmat: 1.000.000 Ft-ot. Két azonos

képességii jatékosnal a dontd szettben 10 — 9-es alldsndl dramsziinet lesz, nem lehet folytatni. Mi az igazsdgos
osztozkodds a pénzen?

10. a) Minden héten egy szelvénnyel jatszunk az 6tos lotton. Hany hétig kell ezt megtenniink, hogy legalabb %
valésziniiséggel legyen legaldbb kettes taldlatunk?

b) Mi a valésziniisége, hogy egy adott héten legaldbb kettes taldlatunk lesz, ha két fiiggetleniil kitoltott szel-
vénnyel jatszunk?

¢) Mia valodsziniisége, hogy egy adott héten legaldbb kettes taldlatunk lesz, ha két olyan szelvénnyel jatszunk,
amelyeken nincsen egyforma szdm? (Segitség: A 90 szdmot ossza haromfelé: 545 szdm van a szelvénye-
ken, 80 szam pedig nincs egyiken sem.)

11. Egy dobdkockat az els6 hatosig, egy érmét az elsé fejig dobdlunk. Mi a valészintisége annak, hogy

a) a kockdaval pontosan annyit kell dobnunk, mint az érmével?

b) a kockaval tobbet kell dobnunk, mint az érmével?

12. Kertemben 5 fehér és 7 barna tyukot tartok. A fehér tytikok atlagosan 3 naponként, a barndk 4 naponként tojnak
egy-egy tojast.

a) Mi a val6észinlisége annak, hogy tydkjaim 24 6ra alatt egyiittesen is csak egyetlen tojast produkdlnak?
Ma reggel a 12 tyukbdl 2 beszokott az iires nyulketrecbe, és rdjuk zarédott az ajté. Mi a valdszintisége
annak, hogy

b) mindkét tytk barna volt?

c) az egyik fehér, a mésik barna volt?

d) holnap reggel a nyilketrecben tojds lesz?

e) akét tyuk egyike fehér, feltéve, hogy a ketrecben nem taldlok tojast?

f) akét tyuk egyike fehér, feltéve, hogy a masik barna, és a ketrecben nem talalok tojast?

13. (Feliiletes utazo) Egy utaz6 az irdasztaldban, a nyolc fiok egyikében hagyta az utlevelét. Miel6tt a repiil6térre
indulna, kapkodva prébalja megtaldlni. A kapkodas miatt 0, 1 valészintiséggel akkor sem veszi észre az utlevelet,
ha az éppen megnézett fickban van.

a) Mi a valdszintisége, hogy nem taldlja meg az els6 5 fikban?
b) Ha nem taldlta meg az elsd 5 fikban, mi a valészintisége, hogy az utlevél nem is volt ezekben?

¢) Ha nem taldlta meg az els6 5 fiokban, mi a val6szintisége, hogy a hatralévs fiokokban megtaldlja?

10. Nevezetes eloszlasok

1. A tanult nevezetes eloszldsok koziil melyik illik legjobban az aldbbi valdszinfiségi valtozok modellezésére?

a) Ahdnyadik aut6 felvesz fel, amikor kidllok az orszdgitra (mert autdstoppal akarok utazni).
b) 10 auté koziil ahany felvesz stopposokat.

¢) Ahdny aut6 elmegy 5 perc alatt.

d) Ahdany aut6 elmegy 10 perc alatt.

e) Ahany pétkocsi nélkiili elmegy az els6 pétkocsis el6tt.
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f) *** Ahany potkocsi nélkiili elmegy az 6todik pétkocsis elbtt.

g) *** Ahanyadik auté a harmadik piros.
. Adja meg az alabbi valdszintiségi valtozok eloszlasat!

a) Egy érmét 15-szor feldobunk, és megnézziik, hogy hanyszor kapunk fejet.

b) Egy érmét 15-szor feldobunk, és megnézziik, hogy hanyszor kapunk {rést.

c) Két érmét 15-szor feldobunk, és megnézziik, hogy hanyszor kapunk dupla fejet.

d) Addig dobunk egy szabdlyos érmével, amig végre fejet kapunk, és megfigyeljiik, hany dobds kell ehhez.

e) *** Addig dobunk egy szabdlyos érmével, amig mdsodszorra fejet kapunk, és megfigyeljiik, hany dobds
kell ehhez.

f) *** Addig dobunk két szabalyos érmével, amig harmadszorra kapunk dupla fejet, €&s megfigyeljiik, hany
dobas kell ehhez.

. Adja meg az alabbi valdszintiségi valtozok eloszlasat!

a) Addig dobunk egy szabdlyos dob6kockdval, amig végre hatost kapunk.

b) *** Addig dobunk egy szabdlyos dobdkockdval, amig masodszorra hatost kapunk.

¢) *** Addig dobunk egy szabdlyos dob6kockdval, amig harmadszorra hatost kapunk. és megfigyeljiik, hogy
addig hanyszor dobtunk hattdl kiilonbdz6 szamot.

. Feltéve, hogy a balkezesek ardnya dtlagosan 1%, adjuk meg annak a valdszintiségét, hogy

a) 10 véletlenszeriien kivalasztott ember kozott legaldbb 1 balkezes van.
b) 100 véletlenszeriien kivalasztott ember kozott legaldbb 2 balkezes van.
¢) 200 véletlenszerien kivdlasztott ember kozott legaldbb 4 balkezes van.
d) 1000 véletlenszeriien kivalasztott ember kozott legalabb 10 balkezes van.
. Egy gyarban futészalag széllitja az alkatrészeket. A futészalag ledll, ha selejtes termék érkezik. A termékek
2%-a selejtes. Mi az eloszlasa annak a valészinfiségi valtozonak, ami azt szamolja, hogy
a) hanyszor allt le a szalag az n-edik termékig (6t is beleértve)?
b) hany terméket gyartott a gép az n-edik leallasig?
¢) hany terméket szallitott két ledllas kozott?
d) hany leallas tortént egymas utan anélkiil, hogy egyetlen j6é termék is keletkezett volna?

. Egy 30 f6s osztdlyban 17 lany van. Véletlenszeriien kivalasztanak az osztilybdl egy 12 f6s csapatot egy vetél-
keddre. Legyen a csapatba keriilt 1anyok szdma X. Kérdés: P(X = 7) =7

. Egy 400 oldalas konyvben Osszesen 200 sajtéhuba van (véletlenszer@ien elszérva). Mennyi a valdszintisége
annak, hogy a 13. oldalon tobb, mint egy sajtéhuba van? Hany sajtéhuba a legvaldsziniibb a 13. oldalon? Mennyi
a valdsziniisége annak, hogy a 13. és a 14. oldalon egyiitt tobb, mint két sajtéhuba van?

. Percenként atlagosan 2 hivds érkezik a tudakozé kozpontba. Mi annak a valészintisége, hogy 10:00 és 10:05
kozott legaldbb 4 hivas érkezik?

. Egy forgalmas orszdgitszakaszon, ahol maskor is szoktak radarozni, figyelik, hogy 5 perc alatt hany aut6 1é-
pi at a megengedett sebességhatart. Tapasztalat szerint kb. ugyanolyan valdszinti, hogy lesz ilyen aut6, mint
az, hogy nem lesz. Mennyi a val6szintisége, hogy az 5 perc alatt pontosan harom auté 1€pi 4t a megengedett
sebességhatart?

. A ,JKocogj veliink!” mozgalom keretében tavaly futéversenyt rendeztek a Duna-kanyarban. A pélyét sajnos
kullanccsal fert6zott teriileten at vezették. Kideriilt, hogy a versenyzdk koziil 300-an taldltak magukban egy,
75-en pedig két kullancsot. Ennek alapjdn becsiiljiik meg, hogy koriilbeliil hdnyan indultak a versenyen!

Megoldas elso része

Ha azt vizsgéljuk, hogy egy kiszemelt versenyz8ben, mondjuk a "Futé Botond" neviiben, hany kullancs lesz a
verseny utdn, akkor egy valdsziniiségi valtozét kapunk. Mivel a sok kullancs mindeyike - a tobbitdl fiiggetleniil
- kis valdszintiséggel keriil ebbe a versenyzdbe, ez a a valdszintiségi valtoz6 Poisson eloszlast kovet valami-
lyen \ praméterrel. Ezért - a Poisson eloszlas képlete szerint - annak a val6szindsége, hogy 1 kullancs keriil
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Futé Botondba, Ae™*. A 2 kullancs valészinasége pedig ’\;e_A. Ha a versenyz8k szdmat N -nel jeloljiik, és a
valészintiségeket relativ gyakorisdgokkal helyettesitjiik, akkor az aldbbi egyenleteket allithatjuk fel:

300

A
N
N 2

Ezt az egyenletrendszert konnyli megoldani. El6szor elosztjuk a masodik egyenletet az elsGvel. A kapott 0j
egyenletben a baloldal tértben N-nel, a jobboliban A-val és e -val egyszerfisitve ezt kapjuk:

RERp!
300 2
vagyis
150
)\ = — =
300 0,5
Ezek utan az els6 egyenletbSl N -re ez jon ki:
300 300

N= = 989, 2

Xe X 0,505

A versenyzOk szama természetesen egész szam. Az hogy itt N-re nem egész jott ki, annak a kovetkezménye,
hogy a kiszemelt versenyz6ben az 1, illetve 2 kullancs valészinliségét relativ gyakorisdgokkal kozelitettiik. Ezért
a feladatban feltett kérdésre kézenfekvs a kozelit§ vélasz: Koriilbeliil 1000 versenyzo volt a versenyen.

#+* Megoldas masodik része

Az emberben 6hatatlanul felmeriil a kérdés: vajon mennyire koriilbeliil a "koriilbeliil 1000"? A probléma elem-

zése érdekében kiszamoljuk most, hogy mi a valészinlisége annak, hogy 1000 versenyzé esetén

pontosan 300 versenyzdében lesz 1 kullancs

Ha mindenegyes versenyzdvel kapcsolatban az 1 kullancs valészintiségét % = 0.3-nak vessziik, és feltételez-

ziik, hogy a versenyzokben a kullancsok szdma egymastdl fiiggetlen, akkor a keresett valdszintiségre az 1000
-ed rendd, 0.3 paraméterid binomiélis eloszlas szerint Excellel a

BINOM.DIST( 300 ; 1000 ; 0.3 ; FALSE )

képlet ad6dik. A valészinlség numerikus értéke 0.027. Azt is kiszamolhatjuk, hogy mi a valészinlisége annak,
hogy 1000 versenyz6 esetén

pontosan 75 versenyzében lesz 2 kullancs

Ha mindenegyes versenyzdvel kapcsolatban a 2 kullancs valdszintiségét % = 0.075-nek vessziik, és feltéte-

lezziik, hogy a versenyzdkben a kullancsok szdma egymastdl fiiggetlen, akkor a keresett valosziniségre az 1000
-ed rendd, 0.075 paraméter binomidlis eloszlds szerint Excellel a

BINOM.DIST( 75 ; 1000 ; 0.075 ; FALSE )

képlet adédik. A valészintis€ég numerikus értéke 0.048. Azt is kiszdmoljuk, hogy mi a valészinfisége annak,
hogy 1000 versenyz6 eset

pontosan 300 versenyzdben lesz 1 kullancs, és
pontosan 75 versenyzében lesz 2 kullancs

azaz
pontosan 300 versenyzében lesz 1 kullancs, és

pontosan 75 versenyzében lesz 2 kullancs, és
1000-300-75 versenyzdben lesz 0 kullancs vagy 2-nél tobb kullancs
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Ha - ugyanugy, mint fentebb - mindenegyes versenyzvel kapcsolatban az 1 kullancs valészintiségét % = 0.3-
nak, a 2 kullancs valészintiségét 18% = 0.075-nek vessziik, és feltételezziik, hogy a versenyz6kben a kullancsok
szdma egymadstdl fiiggetlen, akkor a keresett valGsziniiség az 1000 -ed rendd, (0.3;0.075) paraméteri polino-

mialis eloszlassal adodik:

(1000)!

(300)| (75)' (1000 —00 - 75)' (03)(3()0) (0075)(75) (1 — 03— 0'075)(10007300775)

(A polinomidlis eloszlasrél a 2015_osz_gyak_09_fogalmak.pdf fijl végén lehet olvasni.) A poli-
nomidlis eloszlds nincs beépitve az Excelbe, és a polinomidlis eloszlds képletében szerepld faktoridlisokat sem
tudja az Excel kiszdmolni. Viszont a polinomidlis eloszldst kétdimenzidés normadlis eloszlassal kozelithetjiik,
aminek eredményeképpen a valdsziniiségre (hat tizedesjegyre kerekitve) 0.001269 jon ki. Azon, hogy egy na-
gyon kis valésziniiség érték jott ki, nem szabad meglepddni: érezhetben kicsi annak esélye, hogy 1000 versenyz6
koziil

pontosan 300 versenyzdben lesz 1 kullancs, és
pontosan 75 versenyzében lesz 2 kullancs

Az embernek eszébe jut, hogy elvileg olyan szélséséges helyzet is lehetne, hogy - mondjuk - csak 375 versenyzd
indul a versenyen, és a sors Ugy hozza, hogy

300 versenyzdben lesz 1 kullancs, és
75 versenyzdben lesz 2 kullancs

Avagy 5000 versenyzd esetén sem zarhat6 ki, hogy

300 versenyzdben lesz 1 kullancs, és
75 versenyzdben lesz 2 kullancs
4625 versenyzdben pedig 0 kullancs vagy 2-nél tobb kullancs

Ezért elbizonytalanodunk, hogy az egyenletrendszerbdl ad6d6 989, avagy 1000, amit kerekitéssel kaptunk, vajon
tényleg j6 kozelitése a versenyzOk szamanak? A bizonytalansag eloszlatdsa céljabdl elemezziik most a probla-
mat, és megnézzilk, hogy kiilonb6zd N és A értékek esetén mi a valdszintisége annak, hogy

pontosan 300 versenyzdben lesz 1 kullancs, és
pontosan 75 versenyzdében lesz 2 kullancs

A val6szinliségeket (melyeket 2015_osz_gyak_9_fogalmak.pdf f4jl végén lathatd, a polinomidlis
eloszlasrol sz616 Excel képlet segitségével szamoltunk ki) tdblazatba rendezve adjuk meg. Mivel a val6szinti-
ségek értéke nagyon pici, a tdbldzatban a valésziniségek értékeinek mill6szorosat (egészekre kerekitve) {rtuk
be:

| 01]02]03]04] 05 |06]07][08]09] A

750 0 0 0 0 0 0 10 | 1 0
800 0 0 0 0 0 35 139 | 0 0
850 0 0 0 0 2 374 | 10 | O 0
900 0 0 0 0 9 | 388 | 2 0 0
950 0 0 0 0 833 55 2 0 0
1000 | O 0 0 1 1294 | 1 0 0 0
1050 || O 0 0 16 | 448 0 0 0 0
1100 || O 0 0 | 125 41 0 0 0 0
1150 | O 0 0 | 295 1 0 0 0 0
1200 || O 0 0 | 242 0 0 0 0 0
1250 || O 0 0 | 77 0 0 0 0 0
Nl

A tablazatbdl kitlinik, hogy - aranyaikat tekintve - "kicsi" és "kicsi" kozott is nagy a kiilonbség! Annak a val6-
szinfisége, hogy

pontosan 300 versenyzdben lesz 1 kullancs, és
pontosan 75 versenyzében lesz 2 kullancs
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11.

10.

a tablazatban lathat6 értékek koziil 1000 versenyzd esetén a legnagyobb, és mar 950 vagy 1050 versenyzd esetén
is jéval kisebb, de 900 vagy anndl kevesebb, illetve 1100 vagy anndl tobb versenyzd esetén sokkal-sokkal kisebb.

Ezért jozan, elfogadhat6 kovetkeztetésnek tiinik: koriilbeliil 1000 versenyzé indult a versenyen, ahol a
"koriilbeliil'" azt jelenti, hogy 950-nél kevesebb vagy 1050-nal tobb versenyzo gyakorlatilag kizart.

Tovabbi feladatok

. Adja meg az alabbi val6szinliségi valtozok eloszlasat! Két szabalyos dobdkockaval dobunk, és megfigyeljiik a

dobott szamok
a) Osszegét.
b) kiilonbségét.

Egy osztalyban 22 tanulé van. Egy érara 8-an nem késziiltek, és 7-en felelnek. Adjuk meg a késziiletlen felel6k
szdmanak eloszlasat! Mennyi a valészintisége, hogy pontosan 2 késziiletlen feleld lesz?

80 tiveg bor van egy borospincében 0ssze-vissza lerakva, ebbdl 30 fehér, 50 voros. A vendégek a fogaddstol
3 liveg fehér és 7 vorosbort rendelnek, de a pincében kiégett a villany. A fogadds véletlenszertien kivalaszt 10
iiveget. Mi a valdszintisége, hogy minden vendég kap neki megfeleld itokat?

. Van két érmém, az egyik igazsagos érme, a mdsik cinkelt, de rdnézésre nem tudom &ket megkiilonboztetni

egymdstol. A cinkelt érme 3/4 valészinliséggel mutat fejet. EI6veszem az egyik érmét a zsebembdl, 1/2 eséllyel
az igazsdgosat, 1/2 eséllyel a cinkeltet. A kivélasztott érmét feldobom 30-szor, és azt tapasztalom, hogy 25-sz6r
mutatott fejet. Mi a valészindsége, hogy a cinkelt érmét vettem el6?

A viddmparkban a céllovoldében jatszom. Egymds utdn vonulnak fel a célpontok, mindegyiket egymdstdl flig-
getleniil 2/3 val6szintiséggel eltaldlom. Mennyi a val6szinlisége, hogy 6 célzdsbdl pontosan 4-et taldlok el?
Mennyi a valészintisége, hogy 2-nél tobbet taldlok el, de azért nem az Osszeset?

Blicc ur minden nap villamossal megy dolgozni, de nincs bérlete, sem jegye. A villamosra minden nap 0,2
val6szintiséggel szdll fel ellendr, €s ilyenkor 0,95 valdszintiséggel elkapja Blicc urat. (Az ellendér minden nap az
addigiaktdl fiiggetleniil donti el, ellendrzi-e aznap Blicc dr villamosat.)

a) Mennyi a valészinlsége, hogy Blicc urnak "szerencsés hete" van, azaz az 5 munkanap egyikén sem kell
biintetést fizetnie?
b) Mennyi a valdsziniisége, hogy pontosan kétszer kapjék el egy hét munkanapjai alatt?

c) Feltéve, hogy Blicc drnak "szerencsés hete" volt, mi a valészintisége, hogy mind az 6tszor volt ellendr a
villamoson?

d) Mi a valészinlisége hogy csiitortokon biintetik meg masodszor?
Egy szocske elindul a szdmegyenes origdjabdl. Minden 1épésnél 1/2 valdszintiséggel jobbra, 1/2 valdsziniiséggel
balra ugrik. 20 ugrds megtétele utan

a) milyen valészintiséggel lesz a 0-ban?

b) milyen valdszintiséggel lesz az 1-ben?

¢) milyen valdsziniiséggel lesz a (-2)-ben, ha az utolsé el6tti ugrds utdn a (-3)-ban volt?
Van két érmém, az egyik igazsagos érme, a masik cinkelt, de ranézésre nem tudom O&ket megkiilonboztetni
egymastol. A cinkelt érme 3/4 valészintiséggel mutat fejet. EIGveszem az egyik érmét a zsebembdl, 1/2 eséllyel
az igazsdgosat, 1/2 eséllyel a cinkeltet, és odaadom a hallgatéknak. 30 dobds utdn el kell donteniiik, melyik érme

volt, amit elvettem. Hol hizndk meg a dontési hatart? (A 30 dobds koziil hany fej az a maximalis, amikor még
az igazsagos érmére tippelnének?)

Valaki minden héten egyetlen 6tos lott6 szelvénnyel jatszik. Legaldbb hdny hétig kell jatszania ahhoz, hogy a
harmas, négyes, 6tds valdszinlisége legaldbb 1/2 legyen? (Ez 3 kiilonallo kérdés.)

Addig dobunk két kockaval, amig a két kockan 1év6 szdmjegyek Osszege 12-nek jon ki, vagyis mindkettGvel
6-ost dobunk.
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11.

12.

13.

14.

17.

18.

19.

20.

a) Mennyi annak a valdszintisége, hogy pontosan nyolcszor dobunk 12-nél kisebb Osszeget, miel6tt 12-t dob-
nank?

b) Mennyi a valdsziniisége, hogy 0sszesen nyolcszor dobunk?

Egy (szabalytalan, hamis) pénzérmét dobunk fel annyiszor, amig fejet nem kapunk. Ha a fej dobas valdszintisége
p, akkor mennyi a valdszintisége, hogy pontosan k-szor kell dobnunk az érmével?

Dobogatok a kockdval és vondsal szdmolom, hogy hdny hatost dobtam. Mi a valdsziniisége, hogy a 12. dobdsra
hizom a harmadik vonast? Ha azt szdmolndm ki, hogy mennyi a valdszintisége, hogy 12-szer dobok hatostdl
kiilonboz6t, mire kidobom a harmadik hatost, akkor kiilonbozne ez az el6z6 eredménytdl ?

Egy dobozban 10 darab cédula van 1-t6]1 10-ig megszdmozva. Visszatevés nélkiil hizunk 2-szer, majd a kihdzott
szdmokat nagysdg szerint sorba rakjuk. Tekintsiik a

a) kisebbiket,
b) nagyobbikat,
Hatédrozza meg ezeknek a valészintiségi valtozoknak az eloszlasét: adja meg a sulyfiiggvény
e tablazatat,
o képletét!

Egy dobozban 10 darab cédula van 1-t8l 10-ig megszdmozva. Visszatevés nélkiil hizunk 4-szer, majd a kihizott
szamokat nagysag szerint sorba rakjuk. Tekintsiik a nagysag szerinti

a) legkisebbet,

b) 2-ik legkisebbet,
c) 3-ik legkisebbet.
d) legnagyobbat,

Hatdrozza meg ezeknek a valdszin(iségi vdltozoknak az eloszldsat: adja meg a stlyfiiggvény

e tablazatat,

o képletét!

. *¥% Boy dobozban N darab cédula van 1-t6l N-ig megszamozva. Visszatevés nélkiil hiizunk n-szer, majd a

kihdzott szdmokat nagysdg szerint sorba rakjuk. Tekintsiik a nagysag szerinti

a) legkisebbet,

b) legnagyobbat,

c) 2-ik legkisebbet,
d) 3-ik legkisebbet,
e) s-edik legkisebbet.

Hatédrozza meg ezeknek a valdsziniiségi valtozoknak az eloszlasét: adja meg a sulyfiiggvény képletét!

. 100 kulcs koziil csak 1 nyitja az el6ttiink 16v6 ajtot. A sotétben nem latjuk, hogy melyik kulcsot prébaltuk mar ki,

igy a prébalgatdsok sordn tobbszor is a keziinkbe keriilhet ugyanaz kulcs. Mi a valészintisége, hogy legfeljebb
50 prébélkozassal kinyitjuk az ajtét? Es ha a kiprébélt kulcsokat félretessziik?

100 kulcs koziil 2 nyitja az el6ttiink 16v6 ajtét. A kiprobalt kulcsokat félretessziik. Mi a valdszintisége, hogy
legfeljebb 50 probalkozasbdl bejutunk? Es mi a valészintisége, hogy pontosan n probdlkozasbdl jutunk be?

Altaldnositds: Egy dobozban A darab piros és B darab fehér goly6 van. Visszatevés nélkiil hiizok az r-ik pirosig.
Adjuk meg a sulyfiiggvény képletét! Adja meg a silyfiiggvényt visszatevéses hizds esetén is!

Egymas utdn kérdezgetjiik az embereket a sziiletésnapjukrdl: melyik hénap hanyadikan sziilettek.

a) Hanyadik embernél adddik az elsd olyan sziiletésnap, ami mar korabban szerepelt? Hatdrozza meg ennek
a valdszintiségi valtozénak az eloszlasat: adja meg a sulyfiiggvénynek a képletét!

b) Hanyadik embernél adédik a masodik olyan sziiletésnap, ami mar kordbban szerepelt? Hatdrozza meg
ennek a valdszinfiségi valtozonak az eloszlasat: adja meg a sdlyfiiggvénynek a képletét!

400 hallgaté mindegyike egymastdl fiiggetleniil 0.6 valészinliséggel jar érara. A teremben 250 db szék van.
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a) Mi a valészintisége, hogy mindenkinek jut sz€k, vagyis legfeljebb 250 hallgaté megy el az el6adasra?
b) Hany szék kell, hogy biztosan (1 valdszintiséggel) mindenkinek jusson szék?
¢) Hany szék kell, hogy legalabb 0,99 valészintiséggel jusson mindenkinek szék?

12. Varhato érték

1. Egy dobozban 6 cédula van, rajtuk pedig a kovetkezd szamok:

a) 1, 2, 3, 4, 5, 6;
b) 1, 2, 6, 6, 6, 6;
c) 1,2, 2, 3, 3, 3;
d 1, 2, 2, 2, 2, 6;
e) 1, 1,1, 2,2, 3;

f) 11, 11, 11, 12, 12, 13;

g) 21, 21, 21, 22, 22, 23;

h) 21, 22, 22, 22, 22, 26;

i) 210, 220, 220, 220, 220, 236;

j) 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6;

k) 0.1, 0.2, 0.6, 0.6, 0.6, 0.6;

D 5.1, 5.2, 5.6, 5.6, 5.6, 5.6;

m) —1, -2, =3, —4, —5, —6;

n) —1, -2, —6, —6, —6, —6;

o) —1, =2, 2, 3, 3, 3.
A fenti esetek mindegyikében véletlenszertien hizunk a dobozbdl egy cédult, és leolvassuk a rajta 1év6 szamot.
Ezt a szamot jeloljiikk X -szel. Adja meg X eloszldsat tdbldzattal, és szdmolja ki az eloszlds varhato értékét!

Képzelje el (még jobb ha ténylegesen vagy szimuldciéval meg is teszi), hogy X-re sok kisérletet végez. A
kisérletek szamaét jelolje N, a kisérleti eredményeket, amelyek véletlen szamok, jelolje

X1, Xo,..., XN.
Koriilbeliil mennyi lesz a kisérleti eredmények

Xi+Xo+...+ XN
N

atlaga?
2. Tegyiik fel, hogy egy bizonyos orszagban a csaladok kb.

e 15%-anak nincs gyereke

40%-énak 1 gyereke van

30%-4nak 2 gyereke van
e 10%-anak 3 gyereke van
e 5%-anak pedig 4
A 4-nél tobbgyerekes csalddok olyan ritkdk, hogy ezzel a lehet&séggel nem foglalkozunk. Feltessziik, hogy

a kiilonbozd csaladokban a gyerekek szama fiiggetlen egymast6l. Feltessziik, hogy minden gyerek a tobbit6l
fiiggetleniil 0.5 — 0.5 valdszinliségggel sziiletik lanynak vagy fiinak.

a) Aja meg a gyerekek szdmdnak a varhat6 értékét, vagyis azt, hogy atlagosan kb. hany gyerek van egy
csalddban?

b) Aja meg a lany-gyerekek szamanak a varhato értékét, vagyis azt, hogy dtlagosan kb. hany lany-gyerek van
egy csaladban?

¢) Aja meg a fid-gyerekek szamanak a varhat6 értékét, vagyis azt, hogy atlagosan kb. hany fid-gyerek van
egy csaladban?

d) Ha egy csaladrdl annyit tudunk, hogy van benne gyerek, akkor a gyerekek szimédnak mi az eloszldsa?
e) Ha egy csalddrdl annyit tudunk, hogy van benne gyerek, akkor 4tlagosan kb. hdny gyerek van a csalddban?

15



13. Masodik momentum, variancia, szoras

1. Tekintsiik a kovetkezd diszkrét eloszlasokat:

N 1 2 3 4 5 6

Y p) [ 005 [ 0.1 | 01 | 015 | 0.25 | 0.35

by 2 11 12 13 14 15 16
p(x) || 005 | 0.1 01 | 015 | 025 | 0.35

o2 5 10 15 20 25 30
p(x) |[ 005 | 0.1 01 | 015 | 025 | 0.35

Mennyi ezeknek az eloszldsoknak

e a varhato értéke?
e a masodik momentuma?
e a variancidja?

e a szorasa?

2. Egy dobozban céduldk vannak. Harom céduldn 4-es szam 4ll, két cédulan 6-os, egy cédulan pedig 7-es. Kihi-
zunk egy céduldt, és leolvassuk a rajta 1év6 szdmot. Mennyi a leolvasott szdm
o virhat6 értéke?
e mdsodik momentuma?
e variancigja?
e szOrdsa?
3. Egy dobozban 5 goly6 van: 3 piros és 2 fehér. Visszatevés nélkiil hizunk addig, amig végre pirosat hizunk.
a) Adja meg az ehhez sziikséges hizasok szamanak eloszlasat tdblazattal!
b) Atlagosan hany hiizs kell az els6 pirosig?
4. Legyen X a szabdlyos dobokockdval dobott szdm értéke. Mennyi X varhaté értéke, masodik momentuma,

variancidja és szérdsa?

5. Két szabdlyos dobdkockdval dobunk, és megfigyeljiik a dobott szamok eltérését (kiillonbségiik abszolit érté-
két). Adja meg ennek a valdszinliségi valtozonak az eloszldsat, a varhatd értékét, a masodik momentumét, a
variancidjat és a szorasat!

6. Két szabalyos dobdkockaval dobunk, és megfigyeljiik a dobott szamok 6sszegét. Adja meg ennek a valészintiségi
véltozénak az eloszlasat, a varhat6 értékét, a masodik momentumat, a variancidjat és a szordsat!

~

. Két szabalyos dobdkockaval dobunk, egy pirossal és egy fehérrel, és megfigyeljiik a dobott piros és fehér szam
kiilonbségét. Adja meg ennek a val6szinliségi valtozénak az eloszlasat, a varhaté értékét, a masodik momentu-
mat, a variancidjat és a szorasat!

8. Egy sorsjatékon 1 darab 1.000.000 Ft-os, 10 db 50.000 Ft-os és 100 darab 5.000 Ft-os nyeremény van. A

jatékhoz 40.000 darab sorsjegyet adnak ki. Mennyi legyen a jegy dra, hogy egy sorsjegyre a nyeremény varhat6
értéke a jegy aranak felével egyezzék meg?
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14. Valésziniiségi valtozo fiiggvényének varhato értéke, szorasa

1. Egy dobozban 6 cédula van, rajtuk pedig a kovetkez6 szamok:

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)
)
J)
k)
)
m)
n)

0)

1,2, 3,4, 5, 6

1,2, 6, 6, 6, 6

1,2, 2 3,3, 3;

1,2, 2, 2, 2,6
1,1,1,2 2 3

11, 11, 11, 12, 12, 13;
21, 21, 21, 22, 22, 23;
21, 22, 22, 22, 22, 26;
210, 220, 220, 220, 220, 236;
0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6;
0.1, 0.2, 0.6, 0.6, 0.6, 0.6;
5.1, 5.2, 5.6, 5.6, 5.6, 5.6;
—1, -2, —3, —4, —5, —6;
~1, -2, -6, —6, —6, —6;
~1, -2, 2, 3, 3, 3.

A fenti esetek mindegyikében véletlenszertien hizunk a dobozbdl egy cédulit, és leolvassuk a rajta 1évd szamot.
Ezt a szamot jeloljik X -szel. Képzelje el (még jobb ha ténylegesen vagy szimulaciéval meg is teszi), hogy X -re
sok kisérletet végez. A kisérletek szamat jelolje N, a kisérleti eredményeket, amelyek véletlen szamok, jelolje

X1, Xo,..., Xy
Becsiilje meg, hogy koriilbeliil mennyi lesz a kisérleti eredmények négyzetének dtlaga, vagyis az

X2+ X3+, + X3
N

kifejezés értéke? Az itt szerepld kifejezést az X1, Xo, ..., Xn szdmokbdl all6 adatrendszer mdsodik mo-
mentuménak nevezziik. Azt az elméleti értéket, amit Onnek ebben a feladatban meg kell hatdrozni, az X
valosziniségi vdltozé mdsodik momentumdnak (avagy a szébanforgd eloszlds mdsodik momentumdnak)
nevezzik.

Becsiilje meg, hogy koriilbeliil mennyi lesz a kisérleti eredményeknek a 2.8-t81 valé tavolsdga négyzetének
az atlaga, vagyis az
(X1 —2.8)2 4+ (X2 —2.8)2+... + (Xn —2.8)2
N

kifejezésnek az értéke? Az itt szerepld kifejezést az X1, Xo, ..., X szdmok 2.8 -re vonatkozo mdsodik
momentumdnak nevezziik. Azt az elméleti értéket, amit Onnek ebben a feladatban meg kell hatdrozni, az
X val6sziniiségi valtozé 2.8-re vonatkozé méasodik momentumdnak (avagy a szébanforgé eloszldsnak a
megadott pontra vonatkozo mdsodik momentumdnak) nevezziik.

Becsiilje meg,hogy koriilbeliil mennyi lesz a kisérleti eredményeknek az atlagukra vonatkozé masodik mo-
mentuma? Azt az elméleti értéket, amit Onnek ebben a feladatban meg kell hatdrozni, az X val6szintiségi
valtoz4 variancidjanak, szordsnégyzetének (avagy a szébanforgd eloszlds variancidjdnak, szordsnégyze-
tének) hivjuk.

2. Tegyiik fel, hogy egy bizonyos orszdgban a csalddok kb.

15%-4nak nincs gyereke
40%-anak 1 gyereke van
30%-4nak 2 gyereke van
10%-4nak 3 gyereke van
5%-anak pedig 4
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A 4-nél tobbgyerekes csalddok olyan ritkdk, hogy ezzel a lehet6séggel nem foglalkozunk. Feltessziik, hogy
a kiillonb6zd csalddokban a gyerekek szdma fiiggetlen egymadstdl. Feltessziik, hogy minden gyerek a tobbitdl
fiiggetleniil 0.5 — 0.5 valészintiségggel sziiletik lanynak vagy fiinak.

a) A csalddi pétlékot az alabbi tablazat szerint kapjék a csalddok:

gyerekek szdma 0] 1 2 3 L |\ fennyi a csaladi p6tlék virhat6 ér-
csaladi potlék (firying-ben) | 0 | 5000 | 25000 | 30000 | 35000 Y p

téke, vagyis atlagosan kb. hany fitying csalddi pétlékot kap egy-egy csaldd?

b) Es mennyi a csaladi p6tlék varhato értéke a gyerekes csalddokra szoritkozva, vagyis dtlagosan hany fitying
csaladi potlékot kapnak a gyerekes csalddok?

15. Folytonos eloszlasok

1. Egy X valésziniiségi véltoz6 eloszldsfiiggvénye F'(z) = 3 + Larctg(x) minden z-re.

a) Rajzolja le a fliggvény grafikonjat!

b) Ellendrizze, hogy az F'(z) fiiggvény valoban rendelkezik az eloszlasfiiggvények tulajdonsdgaival!
¢) Mennyi a val6szindsége annak, hogy X > 0?

d) Mennyi a valészintisége annak, hogy X < 1?

e) Mennyi a valészinlisége annak, hogy 0 < X < 1?7

f) Mennyi a valdszintisége annak, hogy —1 < X < 1?

g) Mennyi a val6szintisége annak, hogy X > /3?

h) Mennyi a valészintisége annak, hogy X > 1 feltéve, hogy X < v/3?

i) A grafikonon hol jelentkeznek ezek a valdszintiségek?

2. Egy X val6szintiségi véltozo stirtiségfiiggvénye f(x) = % \/1177 minden —1 és 1 kozotti x-re, minden mds
x-re pedig f(z) = 0.
a) Rajzolja le a fiiggvény grafikonjat!
b) Ellendrizze, hogy az fx) fiiggvény valGban rendelkezik az siirtiségfiiggvények tulajdonsédgaival!
¢) Mennyi a valésziniisége annak, hogy X > 07
d) Mennyi a valészintisége annak, hogy 0 < X < 37
e) Mennyi a valésziniisége annak, hogy —1 < X < 1?

f) A grafikonon hol jelentkeznek ezek a val6szintiségek?

3. Tekinskiik a kovetkez6 valdszintiségi valtozot:

X = amennyi id6t (percekben mérve) reggelente varnom kell a villamosra

Ez a val6szintiségi valtozo elvileg akdrmilyen nemnegativ értéket felvehet. Tegyiik fel, hogy az eloszlasfiiggvé-
nye F(z) =1—e%/° ha x>0, é F(x)=0 egyébként.

a) Rajzolja le a fliggvény grafikonjit!

b) Ellendrizze, hogy az F'(z) fiiggvény valéban rendelkezik az eloszlasfiiggvények tulajdonsdgaival!

¢) Mi valdszintibb? Hogy X > 5, vagy hogy X < 5?

d) Taldljon olyan c értéket, hogy P(X > ¢) és P(X > c) egyenld legyen!

e) Hol van az az z érték, melyre P(X > z) = 0,25?

f) Mennyi a valésziniisége annak, hogy X < 1,57

g) Mennyi a valészintisége annak, hogy 1,5 < X < 5?

h) Mennyi a valészintisége annak, hogy X > 1,5 feltéve, hogy X < 57
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i) Mennyi a valészintisége annak, hogy X > 5 feltéve, hogy X > 1,5?

j) A grafikonon hol jelentkeznek ezek a val6szintiségek?

k) Haa > 0és b > 0, akkor mennyi a valészintisége annak, hogy X > a + b, feltéve, hogy X > a? A kapott
eredménynek van valami érdekessége. Vegye észre, és fogalmazza meg szavakban!

4. Legyen X = egy véletlenszerfien valasztott ember testmagassdga. X eloszlasfiiggvényének néhiny (kozelits)

W

[*)}

értékét tdblazatba foglaltuk:

X F(x)
160 | 0,09
165 | 0,16
170 | 0,25
175 | 0,37
180 | 0,50
185 | 0,63
190 | 0,75
195 | 0,84
200 | 0,91

a) Ezeknek az adatoknak az ismeretében hogyan képzeli el az F(x) fiiggvény grafikonjat?

b) Mennyi a valészintisége annak, hogy X < 1957
¢) Mennyi a valészintisége annak, hogy X > 195?

d) Mennyi a valészintisége annak, hogy X > 1807?

e) Mennyi a valészinlisége annak, hogy X > 180 feltéve, hogy X < 195?

f) Mennyi a val6szinlisége annak, hogy X > 175 feltéve, hogy X < 195?

g) Hol van az az x érték, melyre P(X > z) = 0,25?

h) Koriilbeliil hol lehet az az x érték, melyre P(X > x) =0,1?

. Legyen X egy egyenletes eloszldsu valészintiségi véltozo a (0, 10) intervallumon. Mi az X eloszlasfiiggvénye?

Es a stirtiségfiiggvénye?

. Legyen X egy egyenletes eloszlasi valésziniiségi valtozé a (—10, 10) intervallumon. Mi az X eloszlasfiiggvé-

nye? Es a stirtiségfiiggvénye?

. Egy tiizérségi 1ovedék egy 50 méter sugart kor belsejébe esik egyenletes eloszlds szerint. Az X valészintiségi
valtozo jelentse a becsapddds pontjdnak tdvolsdgat a célteriilet kozéppontjatdl. Hatdrozza meg X eloszlasfiigg-
vényét és slirliségfiiggvényét! Mennyi annak a valdsziniisége, hogy a l1ovedék az 25 méter és 35 méter sugarakkal

7

hatérolt korgyftrtibe esik?

. Egy 10 cm hossziisdgi ropit egyenletes eloszlds szerint vélasztott pontban kettétoriink. Mi az igy keletkezett

darabok koziil a rovidebbik eloszlasfiiggvénye?

. Vilasszunk az egységnégyzetben egyenletesen egy pontot. Jelolje X e pontnak a négyzet legkdzelebbi oldal4tol
vett tdvolsagat. Hatdrozzuk meg az X eloszlasfiiggvényét! Mi annak a valdsziniisége, hogy a pontunk tdvolabb

van az oldalaktdl, mint 1/4?

10. Egyenletesen vdlasztunk egy pontot a [—1, 1] intervallumban, jeloljiik ezt X -szel.

11

12

e Mi annak a valdszintisége, hogy X3 < 0.5 ?
e Mi X3 eloszlasfiiggvénye?

e Es asiirliségfiiggvénye?

. Villamossal jovok az egyetemre, és azzal megyek haza. A varakozasi idém reggel és este filiggetlenek egymadstdl,
és egyenletes eloszldst kovetnek 0 és 3 perc kozott. Legyen X a reggeli és az esti varakozdsi id6im Osszege.
Hatarozza meg X eloszlasfiiggvényét, majd pedig a siiriségfiiggvényét!

. Villamossal jovok az egyetemre. A varakozdsi id6m egyenletes eloszlast kovet 0 és 3 perc kozott. Este busszal
megyek haza. A varakozasi id6m egyenletes eloszlast kovet 0 és 5 perc kozott. A vdrakozdsi id6m reggel és este
fiiggetlenek egymastdl. Legyen X areggeli és az esti varakozasi id6im 0sszege. Hatdrozza meg X eloszlasfiigg-

o

vényét, majd pedig a stirliségfiiggvényét!
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16.

. Vilasszunk egy olyan f(z) fiiggvényt, melyre teljesiil, hogy f(z) > 0 minden z-re, és [ f(z)dx = 1.

— 00
Képzeljiik el, hogy valaki az f(x) figgvény alatti és az = tengely feletti egységnyi teriiletli T' tartomdnyban
egyenletes eloszlas szerint vélaszt egy véletlen P pontot. Az X valésziniiségi valtozo értéke legyen a P pontnak
a vizszintes (els6) koordinatdja. Hatdrozza meg X stirliségfiiggvényét!

. *¥#% (Nehezebb feladat.) Tegyiik fel, hogy az X val6szintségi vdltozé stirtiségfiiggvénye f(x). Legyen adott

még egy p(x) fiiggvény is, melyre igaz, hogy 0 < p(z) < 1. Tegyiik fel, hogy valaki kisérletet hajt végre X
-re, és az X pontra odatesz egy fekete pontot. Ezek utdn megnézi a p fiiggvény értékét az X helyen, és ilyen
valészintiséggel a pontot atfesti pirosra. Emlékeztetiink ra, hogy annak a valdszintisége, hogy X egy kis Az
intervallumocskdba esik, kozelit6leg f(x) Ax -szel egyenld.

a) Kozelitdleg mennyi a valészintisége annak, hogy X egy kis Ax intervallumocskaba esik, és a szamegye-
nesen az X koordinatdju pont pirossa vélik ?

b) Mennyi a valészinlisége annak, hogy az X pont pirossd valik? (Az, hogy a piros pont hol van, most nem
szamit.)

¢) Mennyi a valdszinlisége annak, hogy X egy kis Az intervallumocskéba esik, feltéve, hogy pirossd valik?

d) Valaki addig végez kisérleteket, amig az elsé piros pontot megkapja, és az igy adédé szamot jeloli Y -nal.
Hatdrozza meg Y siirtiségfiiggvényét!

Random szamok transzformacioi

. Legyen X egy egyenletes eloszlasu valdszintiségi valtozo

a) a (0,1) intervallumon
b) a (0, 10) intervallumon
¢) a(—10,10) intervallumon

v 2

Adja meg X eloszlasfiiggvényét és a siiriségfiiggvényét!

. Hatdrozza meg az eloszlasfiiggvényét és a stirliségfiiggvényét az aldbbi valdsziniségi valtozéknak:

a) X =1— RND

b) X =5RND

¢) X =—-5RND

d) X =2+5RND

e) X =—-24+5RND

f) X = RND 2

g) X = RNDF€ ahol c egy pozitiv konstans
h) X = RNDF€ ahol ¢ egy negativ konstans
i) X =25V RND

j) X =In(RND)

k) X =In(1 — RND)

I) X =—1n(RND)

. A [0,1] intervallumban egyenletes eloszlés szerint és egymadstdl fiiggetleniil vdlasztunk két szdmot.

a) Tekintjiik a nagyobbik szdmot.
b) Tekintjiik a kisebbik szamot.

Mi ezeknek a valészintiségi viltozéknak az eloszlasfiiggvénye? Es a stirtiségfiiggvénye?
**% A [0, 1] intervallumban egyenletes eloszlds szerint és egymadst6l fiiggetleniil vélasztunk hdrom szamot.

a) Tekintjiik a nagyobbik szdmot.
b) Tekintjiik a kisebbik szdmot.
c) Tekintjiik a kozépsd szamot.

Mi ezeknek a valdszintiségi valtozoknak az eloszlasfiiggvénye? Es a stirliségfiiggvénye?
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17.

18.

Folytonos eloszlasok varhato értéke

v

. Tekintsiik a kovetkezé folytonos eloszldsokat, melyeket a siirliségfiiggvényiikkel adunk meg.

a) f(r)=2z (0<z<1)

b) f(z)=2x/a®> (0<x<a)

O flz) = 1/(2yF) (0<z<1)
d f(z)=05+2 (O<z<1)

e) fr)=2e"% (x>0)
Rajzolja le a stirliségfiiggvények grafikonjait! Mennyi ezeknek az eloszldsoknak

e a varhato értéke?
e a mdsodik momentuma?
e avariancigja?
e aszérdsa?
Tekintsiik a kovetkezd folytonos eloszlasokat, melyeket az eloszlasfiiggvénytikkel adunk meg.
a) F(z) =22 (0<z<1)
b) F(z)=2%/a> (0<z<a)
(r)=1—-e"2% (z>0)
()

Rajzolja le az eloszlasfiiggvények grafikonjait! Mennyi ezeknek az eloszldsoknak

e a vdrhat6 értéke?
e a masodik momentuma?
e a variancidja?
e aszordsa?
Egy Bergengéc DVD napokban kifejezett élettartaménak stirtiségfiiggvénye f(x) = ?2?” ha z > 1. Mi annak a

valdszintisége, hogy ha janudr 26-an hoztuk haza a boltbél, akkor februar 1-én még miikodik? Melyik DVD-t
érdemesebb megvenni, a Dél-Szaharait, aminek stirtiségfiiggvénye f(z) = ?12 (ha x > 1) vagy a Bergeng6cot?

w4k Béta eloszlas

. Generdlunk két egymadstdl fiiggetlen, kiilon-kiilon O és 1 kozott egyenletes eloszldsu random szdmot. Jeldljiik

X -szel a nagyobbikat.

a) Hatdrozza meg X eloszlasfiiggvényének képletét!
b) Az eloszlasfiiggvény derivdldsaval hatdrozza meg X siirliségfiiggvényének képletét!

¢) Az eloszldsfiiggvény haszndlata nélkiil, az

P <X<
flz) = u (21 < x <xy, x ésxykozel vannak z -hez )
X9 — Iq

.

képletbdl kiindulva hatarozza meg X strlségfiiggvényének képletét! (Ez a modszer ennek a gyakorlatnak
az vjdonsdgal)

Generalunk két egymadstol fiiggetlen, kiilon-kiilon 0 és 1 kozott egyenletes eloszldsi random szdmot. Jeloljiik

7z

X-szel a kisebbiket. A tennival6 ugyanaz, mint az el6z6 feladatban.

. Generalunk harom egymastdl fiiggetlen, kiilon-kiilon 0 és 1 kozott egyenletes eloszldsi random szamot. Jeloljiik

X -szel
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e alegnagyobbat.
e anagysag szerint kozépsot.
o alegkisebbet.

.

Mind a harom esettel kapcsolatban végezze el ugyanazokat a szamitdsokat, amiket az el6z0 feladatokban kellett.

. Generdlunk tiz egymastdl fiiggetlen, kiilon-kiilon 0 és 1 kozott egyenletes eloszlasi random szamot. Jeloljitk
X -szel a nagysag szerint harmadik legkisebbet. Végezze el ugyanazokat a szamitasokat, amiket az el6z6 felada-
tokban kellett.

. Generdlunk két egymastdl fiiggetlen, kiilon-kiilon 0 és 1 kozott egyenletes eloszlasid random szdmot. Jeloljik X -
szel a nagyobbikat. Ha X -re 1000 kisérletetet hajtanank végre, koriilbeliil mennyi lenne a kisérleti eredmények
a) atlaga?
b) négyzetének az atlaga?
¢) variancigja?
d) szoérasa?
. Generélunk két egymastdl fliggetlen, kiilon-kiilon 0 és 1 kozott egyenletes eloszlasu random szamot. Jeloljiik
X-szel a kisebbiket. Ha X -re 1000 kisérletetet hajtanank végre, koriilbeliill mennyi lenne a kisérleti eredmények
a) atlaga?
b) négyzetének az atlaga?
¢) variancigja?
d) szorasa?
. Generalunk harom egymastdl fiiggetlen, kiilon-kiilon 0 és 1 kozott egyenletes eloszldsi random szdmot. Jeloljiik
X-szel
e alegnagyobbat.
e anagysdg szerint kozépsot.
e alegkisebbet.
Mind a harom esettel kapcsolatban hatarozza meg, hogy ha X-re 1000 kisérletetet hajtanank végre, koriilbeliil
mennyi lenne a kisérleti eredmények
a) 4tlaga?
b) négyzetének az dtlaga?
¢) variancigja?

d) szoérasa?

19. Exponencialis eloszlas

1. Tegyiik fel, hogy egy nagyvérosi bisztréban, ahol éjjel-nappal egyforma intenzitassal jonnek-mennek, esznek-

isznak az emberek, a poharak dtlagos élettartama 4.5 hénap.

a) A poharaknak kb. hdny szdzaléka él kevesebb, mint 3 hénapot?

b) A poharaknak kb. hany szdzaléka él tobb, mint 6 hénapot?

¢) A poharaknak kb. hany szdzalékdnak esik az élettartama 1 hénap és 3 hénap k6zéE?

d) Az 1 hénapndl hosszabb életii poharaknak kb. hany szdzaléka €I tobb, mint 6 hénapot?

e) A 8.25hénapndl hosszabb életli poharaknak kb. hany szdzaléka él még tovabb még tobb, mint 1.5 hénapot?

f) Az a hénapnal hosszabb életli poharaknak kb. hany szdzaléka €l az a hénap utan még tobb, mint b hénapot?
Vegye észre, hogy a kérdésre a értékétdl fiiggetleniil akdrmilyen b esetén ugyanaz a vdlasz adodik! Mit
Jjelent ez a valdsdgra nézve?

g) Mennyi az a id6tartam, amelynél a poharak 99 sz4zaléka €l hosszabb életet?
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h) Mennyi az a id6tartam, amelynél a poharak 90 szazaléka €l rovidebb életet?

2. Egy utcai telefonfiilkében, amikor odaérek, egy holgy bszélgeet. A beszélgetés hossza véletlen, percekben mérve
% paraméter exponencidlis eloszldsd. Mi a valdszinisége, hogy 5 perc milva sem keriilok sorra? Mi a helyzet
akkor, ha tudjuk, hogy odaérkezésiinkkor mar 2 perce tart a beszélgetés?

3. Adott tipusu elektromos berendezések 2%-a 1000 lizeméran beliil elromlik. Tegyiik fel, hogy a meghibdsoddsig
eltelt id6 exponencidlis eloszlast kovet. Mekkora a valdszintisége, hogy egy ilyen berendezés az atlagosnal
tovabb miikodik?

4. Egy orokifju tulajdonsdgi villanykorténél % annak a val6szintisége, hogy 2000 6randl tobbet tizemel. Egy va-
rosban 200 ilyen ég6t helyeziink el. Mi a valdszintisége annak, hogy 200 6ra elteltével éppen 150 ég6 vilagit?

5. Egy bizonyos fajta mos6gép elsé meghibasodasi ideje exponencidlis eloszlast kovet. A gépek elsé meghibasoda-
sa 70% val6szinliséggel torténik 5 éven beliil. Hatdrozza meg annak a valdszintiségét, hogy az elsé meghibasodas
harom éven beliil torténik.

6. Egy bizonyos fajta ég6bdl kettdt haszndlunk a szobdban. A 1ampdk élettartama exponencidlis eloszlast kovet 1
év vérhat6 értékkel. Hatdrozza meg annak a valdszinfiségét, hogy két év milva

a) mindkett$ vilagit!

b) legaldbb az egyik vilagit!

20. Normalis eloszlas

(A szdmitasokhoz sziikség lehet kalkuldtorra vagy szamitogépre vagy a standard normalis eloszlds eloszl4sfiiggvényé-
nek nyomtatott tdbldzatara.)

1. ¢(x) -szel jeldljiik a standard normadlis eloszlds siir@iségfiiggvényét. Mennyi az aldbbi integrdlok értéke, mit
jelentenek?

a) 770 o(x)dx

e)
2. ®(x) -szel jeldljiik a standard normadlis eloszlds eloszldsfiiggvényét. Bizonyitsuk be, hogy ®(—z) + ®(z) =1

3. Szamitsuk ki a kovetkez$ valoszintiségeket, ha X standard normadlis eloszldsu valészintiségi valtozd!

a) P(-1< X <1
b) P(—2 < X < 2)
c) P(-3< X <3)

4. Szamitsuk ki azokat az értékeket, amelyeknél kisebbet egy standard normadlis eloszldsu valdszinfiségi valtozd
0.2, 0.9, illetve 0.99 valdszintiséggel vesz fel!

5. Tegyiik fel, hogy X eloszldsa normalis 220 varhat6 értékkel és 10 szordssal. Szamolja ki a kovetkezd valdszi-
niiségeket:

a) P(X > 225)
b) P(215 < X < 229)
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6.

10.

12.

13.

c) P(215 < X <229 | X > 225)
d) P(X > 225215 < X < 229)

Egy bizonos orszdgban az emberek dtlagos testmagassdga 178 cm, a magassagok szérdsa 9 cm, és a magassag
normalis eloszlasnak tekinthetd.

e Mennyi ekkor annak a valdszinfisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott személy testmagassdga 169 és
187 cm kozé esik?

e Mennyi annak a valdszinfisége, hogy ezen személy magasabb 2 méternél?

vz

e Feltéve, hogy a kivdlasztott személy testmagassdga nagyobb, mint 172 cm, mik az el6z6 pontokban kérde-
zett események valdszinliségei? Most mennyi az az érték, amelynél kisebb magassag 0.2, 0.9, illetve 0.99
valoszintiségti (feltétel nélkiil)?

e Szimulélja Excelben egy véletlenszerlien véalasztott ember testmagassagat!

. Egy pontosnak tekinthet ismer&siinkkel 7 érakor van taldlkozonk. Erkezése normalis eloszldsi, o = 5 perc

szorassal. Melyik az az id6pont, amely el6tt ismerdsiink 0.9 val6szintiséggel megérkezik? Szimulédljuk Excelben
imserdsitink megérkezési idejét!

Megfigyelték, hogy egy napszakban egy metrékocsiban az atlagos utaslétszam 80 f6, a szérds 20 £6. Mekkora a
val6szintisége, hogy az utaslétszdm egy kocsiban

a) 50 f6 alatt

b) 80 és 100 f6 kozott lesz, ha mindkét esetben feltételezziik, hogy az utaslétszam kozelitheté normadlis el-
oszlassal?

. Egy X val6szintiségi véltozé varhat6 értéke 0, szoérdsa 1. Melyik esetben valdsziniibb, hogy X > 1; akkor, ha

X eloszlasa normalis, vagy akkor, ha egyenletes? (Az (a, b) intervallumon egyenletes eloszlds szérdsa 12”7%.)

Egy gyar autémotorokba vald gyertydkat készit. A gyertydk miikodési ideje kozelitheté normadlis eloszldssal,
atlagosan 1170 6ran keresztiil mikodnek, 100 6ra szordssal. A gyar olyan mikodési id6 garancidt akar vallalni,
amelynél hamarabb csak a gyertydk legfeljebb 5%-a hibdsodik meg. Hany 6ra legyen a véllalt miikodési id6? A
gyertyak miikddési idejének Excelben valé szimuldlasaval ellendrizziik le az el6z6 rész megoldasat!

. Tegyiik fel, hogy egy orszdgban a férfiak testmagassdga normadlis eloszlast kovet 180 cm varhaté értékkel és 10

cm szorassal.

a) A férfiaknak kb. hany szdzaléka magasabb, mint 190 cm?
b) A férfiaknak kb. hany szdzaléka alacsonyabb, mint 195 cm?

¢) Mennyi a valészinlisége annak, hogy egy véletlenszerlien vélasztott férfi testmagassdga 170 és 190 cm
kozé esik?

d) Mennyi a valészintisége annak, hogy egy véletlenszertien valasztott férfi testmagassdga kevesebb, mint
195 cm feltéve, hogy tobb, mint 175 cm?

e) Mennyi az a testmagassdg, amelynél a férfiak 10 szazaléka alacsonyabb? Es az a magassdg, aminél a 99
széazalék alacsonyabb?

f) Mennyi az a testmagassdg, amelynél a férfiak 90 szdzaléka magasabb?
2) Mennyi az a testmagassag-eltérés, amelyre igaz, hogy a férfiak 50 szdzalékdnak ennél kevesebbel tér a

testmagassaga az atlagos 180 cm-t61?

Képzeljiink el egy iizletet, ami minden nap nyitva van. A napi bevétel normélis eloszlast kovet. Tegyiik fel, hogy
a varhat6 érték 150 ezer forint és a szords 20 ezer forint. Egy évben kb. hany olyan nap van, amikor

a) a bevétel tobb, mint 200 ezer forint?

b) a bevétel kevesebb, mint 130 ezer forint?

¢) abevétel 140 ezer és 150 ezer forint k6z¢€ esik?

d) A bevétel 20 szazaléka adé. Mennyi az ad6 varhat6 értéke és szordsa?

A négy éve iiltetett feny6fak hossza normalis elszlat kovet 2 méter varhat6 értékel és 30 centiméter szordssal. A
legmagasabb 10%-ot akarjuk kivdgni. Milyen magas fékat vagjunk ki?

14. A csokigyarban azt figyelték meg, hogy 1000 tejcsokibdl koriilbeliil 10 csoki tomege tér el az elbirttdl legaldabb

1 g-mal. Normalist eloszlast feltételezve mekkora a csokik tomegének szérdsa?

24



16.

21.

. Egy pékségben minden nap 100 db kenyeret szeretnének legyartani. Ehhez dtlagosan 100 kg alapanyagot hasz-

ndlnak fel. A pékek pontos emberek, azonban é&jjel ébrednek és hajnalban dolgoznak igy elég dlmosak ezért
atlagosan minden 7-edik kenyér tomege az atlagostdl legaldbb 10 dkg-mal eltér. Az elkésziilt kenyereknek mi
az 4tlagos tomege és mekkora a szordsuk?

Tegyiik fel, hogy egy orszagban az intelligencia tesztek eredményei normadlis eloszlast kovetnek 100 pont var-
hat6 értékkel és 15 pont szérdssal.

a) Ha ezeknek a teszteknek és értékelésiiknek hihetiink, akkor az emberek hany szazalékdnak van 95 és 110
pont kozott az 1Q-ja?
b) A 100 pont koriil mekkora intervallumban van az emberiség 50%-dnak az 1Q-ja?

c) Egy 2500 f6s telepiilésen varhatéan hany embernek lesz 125 pont f6lott az 1Q-ja?

Varhato érték, variancia, szoéras

. Ha egy adatrendeszer minden eleméhez vagy egy valészinliségi valtozéhoz hozzdadunk

o Otot,
e minusz Otot,

e cgy b konstanst,
akkor hogyan véltozik

a) a varhat6 érték?
b) a variancia?

¢) aszoras?

. Ha egy adatrendeszer minden elemét vagy egy valdsziniiségi valtoz6t megszorzunk

e harommal,
e minusz harommal,

e egy a konstanssal,
akkor hogyan véltozik

a) a varhato érték?
b) a variancia?

¢) aszoras?

Ha egy adatrendeszer minden elemét vagy egy valdszintiségi valtozét megszorzunk egy a konstanssal, majd az
eredményt noveljiik b-vel, akkor hogyan valtozik

a) a varhat6 érték?
b) a variancia?

¢) aszoras?
Lehet-e egy adatrendeszer vagy egy valdsziniiségi valtozé szordsa nulla? Ha igen, mutasson ra példat!

Tegyiik fel, hogy a zsebemben 1év6 5, 10, 20, 50 és 100 forintos érmék szdma fiiggetlen Poisson eloszldsd
val6szinliségi valtozok A1, Ao, A3, A4, A5 paraméterekkel.

Hatarozza meg a zsebemben 1év6 aprépénz

a) darabszdmanak

b) forint értékének

a varhato értékét és szorasat!
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22.

4.

5.

. Tegyiik fel, hogy a zsomlék silya egyenletes eloszlast kovet 5 dkg varhat6 értékkel és 1 dkg szoérdssal. Kirdn-

dulni megy a csaldd: 20 zsomlét tesznek a zsdkba. Mennyi a védrhat6 értéke, illetve a szdérdsa a zsdkban 1év6
zsomlék Osszsulydnak?

. Van 100 égdnk, melyek élettartama egymadstol fiiggetlen exponencidlis eloszlasu, 5 éra varhat6 értékkel. Tegyiik

fel, hogy az égbket egymds utdn haszndljuk, azonnal kicserélve azt, amelyik kiégett. Mennyi a véarhat6 értéke és
a szordsa annak a valészintiségi valtozénak, amely az mutatja, hogy 6sszesen mennyi ideig tudunk az égdinkkel
vilagitani?

Egy kisviéros téglalap alakd, a téglalap oldalai 3, illetve 5 kilométer hossztak. A véros (0; 0) kézéppontjdban van
a kérhdz, és a vdros utcdi négyzethdlo szertiek. Ezért ha a véros (x, y) pontjdn torténik egy baleset, a mentSnek
|z| + |y| tdvolsdgot kell megtennie a balesettSl a kérhézig. Ha egy baleset a varoson beliil egyenletes eloszlast
helyen kovetkezik be, szamolja ki a betegszallitas idejének a varhat6 értékét és a szoérasat.

*¥% Kovariancia

. Ha az X val6szintiségi valtoz6t megszorzunk egy a konstanssal, majd az eredményt noveljik b-vel, és az Y

val6szintiségi valtozot véltozatlannul hagyjuk, akkor hogyan valtozik a kovariancia kozottiik?

. Ha az X valdszinliségi valtozét megszorzunk egy a konstanssal, és az Y valdszinfiségi valtozét megszorzunk

egy b konstanssal, akkor hogyan véltozik a kovariancia kozottiik?

Az alabbi diszkrét eloszlds kovariancidjat Excellel konnyen ki lehet szdmolni. Tegye meg:

-2 -1 0 1 2 X
2 1005005005 0,02 0,02
1 |0,05|0,05]005]| 0,02 | 0,02
0 | 0,050,051 005|005 | 0,05

-110,02 | 0,02 | 0,05 | 0,05 | 0,05

-210,02 | 0,02 | 0,05 | 0,05 | 0,05
y

7z

Ha az el6z6 feladatban szerepld diszkrét eloszlas kovariancidjat mar kiszamolta, akkor az itt kovetkez6ét mar
meg lehet mondani szdmolds nélkiil:

-2 -1 0 1 2 | x
0,02 | 0,02 | 0,05 | 0,05 | 0,05
0,02 | 0,02 | 0,05 | 0,05 | 0,05
0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05
0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,02 | 0,02
-21 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,02 | 0,02
y

S| —= N

—_—

Egy lddikédban 5 piros, 10 fehér és 15 z6ld golyé van. Haromszor hiizunk

e visszatevéssel,
e visszatevés nélkiil.
Legyen X = ahdnyszor pirosat hizunk, Y = ahdnyszor fehéret hizunk, Z = ahanyszor zoldet hizunk. Haté-
rozza meg a kovarianciat
a) X ésY kozott,
b) X és Z kozott,
¢) Y és Z kozott!
Ejfél el6tt X éraval érkezik az els6 tolvaj. Feltessziik, hogy X egyenletes eloszlst 0 és 1 kozott. (Tehét a tolvaj
23 6ra és €jtél kozott jon.) Az elsd tolvaj érkezése utan, de ugyancsak éjfél el6tt Y oraval érkezik a méasodik

tolvaj. Feltessziik, hogy az X = x feltétel mellett Y egyenletes eloszlasi 0 és x kozott. Hatdrozza meg a
kovarianciat X és Y kozott!
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23. Moivre Laplace tétel

1. 100-szor dobunk egy szabdlyos dobdkockaval. Legyen X a dobott hatosok szama.

a) Milyen (diszkrét!) eloszlast kovet ez a valdszintségi valtoz6?
b) Mennyi a varhato értéke és a szérdsa?
¢) Mi a valészintisége annak, hogy X értéke 15 és 20 kozé esik, ezeket az értékeket is beleértve?

d) Szadmolja ki ugyenezt a valészinliséget a megfeleld6 normalis eloszlds segitségével is, és vesse Ossze a
két eredményt! Figyeljen r4, hogy a normadlis eloszlds esetén az intervallum hatdrai 14,5 és a 20, 5 kell
legyenek!

e) Mi a valésziniisége annak, hogy X értéke ténylegesen 15 és 20 koz€ esik?
f) Szamolja ki ezt a valdszinfiséget is normadlis eloszlas segitségével! Figyeljen rd, hogy a normalis eloszlas
esetén most az intervallum hatdrai 15,5 és a 19, 5 kell legyenek!

2. Egy szabdlyos dobdkockdval n = 400-szor dobunk. Legyen X a dobott hatosok szdma. Tekintsiik a dobott
hatosok szdmdnak a relativ gyakorisdgdt, vagyis az X /n val6sziniiségi véltozot!
a) Milyen (diszkrét!) eloszlast kovet ez a valészinliségi valtozd?
b) Mennyi a varhat6 értéke és a szérdsa?

¢) Mi a valészintisége annak, hogy a relativ gyakorisdg 0, 15 és 0, 20 k6z¢ esik? Szdmolja ki ezt a valészinti-
séget binomidlis eloszlas segitségével!

d) Szamolja ki ugyenezt a valdszintiséget a megfeleld normalis eloszlas segitségével is, és vesse Ossze a két
eredményt!

3. Mennyi annak a valészintisége, hogy 120 kockadobds soran el6fordulé hatosok szdma 19 és 21 kozé esik, ezeket
az értékeket is beleértve?

4. Mennyi annak a valdszintisége, hogy 1200 kockadobas soran eléfordulé hatosok szama 190 és 210 kozé esik,
ezeket az értékeket is beleértve?

5. Egy szabdlyos érmét 40-szer feldobunk, és X -szel jeloljiik a kapott fejek szamat. Hatdrozza meg annak val6szi-
niiségét, hogy X = 20

a) a binomidlis eloszlds segitségével,

b) a Moivre Laplace tételt haszndlva normalis eloszldssal. Segitség: P(X = 20) = P(19,5 < X < 20,5) .

24. Hany kisérlet kell ahhoz, hogy ... ?

6. Héany random szdmot kell atlagolni ahhoz, hogy az atlaguk a 0, 5 értéket 0, 1-nél kisebb hibdval kozelitse 0, 8
biztonsag mellett? (Itt a biztonsag — természetesen — valdszintiséget jelent.)

7. Szabalyos érmével hany dobds kell ahhoz, hogy a fej relativ gyakorisdga a fej valdszintiségét 0, 05-nél kisebb
hibaval kozelitse 0, 95 biztonsdg mellett?

8. Szabdlyos dobdkockaval hany dobds kell ahhoz, hogy a hatos relativ gyakorisdga a hatos valdsziniiségét 0, 05-
nél kisebb hibaval kozelitse 0, 95 biztonsag mellett?

9. Héany dobas kell ahhoz, hogy a relativ gyakorisdg segitségével a 7 szdm reciprokdt a Buffon-féle tii dobalés
modszerrel

e 0,1 -nél
e 0,01 -nél
e 0,001 -nél

kisebb hibaval kozelitsiik

a) 0,9
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10.

11.

25.

b) 0,99
¢) 0,999

biztonsag mellett? (Ez itt 3x3=9 feladat.)

Hény kisérlet kell ahhoz, hogy egy (szdmunkra nem ismert valdszintiségii) esemény valdsziniiségét az esemény
relativ gyakorisdga segitségével 0, 1 -nél kisebb hibaval kozelitsiik 0, 8 biztonsdg mellett?

Hany kisérletet kell végezni egy ismeretlen varhaté értékdi valészinliségi valtozora ahhoz, hogy az atlag az
ismeretlen varhat6 étréket 0, 1-nél kisebb hibaval kozelitse 0, 8 biztonsdg mellett, ha tudjuk, hogy a szérdsa
2-vel egyenl$?

Centralis hatareloszlas tétel

. Ha egy val6szintiségi valtozo sok fiiggetlen valdsziniiségi valtoz6 6sszegeként dll eld, akkor eloszldsa kozelits-

leg normdlis eloszlés. Ilyen valdszintiségi valtozo példaul:

o tizenkét random szdm Osszege;
e egy varos lakosainak napi 0sszes gazfogyasztdsa;

Keressen a val6 vildgban olyan valésziniiségi valtozékat, melyek sok fiiggetlen valdszintiségi valtozé dsszege-
ként allnak eld, és ezért normalis eloszlassal modellezhetdek!

Tegyiik fel, hogy a zsomlék stlya egyenletes eloszlast kovet 5 dkg varhat6 értékkel és 1 dkg szérdssal. Kirdn-
dulni megy a csaldd: 20 zsomlét tesznek a zsdkba.

a) Mennyi a véarhat6 értéke, illetve a szdérdsa a zsdkban 1év6 zsomlék osszsilydnak?

b) Kozelitéleg milyen eloszlast kovet a zsdkban 1évé zsomlék osszsilya?

¢) Mi a (kozelitd) valészintisége annak, hogy a zsdkban 1év6 zsomlék Osszstlya tobb, mint 105 dkg?

z z

Van 100 ég6nk, melyek élettartama egymastdl fiiggetlen exponencidlis eloszlasu, 5 6ra vérhato értékkel. Tegyiik
fel, hogy az égbket egymds utdn hasznaljuk, azonnal kicserélve azt, amelyik kiégett. Becsiiljiik meg annak
valészintiségét, hogy 525 6ra utdn még van miikods égénk.

A jegyiroda el6tt a fiatalok hosszi sorban dllnak koncertjegyért. Ebben a pillanatban éppen 18-an éllnak az

;;;;;;

"orokifju" tulajdonsdgud (mashogy mondva: memoria nélkiili") valdsziniiségi valtozo 3 perc atlaggal. Becsiilje
meg annak a valészintiségét, hogy a most utolsoként all6 fiatal tobb mint 60 percet fog a pénztar el6tt eltdlteni!
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