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I. rész: Szamitasi feladatok

1. Szamitsuk ki az alabbi hatarértéket.
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Megoldas: A zarojelben 1évé kifejezés atalakitasa utan

lim (M— (ﬁ>_1)ﬁ: lim (%—é)ﬁ: lim <1+i)ﬁ:e4.

2. Tekintsiik azt a gorbét a térben, amelynek (x,y, z) koordinataira fennallnak az y = 2z
és z = x? Osszefiiggések. Mennyi a gorbe azon pontjanak x koordinatéja, amelynek a tér

(6, —3,4) pontjatol vett tavolsdganak négyzete miniméalis?

Megoldas: Jelolje f(z) a gorbe azon pontjanak tévolsagnégyzetét a (6, —3,4) ponttol,
amelynek elsé koordinataja . Ekkor f(z) = (x — 6)* + (2z + 3)* + (2 — 4)®. Ennek
a fiiggvénynek a minimumat keressiik. Egyszertsités utan f'(z) = 423 — 6z, ezért lo-
kilis szélsGértekek az f'(x) = 0 egyenlet 2 = 0 és © = ++/3/2 helyeken lehetnek. Az
f"(x) = 122® — 6 masodik derivalatba helyettesitve adodik, hogy f”(0) = —6 miatt a 0
lokélis maximum, f”(+ \/ﬁ) = 12 miatt pedig j:\/% lokalis minimum, melyek egyben
abszolit minimumok is.

3. Az f(x) = 2® fiiggvény grafikonjat megforgatjuk az = tengely kériil. Mennyi az igy
keletkez6 feliilet x = 0 és © = 1 k6zé es6 darabjanak felszine?
Megoldas:

3/271 .
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4. Adjuk meg a tér azon egyenesét, amely atmegy az (1,2, 3) ponton és meréleges a z = 3z+5
sikra.

Megoldas: Sik norméalvektora (3,0, —1), ami a merdlegesség miatt az egyenes iranyvek-
toranak valaszthato. Az egyenes egyenletrendszere

r=3t+1
y=2
z=—t+3

5. Hatarozzuk meg az alabbi linearis egyenletrendszer 6sszes megoldasat.

or —y+22=15
—2r+y—952=-9

Megoldas: Végtelen sok megoldas van, ezek a t szabad paraméterrel felirva (z,y, z) =
(t+2,7t —5,1).



I1. rész: Elméleti feladatok

6.

10.

Definialjuk, mit jelent az, hogy egy sorozat konvergens. Korlatos sorozat esetén mi-
lyen tovabbi tulajdonsidg meglétével biztosithaté a konvergencia? Konvergal-e az a, =
(—=1)"(1 + 2) sorozat? A vélaszt a definicié alapjan indokoljuk.

Megoldas: Definiciot 1d. jegyzet. Ha monoton is a korlétos sorozat, akkor konvergens.
Az a,, sorozat nem konvergéal, mert barmely két szomszédos elemének tavolsédga legalabb
2, ezért semmilyen szam £ = 1/2 sugara kérnyezetébe nem eshet a sorozat minden eleme
egy id6 utan. A sorozat torlodési pontjai a +1.

. Mondjuk ki a I’Hospital-szabalyt. Segitségével szamitsuk ki az alabbi hatarértéket.
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Megoldas: Ld. jegyzet.
sin x ) COS T
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ahol a szamlaloé 1-hez, a nevezd 0-hoz tart. A 322 4 2z nevezd a 0-ban elGjelet valt,
ezért * — 04 hatarértékben pozitiv értékeken keresztiil tart 0-hoz, azaz a hanyados
hatarértéke +oo; + — 0— hatarértékben negativ értékeken keresztiil tart a nevezs 0-
hoz, azaz a hanyados hatarértéke —oo. A L’Hospital-szabaly tehat a jobb és bal oldali
hatarértékekre kiilon-kiilon alkalmazhato, de az eredeti hatarérték nem létezik. (A feladat
eredetileg sin z/(x(1 + 2?)) hatéarértéke lett volna, ami 1-nek adodik.)

. Melyik derivalasi szabalybol és hogyan kovetkezik a parcialis integralas képlete? Az aldbbi

példan mutassuk be, hogyan alkalmazhato.

1
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Megoldas: A szorzat derivalasi szabalyanak integralasabol kovetkezik. A példéaban
f'(x) =1 és g(x) = arctan x valaszthato. Ekkor
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. Hogyan értelmezziik két haromdimenzios vektor vektoridlis szorzatat az eredmény tu-

lajdonsagainak (hosszanak és irdnyanak) segitségével? Adjuk meg a mivelet geometriai
jelentését is.

Megoldas: Ld. jegyzet.

Mit jelent az, hogy egy vektortérben néhany vektor generatorrendszert alkot? Genera-
torrendszert alkot-e a szamnégyesek vektorterében az (1,0,0,0), (1,1,0,0), (1,1,1,0),
(1,1,1,1) vektorokbodl &ll6 halmaz? FElgallithato-e ezek linearis kombinécidjaként az
(1,2,3,4) vektor? A valaszokat indokoljuk.

Megoldas: Definiciot 1d. jegyzet. Generatorrendszert alkotnak, mert az (1,0,0,0),
(0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1) bazis elemei kifejezhet6k az adott vektorok segitségével:
(0,1,0 0) = (1,1,0,0) — (1,0,0,0); (0,0,1,0) = (1,1,1,0) — (1,1,0,0); (0,0,0,1) =
(1,1,1,1) — (1,1,1,0). Tovabba (1,2,3,4) = —(1,0,0,0) — (1,1,0,0) — (1,1,1,0) +
4(1, 1, 1),

Minden feladat 6 pontos. A sikeres vizsgahoz az elméleti részbdl legaldabb 9 pontot el kell érni.



