Matematika EP1 vizsga megoldéasai, 2016. jan. 13.

Integralasi feladatok (kritérium: a sikeres vizsgéhoz az alabbi harom feladatbol legalabb 6 pontot el kell érni)
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Megoldas: A nevezét teljes négyzetté kiegészitve kapjuk, hogy 22 — 6x + 10 = (z — 3)2 + 1. A nevezd
derivaltja pedig 2z — 6, ezért
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1. Végezziik el az

hatarozatlan integralt.

2. Szamitsuk ki az

hatarozott integralt.
Megoldas:
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3. Tekintsiik az 22 + y2/3 = 1 egyenletii ellipszist. Integrélassal szamitsuk ki annak az ellipszoidnak a
térfogatat, amelyet az ellipszis = tengely koriili megforgatasaval kapunk.
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Megoldas: Az ellipszis egyenletébdl az y-t kifejezve kapjuk az f(z) = v3 — 322 fliggvényt, amelyet az x
tengely koriil megforgatunk. Mival a fliggvény a [—1, 1]-en értelmezett, a keresett térfogat
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Szamitasi feladatok

4. Tekintsik az

y=-3t—1 és y=4t—-7
z=2t+2 z=—t+p

egyeneseket a térben, ahol p € R paraméter. Hogyan kell p értékét tgy megvalasztani, hogy a két
egyenesnek legyen metszéspontja? Adjuk meg a metszéspont koordinétait.

Megoldas: Az els6 egyenes egyenletrendszerében a t valtozot s-nek jeldlve keressiik a két egyenes met-

széspontjat, azaz az olyan (s,t) szamparokat, hogy az els§ egyenes s-hez tartozo pontja koordinatanként
megegyezik a masodik egyenes t-hez tartozé pontjaval, vagyis fennall az alabbi harom egyenl&ség:

s+10=5t—7
—3s—1=4t—-7
2s+2=—t+p

Az els6 két egyenlet megoldasa s = —2,¢t = 3. Akkor teljesiil a harmadik egyenlet is, ha p = 1. Ekkor a
metszéspont koordinatai (8,5, —2).

5. A sikban két tengelyes tiikrozés egyméas utédn alkalmazva megegyezik azzal az elforgatéassal, amelynek
kozéppontja a tengelyek metszéspontja, szoge pedig a tengelyek altal bezart szog kétszerese. Ellendrizziik
ezt a tényt a kovetkezs esetben. Legyen A az R? sik y = x egyenesére valo tiikrézés matrixa, B az y
tengelyre valo tiikrozésé, C pedig az origd koriili +90°-kal valo (6ramutatd jarasaval ellentétes iranyt)
forgatas matrixa. TetszSleges v € R? vektorra az A-nak majd a B-nek megfelel§ tiikrozést alkalmazva a



BAwv vektorhoz jutunk, a C-nek megfelel§ elforgatas a v vektort Cv-be viszi, tehat a fenti allitas ebben
az esetben a BA = C egyenldséget jelenti. Irjuk fel az A, B, C' matrixokat, és ellendrizziik, hogy BA = C
valéban fennall.

Megoldas: Az ((1)) és ((1)) bézisvektorok képeit meghatarozva és a méatrix megfelels oszlopaiba beirva
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tovabba BA = C matrixszorzassal ellendrizhetd.

kapjuk, hogy

6. Mekkorak a befogoi annak a derékszogi haromszognek, amely minimalis teriiletii azon haromszogek koziil,
amelyeket egy (5,3) ponton atmend egyenes és a koordinatatengelyek pozitiv oldalai hatarolnak?

Megoldas: Az egyenes m meredekségét paraméternek valasztva szamolunk. Az (5,3) ponton dtmend m
meredekségi egyenes egyenlete y — 3 = m(x — 5), az x tengelyt a 5 — 3/m, az y tengelyt pedig az 3 — 5bm
pontban metszi. A minimalizalandé fiiggvény a haromszog teriilete, azaz az

(5-2)(3—5m) 9  25m
= m == 1 - — —
J(m) 2 "Tom T 2
Az 9 25
/ = — — — =
egyenlet megoldasa m = +3/5, amelyek koziil a feladatnak a negativ felel meg. A befogok hossza tehat
10 és 6.

Elméleti feladatok

7. (a) Irjuk fel altalaban, hogyan kell egy 3 x 3-as determinanst a méasodik sora szerint kifejteni.

(b) Az alabbi méatrix néhany eleme nem olvashato. Igazoljuk, hogy a determinansa a *-gal jelolt elemek
ismerete nélkiil is meghatarozhato. Szamoljuk ki a determinénst.
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Megoldas:

(a) Ld. jegyzet és képletgytjtemény.

(b) A matrix determinansat az elss sor szerint kifejtve az els§ harom tag 0-val szorzodik, ezért
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8. Egy a, sorozat esetén legyen b, = a2, a sorozat minden paros indext elemébdl képzett részsorozat,
Ccn = Qon—1 pedig a paratlan indext elemekbdl képzett részsorozat. Tudjuk, hogy a b, és a c, sorozat
is konvergens. Mit6l fiigg, hogy ekkora az a, sorozat is konvergens-e vagy nem? Adjunk olyan példat,
amikor b, és ¢, konvergens és a,, is az, ill. egy olyan példat, amikor b,, és ¢, konvergens de a,, nem.

Megoldas: Az a, sorozat pontosan akkor lesz konvergens, ha lim, o b, = lim, o ¢,. Példaul az
a, = 1/n esetben maga ay, b, = 1/(2n) és ¢, = 1/(2n — 1) is konvergens. Péld4aul ha b, = 1/n és ¢, = 1,
akkor a,, nem konvergens.
9. Definialjuk egy f(z) fiiggvény xo pontbeli derivaltjat. A definici6 alapjan szamitsuk ki az f(xz) = e
fliggvény derivaltjat az zo = 0 pontban. Segitség: hasznaljuk a nevezetes hatarértékeket.

Megoldas: Ld. jegyzet. A 0-beli derivalt
f)=f0) e o1
h

f(0) = lim
ahol az utolsé egyenlGség nevezetes hatarérték.

Minden feladat 7 pontos.



