Matematika EP1 vizsga megoldasa, 2017. dec. 20.
Integralasi feladatok (kritérium: a sikeres vizsgéhoz az alabbi harom feladatbol legalabb 6 pontot el kell érni)

1. Szamoljuk ki az
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2. Mennyi az
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3. Parabolaivekkel hatarolt 2 cm atmérsji nyomoforma segitségével habkarikakat készitiink a karacsonyfara.
Szamitsuk ki egy habkarika térfogatat, amely megkaphaté a koordindtarendszerben az f(z) = 3 — 22
fiiggvény grafikonja altal feliilrsl, a g(x) = 1+ 2% grafikonja altal alulrél hatarolt sikidom x tengely koriili
megforgatasaval kapott forgastestként. Segitség: a keresett forgéastest térfogatat igy szamolhatjuk, hogy az
f () fiiggvény x tengely koriili megforgatottjanak térfogatabol kivonjuk a g(x) fiiggvény megforgatottjanak
térfogatat. (Ez nem egyenls az f(x) — g(z) megforgatottjanak térfogataval.)

A kapott térfogat segitségével adjunk nagysagrendi becslést, hogy egy liter habbdl hany habkarika készit-
hets. A becslésben 7 értékét 3-mal, a kapott tortet egy hozzéa kozeli egész szammal helyettesitsiik.
Megoldas: Mivel az f(z) és g(x) fiiggvények grafikonjai a —1 és 1 pontokban metszik egymast, egy
habkarika térfogata felirhato a kovetkezd integralként:
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A 32/3-ot 11-re, -t pedig 3-ra kerekitve egy habkarika térfogata 33 cm?, azaz egy literbél nagységrendileg
30 habkarika készithet$ (a pontos érték 29,45).



Szamitasi feladatok

4. Tekintsik az
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vektorokat, melyek kozll u; és u, merdlegesek egymésra. Keressiink olyan us vektort, amely u;-re és
Uyp-re is merdleges. Ekkor az u;,u,,us vektorok automatikusan bézist alkotnak R3-ban, ezért a fenti v
vektor felirhatd a bézis elemeinek linearis kombinaciojaként. Keressiik meg ezt a felirast két 1épésben.
Bontsuk fel el6szor v-t egy u,-gyel parhuzamos v, és egy ra meréleges v,, Osszetevik Osszegére. Ezutan a
v,, merdleges Osszetevét bontsuk tovibb wu,-vel parhuzamos és ra merdéleges Osszetevékre. Vegytik észre,
hogy a mersleges komponens u;-mal parhuzamos.

Megoldas: A keresett u; vektort u; és u, vektorialis szorzataval szamolhatjuk:
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ahol az utolso lépésben a kapott vektor —1/3-szorosat vettiik. Legyen ezért
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Ekkor v-nek u,-gyel pArhuzamos komponenséhez (u;,v) = —4-10+1-1+4-18 = 33 és ||y, [|> = 16+1+16 =
33, ezért Uy = Uy és
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Ennek u,-vel parhuzamos komponenséhez (uy,v,,) =2-14+4-0+1-14 =42 és |luy||? =4 +16+1 = 21,
ezért az u,-vel parhuzamos komponens
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5. A 2 dl térfogatt henger alaktu bogrék koziil milyen sugar és magassag esetén lesz a borge felszine a lehetd

legkisebb? Felszinen a henger palastjat és alaplapjat értjiik egyiittesen, a bogre falvastagsagat és a fiilét
elhanyagoljuk.
Megoldas: Legyen a keresett sugar r, a magassag pedig m. Ekkor a minimalizalando felszin értéke
A = r?1 + 2rmm. Mivel a térfogat adott, r’mm = 2, amelyb6l m = 2/(7r?). Ebb6l az A felszin r-rel
kifejezhets A(r) = r?m +4/r alakban. A fiiggvény minimuméat derivdlassal keresve A’(r) = 2rm—4/r?> =0
adodik, amelynek megoldasa r = {/2/m, amelyhez m = {/2/m tartozik. Mivel A”(r) = 27 + 8/73, ami
minden pozitiv r esetén pozitiv, valdéban minimumot talaltunk.

6. Keressiik meg azt a harmadfokt polinomot, amely az zo = 0 pontban harmadrendben érinti az f(x) =
1/(z + 2)? fiiggvényt, azaz f harmadfoki Taylor-polinomjat a 0-ban.

Megoldas: Derivalassal

2 6 24
/ _ " _ " —
amelybe xg = 0-t behelyettesitve
1 1 3 3
fO) =1 FO)=-7 FO=3 f10)=-}
Innen a keresett Taylor-polinom i %x + 1—3;3302 — %x‘o’



Elméleti feladatok

7. Legyen
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egy linearis egyenletrendszer egyiitthatoméatrixa. A Gauss-eliminacio segitségével hozzuk redukalt lépcsds
alakra. Els6 lépésben cseréljiik fel a két sort. Irjuk fel, hogyan valtozik a fenti A matrix determinansa az
egyes lépések elvégzésekor. Ezek alapjan adjuk meg altalaban, hogy a Gauss-eliminéci6 lehetséges 1épései
soran hogyan valtozik az egyiitthatoméatrix determinénsa.

Megoldas: A métrixon a Gauss-eliminaciot elvégezve
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ahol az els6 1épésben a két sort felcseréltiik, a masodikban az els6 sor kétszeresét kivontuk a méasodikbol,

majd az elsd sort 1/2-del szoroztuk. A matrix determinansa a fenti miveletsor alatt —2,2,2,1 volt.

Altalaban két sor cseréjével a determinans a —1-szeresére valtozik, egy sor tobbszorosének a méasik sorhoz
adasaval nem valtozik, egy sor A-val valo szorzasa esetén A-szorosara valtozik.

8. Mondjuk ki a sorozatok hatarértékére vonatkozo rendérelvet. Ennek segitségével adjuk meg az
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sorozat hatarértékét.

Megoldas: Ld. jegyzet. Az adott a,, esetén hasznélva, hogy —1 < cosz < 1 minden x € R esetén, a

1< <1
T S S

becslés adodik, amelyben —1/n? és 1/n? is 0-hoz tart, ezért lim,, o a, = 0.

9. Tegyiik fel, hogy f(x) a [0, 1] intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény, amely differencialhaté (0, 1)-en.
Tudjuk tovabba, hogy f(0) =0 és f'(z) > 0 minden z € (0,1) esetén. Lehet-e ekkor az f(1) fiiggvényérték
pozitiv? Lehet-e f(1) = 07 Lehet-e f(1) < 0?7 A vélaszt minden esetben indokoljuk vagy adjunk példat a
megfelels tulajdonsagi f(z) fliggvényre.

Megoldas: f(1) lehet pozitiv: barmely ¢ > 0 esetén az f(z) = cx fiiggvény eleget tesz a feltételeknek és
) =ec.

f(1) lehet 0: ez egyediil az f(x) = 0 minden z € [0, 1] fliggvény esetén allhat fenn.

f(1) nem lehet negativ: ha f(x) = d lenne valamely d < 0-val, akkor a Lagrange-féle kozépértéktétel

miatt lenne olyan z¢ € (0, 1), amelyre f'(z¢) = (f(1) — f(0))/(1 —0) = d < 0. Ez ellentmond annak, hogy
f/(z) > 0 minden z € (0,1) esetén.



