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Integralasi feladatok (kritérium: a sikeres vizsgahoz az alabbi harom feladatbol legalabb 6 pontot el kell érni)

1. Az
/ac -sin(r — 32%) dx

hatarozatlan integralban végezziik el az u = 7 — 322 helyettesitést, szamoljuk ki az integralt az Gj u
valtozoval, majd a kapott fiiggvényt fejezziik ki az x valtozd segitségével.
Megoldas: Mivel u = 7 — 3z2, ezért g—g = —6x, tehat
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/z~sm(7r —32%)dz = *E/Sin(ﬂ — 32%)(—6x)dx = fg/sinudu = Ecosu+c: ECOS(W*&L‘Q) +c.
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Megoldas: Mivel a nevezd gydkei valosak 22 — 2 — 6 = (x — 3)(z + 2), ezért parcidlis tortekre bonthato
az integrandus

2. Mennyi az

hatarozott integral értéke?
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3. Homogén lemezbdl kivagjuk azt a korlatos sikidomot, amelyet az y = 1/(x + 1) gorbe, a koordinatatenge-
lyek és az x = 1 egyenes hatarolnak. Szamitsuk ki a lemezdarab témegkdzéppontjanak koordinatait.

Megoldas: A tomegkozéppont kiszamitasahoz az alabbi integralokat kell elvégezni:
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Innen a témegkozéppont x koordinataja (1 —In2)/In2, y koordinataja pedig 1/(41n2).

Szamitasi feladatok

4. Harom gyerek kiilonbozé édességeket kap ajandékba: Helga két miizliszeletet, hét piskotaszeletet és hét
zabpelyhes kekszet, Bettina két miizliszeletet, hat piskotaszeletet és négy zabpelyhes kekszet, Kristof pedig
egy miizliszeletet, 6t piskotaszeletet és nyolc zabpelyhes kekszet. Helga édességei 370 Ft-ba, Bettinaé 300
Ft-ba, Kristofé pedig 290 Ft-ba keriiltek Gsszesen. Mennyi az egyes édességek egységara, ha ezek 10 Ft
pozitiv egész szamu tobbszorosei. A megoldasnal alkalmazzuk a Gauss-eliminécio modszerét.

Megoldas: Jeldlje x a miizliszelet, y a piskétaszelet, z pedig a zabpelyhes keksz egységarat. Ekkor az
alabbi linearis egyenletrendszer irhato fel:

20+ Ty + 72z = 370
2z + 6y + 42z = 300
T+ 5y + 8z = 290
amelynek végtelen sok megoldasa paraméteresen x = 7t—60,y = 70—3t, z = t alakban adodik. Ezek koziil

at =10 és t = 20 esetben kapunk a feltételeknek megfelel§ pozitiv megoldast, azaz x = 10,y = 40, z = 10
vagy = 80,y = 10, z = 20.



5. Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely merdleges az f(z) = 3(z — 5)%/3 — 4 fiiggvény grafikon-
janak y = —1 pontjahoz huzott érint§jére és amely atmegy az érintési ponton. Hol metszi a fenti érintére
merdleges egyenes a koordinatatengelyeket?

Megoldas: Az adott f(x) fiiggvény y = —1 pontja az zo = 6 helyhez tartozik. Mivel f'(z) = 2(z—5)"1/3,
ezért az érint6 meredeksége xo-ban f/(6) = 2. Az érint6ére merdleges egyenes meredeksége —1/2, tovabba
atmegy a (6, —1) érintési ponton, ezért az egyenlete y+1 = —%(ac —6), azaz x + 2y — 4 = 0. Ez az egyenes
az x tengelyt a (4,0), az y tengelyt a (0,2) pontban metszi.

6. Vizsgaljuk meg az
1
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fliggvényt: adjuk meg az értelmezési tartoméanyat, hatarozzuk meg, milyen intervallumokon monoton
n6vo ill. csékkend, hol konvex és konkav, hol van lokalis szélsGértéke és inflexios pontja, majd vazoljuk
a fliggvény grafikonjat. Az abrazolashoz segithet a fliggvény hatarértékének kiszamolasa az értelmezési
tartomany hatarpontjaiban.

Megoldas: A fiiggvény a —1 és 1 pontokban nem értelmezett, az értelmezési tartomany R\ {—1,1}. A
fliggvény elsd két derivaltja

ron 2x i) — 2 + 622
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Az f'(z) = 0 csak © = 0 esetén allhat fenn, az f/(z) derivalt (1 —2?)? nevezGje minden olyan z-re pozitiv,
ahol a fiiggvény értelmezett. Ezért a fiiggvény monoton csokkend a (—oo, —1) és (—1,0) intervallumokon,
monoton névs a (0,1) és (1,00) intervallumokon. Az f”(x) masodik derivalt 2 + 62? szamlaloja minden
a-re pozitiv, a nevezd |z| < 1 esetén pozitiv, |z| > 1 esetén negativ. Ezért a fiiggvény (—oo, —1) és (1, 00)
intervallumokon konkav, a (—1,1) intervallumon konvex. Az x = 0-ban a fliggénynek lokilis minimuma
van, inflexiés pontja nincs. A fiiggény hatarértéke t+oo-ben 0, a £1-ben jobb és bal oldali hatarérték
létezik csak, ami +o00, ez leolvashaté a fliggvény grafikonjarol.

Elméleti feladatok

7. Irjuk fel a vektorialis szorzas definialo tulajdonsagait, azaz adjuk meg a szorzat hosszat, iranyat, allasat.
Alkalmazzuk a vektorialis szorzast az

xr = 6t T =4t
y =2t és y=20

egyenesek altal feszitett sik egyenletének felirdsahoz.

Megoldas: Ld. jegyzet. A két egyenes iranyvektoranak vektoridlis szorzata
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ezért az altaluk feszitett sik egyenlete 6x — 38y — 8z = 0.
8. Mondjuk ki altaldban a sorozat hatarértékének definicidjat. Az
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sorozat esetén a definicié segitségével hatdrozzunk meg az ¢ = 0,1-hez tartozd ng kiiszobindexet.

Megoldas: Ld. jegyzet. Mivel a példaban lim,,_ - a, = 5, ezért olyan n-eket keresniink, amelyre
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—5’<5.

Ko6z06s nevezdre hozva a bal oldalon az |5/(n—1)| < ¢ egyenl6tlenség adodik. Az abszolut érték elhagyhato,
mert a bal oldal mindig pozitiv. Atrendezés utan az n > 145/ egyenlStlenséghez jutunk, amely az adott
€ = 0,1 esetén az n > Hl-et jelenti.

. Hogy sz0l a L’Hospital-szabaly? A tételt az egyszeri alkalmazas esetére mondjuk ki. A

. sinxzx . Inz . sinz . Inz
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hatarértékek koziil melyikre alkalmazhaté a L’Hospital-szabaly? Ahol lehet, alkalmazzuk, ahol nem, ott
miért nem alkalmazhat6? Mas médon szamitsuk ki ezeket a hatarértékeket is.

Megoldas: Ld. jegyzet.
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a L’Hospital-szabaly segitségével, mivel az eredeti hatarérték 0/0 tipusa. A
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hatarérték —oo/0 tipust, ezért a L'Hospital-szabaly nem alkalmazhato, de az elgbbiekbdl latszik, hogy a
hatarérték —oo. Mivel lim,_, o sin x nem létezik, ezért a L.’Hospital-szabaly nem alkalmazhat6 a
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hatarértékre. Mivel —1 < sinz < 1, ezért a renddrelv miatt a fenti hatarérték 0. Mivel co/oco tipusi,
ezért a L’Hospital-szabalyt alkalmazva



