Matematika EP1 vizsga megoldasa, 2020. jan. 10.
Integralasi feladatok (kritérium: a sikeres vizsgahoz az alabbi harom feladatbol legalabb 6 pontot el kell érni)

1. Az
/e:” -sin(e” + ) dz
hatarozatlan integralban végezziik el az u = e® helyettesitést, szamitsuk ki a kapott u valtoz6 szerinti
integralt, majd a kapott fliggvényt fejezziik ki az x valtozoval.

Megoldas: Mivel az valtozocserét megadd x — u fliggvény derivaltja g—g = e”, ezért
x 3 x 3 du 3 x
e’ -sin(e” + m)de = [ sin(u+7) - d—dz = [ sin(u+ 7)du = — cos(u + 7) + ¢ = — cos(e” + ) + c.
x

2. Szamitsuk ki az
8 922 — 20z + 55
—dz
7 x?2—11z+30

hatarozott integralt.

Megoldas: Maradékos polinomosztassal majd parcialis tortekre bontassal
8 5,2 8
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——dz = 24 ———|d
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= 2 — d
/7 ( z5+z6) v
= [22 —5In|z — 5|+ 7TIn|z — 6]

=16—-5In34+7In2— (14 —5In2+ 7In1)
=2-5In3+12In2.

3. Legyen fi(z) = x és fa(z) = /z. Forgassuk meg mindkét fiiggvény grafikonjat az = tengely koriil, majd
integralassal hatarozzuk meg azt az a > 0 értéket, amelyre a [0, a] integvallumba es6 forgastest térfogata
az f1 és fo fliggvényekre azonos.

Megoldas: A forgastest térfogatanak integralképlete alapjan az f; forgatasaval kapott test térfogata

w[Gwras=n [ [%] a2

Hasonléan az f, forgatasaval kapott térfogat

a a 2 a a?
7r/0 (fg(z))Qd:cw/O SCd:L'7T|:7:|O7T7.

A két térfogat akkor egyenls, ha a = 3/2.
Szamitasi feladatok

4. Szamitsuk ki az

y=2t+5 y=2t—1
z=2 z=t+1

egyenesek metszéspontjat. Milyen tavolsagra van a metszéspont a 2x — 2y + z = 3 siktol?

Megoldas: A keresett metszéspont (—3,1,2), amely az elsé egyenes t = —2 és a masodik egyenes t = 1
paraméterértékhez tartozo pontja. A sik egyenletét 2z — 2y + (2 — 3) = 0 alakban felirva a metszéspont

és a sik elGjeles tavolsaga
2-(=3)—2-1+(2-3) -9

22 4 (—2)2 + 12 3

-3,

azaz a tavolsag 3.



5. Szamoljuk ki az
B m n—3
" \2n-1

sorozat hatarértékét.

Megoldas: Mivel az alap 272:1 — 1, ezért a sorozatot igy frhatjuk:

n—3

1 n—3 )
an = <1+2n—1> — elimnoee 3t = 1/2,

6. Vizsgaljuk meg az f(x) = x2e® fiiggvényt. Hatdrozzuk meg az értelmezési tartomanyat, készitsiink tab-
lazatot, mely intervallumokon monoton névé ill. csékkend, konvex ill. konkav a fiiggvény, hol vannak a
lokalis szélsGértékei és inflexios pontjai. Végiil vazoljuk a fiiggvény grafikonjat.
Megoldas: A fiiggvény R-en értelmezett. Derivaltjai f/(z) = (2% + 22)e®, amely az 2 = 0 és = —2

pontokban 0, f(z) = (22 + 4z + 2)e®, amely az 2 = —2 + v/2 pontokban 0.
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A fiiggvény grafikonja:
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Elméleti feladatok
(a) Milyen feltétel teljesiilése esetén lehet két méatrixot egymassal dsszeszorozni? Kommutativ-e a mat-

7.

rixok szorzasa?
(b) Az
4 —4
A= (g _31) B=|-1 2
-2 3
méatrixok példajan mutassuk be, hogyan kell kiszamolni a szorzatukat (megfeleld sorrendben). Irjuk
ki, milyen alapmiiveletekkel kapjuk meg a szorzat egyes elemeit az A és B maétrixok elemeibdl.

Megoldas:
(a) Akkor szorozhatok Ossze, ha az els6 matrix oszlopainak szama megegyezik a masodik méatrix sorainak

szaméaval. A matrixszorzas nem kommutativ.

(b) Az eredmény
8 —16
BA=|-2 7
-4 11

ahol az egyes elemek az alabbiak szerint adodnak az A és B matrixok elemeib6l: 8 =4 -2+ (—4) - 0;
-16=4-(-1)4+(-4)-3, 2=(-1)-242-0;7=(-1)-(-1)+2-3; -4 =(-2)-2+3-0;

11=(-2)-(-1)+3-3.
8. Mi harom R3-beli vektor vegyes szorzatanak geometriai jelentése? Szamoljuk ki az

3 —2 1
a= |1 b=10 c= |1
4 5 4

vektorok vegyes szorzatat. Ezutan szamoljuk ki a vegyes szorzatot gy is, hogy a b és ¢ vektorok sorrendjét

felcseréljiik. Hogyan véltozik a vegyes szorzat és miért?




Megoldas: A vegyes szorzat értéke a harom vektor altal feszitett paralelepipedon elGjeles térfogata. A
két vegyes szorzat

3

abc=|-2

1

—_ O =

4
5/=-10, acb=|1
4

A két vegyes szorzat egymas ellentettje, mert ugyanazt a paralelepipedont feszitik, csak a vektorok az els§
esetben balrendszert, a méasodikban jobbrendszert alkotnak. Mindez abbdl is latszik, hogy a két vegyes
szorzatot megado determinans egymasbol két sor cseréjével kaphato.

9. Mondjuk ki a IL’Hospital-szabalyt. A L'Hospital-szabaly segitségével szamoljuk ki az f(x) = e* fiiggvény
0-beli Taylor-polinomjaban a méasodfoki tag egyiitthatojat az aldbbiak szerint. Mivel f érintSegyenese
a 0-ban 1 + z, a fiiggvénybdl ezt levonva és z2-tel osztva az 2 — 0 hatarértékben megkapjuk a keresett
egylitthatot, azaz szamoljuk ki a

xT
—(1
tim &1 F2)
x—0 x
hatarértéket.
Megoldas: Ld. jegyzet.
T _ (] s T _ 1 1, T
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Minden feladat 7 pontos.



