Matematika EP1 vizsga megoldasa, 2020. jan. 24.
Integralasi feladatok (kritérium: a sikeres vizsgahoz az alabbi harom feladatbol legalabb 6 pontot el kell érni)

1. Szamoljuk ki az
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hatarozatlan integralt.

Megoldas: Maradékos polinomosztassal
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2. Szamitsuk ki az

hatarozott integralt.

Megoldas: Eszrevéve, hogy mindkét tagban az osszetett fiiggvény bels fiiggvényének derivaltja a masik
szorzotényezd

/11 (sinhx\/(cosTx)?’ + 27 - sin(ﬂ'xQ)) dor = [%(cosh x)5/2 - COS(7T$2):| 11
= %(cosh 1)%2 - (~1) - <§(cosh(1))5/2 - (1))

mert a coshz fliggvény paros, tehat cosh 1 = cosh(—1).

3. Integralassal szamoljuk ki annak a forgastestnek a felszinét, amelyet az x(t) = 2t? + 1, y(t) = 4t paramé-
teresen adott gorbe t = 0 és ¢t = 1 paraméterértékek kozé es6 darabjanak = tengely koriili megforgatasaval
kapunk.

Megoldas: Mivel dflgt) =4t és d?j—it) = 4, ezért a felszin paraméteres integralképletével a keresett felszin
értéke
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Szamitasi feladatok

4. Legyen A = (2,—1,3), B = (4,0,5) és C = (1,2,6) a tér harom pontja. Irjuk fel a rajuk illeszkeds sik
egyenletét. Segitség: a sik normalvektorat két a sikba es6 vektor vektorialis szorzataként allitsuk eld.

Megoldas: Mivel AB = (2,1,2) és AC = (—1,3,3) a sikba es6 két vektor, a vektorialis szorzatuk
valaszthato a keresett stk normélvektoranak:
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Ezen normalvektor és a harom koziil barmelyik pont segitségével a sik egyenlete —3x — 8y + 7z = 23.

5. Szamoljuk ki az
53—2n + 7718 —3. 2n+1
303 1 43115 — 1010n

Ap =

sorozat hatarértékét.

Megoldas:
53—2n + 7n8 - 3. 2n+1 on 53—2n/2n + 7n8/2n -6 o
an = = o5 P
3n3+4-37+t5 — 1010 37 3p3/3n 44.35—1010—n/3n
mert a kiemelés utani alak elsé tényezGje 0-hoz tart, a masodik tényezé szamlaloja —6-hoz, nevezsje pedig
4 - 35-hez tart.




6. Irjuk fel az f(x) = In(3xz + 2) fiiggvény azon érintGjének egyenletét, amely meréleges a 22 + 3y = 4
egyenletii egyenesre.

Megoldas: Az adott egyenes meredeksége —2/3, ezért a keresett érinté 3/2. Az f'(x) =

3 —
3z+2 3/2

egyenelet megoldasa adja azt az z helyet, ahol az érintGegyenest felirjuk. Az egyenlet megoldéasaval xg = 0
adodik, ahol a fliggvény értéke f(0) = In2, ezért a keresett érinté egyenlete y = %z +In2.

Elméleti feladatok

7.

(a)

(b)

Tegylik fel, hogy egy harom egyenletbdl all6 haromismeretlenes lineéris egyenletrendszernek az z = 6,
y=5 z=0¢8azx = -2,y =2, z=1is megoldiasa. Mit mondhatunk ebben az esetben az
egyitthatomatrix determinansarol?

Tegyiik fel, hogy a Gauss-eliminécié utan az egyenletrendszer 1épcsés alakjaban az x és y valtozd
oszlopaba jutott vezéregyes, de a z valtozo oszlopaba nem, ezért a z valtozo6 értékét egy ¢ € R szabad
paraméternek valasztottuk. Mi lehet az egyenletrendszer altalanos megoldasa, ha tudjuk, hogy az
el6z6 pontban megadott két megoldas kielégiti az egyenletrendszert? Segitség: az altalanos megoldas
r=at+ b,y =ct+d, z =1t alakd, ahol az a,b, ¢,d konstansokat az el6z6 pontban megadott két
megoldas segitségével hatarozhatjuk meg.

Megoldas:

(a)

Mivel az egyenletrendszernek két kiilonb6z6 megoldasa is van, ezért csak végtelen sok megoldésa
lehet. Igy az egyiitthatématrix determinéansa 0.

A segitségben megadott © = at + b, y = ct +d, z = t alakba az x = 6, y = 5, 2 = 0 megoldast
behelyettesitve kapjuk, hogy b = 6 és d = 5. Ezt felhasznélva és az x = —2, y = 2, z = 1 megoldast
is behelyettesitve a = —8 és ¢ = —3 adédik, azaz az altalanos megoldas x = —8t + 6, y = —3t + 5,
z2=1

Egy sikbeli lineéris transzformacio6 az ((1)) bézisvektort az (ZH) vektorba viszi, a ((1)) bazisvektort
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pedig az (212) vektorba. Hogyan irhaté fel ebben az esetben a transzformacié matrixa?
22

Mi annak a sikbeli linearis transzformacionak a matrixa, amely minden vektort az origo koriil «/4
szoggel éramutatd jarasaval ellentétes iranyban elforgat?

Megoldas:

()
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A transzformacié matrixa ekkor .
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Az adott forgatas matrixa (gg _\/\gi/;).

Adott az f : R — R differencialhaté fiiggvény. Ha tudjuk, hogy f monoton névé az (a,b) intervallu-
mon, akkor mit mondhatunk a derivaltjarol?

Adott az f : R — R differencialhato fiiggvény. A derivaljanak milyen tulajdonsaga esetén biztositha-
t6, hogy f monoton n6vé legyen az (a,b) intervallumon?

Tekintsiik az f(x) = 14+ = — cosx fuggvényt. Ellendrizziik az el6z8 pontok feltételeit a derivaltjara.
Milyen intervallumokon névekvs ez a fliggvény?

Megoldas:

(a)
(b)
()

Ha f monoton n6vé az (a, b) intervallumon, akkor f/(z) > 0 minden z € (a, b)-re.
Ha f/(z) > 0 minden = € (a,b)-re, akkor f monoton novs legyen az (a,b) intervallumon.

Mivel f/(z) = 1 —sinz, amelyre f'(z) > 0, de egyenlség all fenn z = %7‘( + k2m-re ahol k € Z. FEzért
a fliggvény monoton névé a (%ﬂ—l— k2w, %ﬂ—l— (k+1)2m) alak intervallumokon minden k € Z-re. Mivel
ezek az intervallumok a végpontjaikban Gsszeérnek, a monoton névé tulajdonsag fennall a teljes vald
szédmegyenesen.



