Matematika EP1 vizsga, 2024. dec. 16. megoldasa

A sikeres vizsgahoz az integrélasi feladatokbol legalabb 6 pontot, 6sszesen pedig legalabb 20 pontot el kell érni.

Integralasi feladatok
1. (7 pont) Az
/ez sin(m — e%) dx

integralban végezziik el az u = e* helyettesitést, szamoljuk ki a kapott integralt, majd fejezziik ki az
eredményt az eredeti x valtozoval.

Megoldas: Mivel % =e*, 2p ezért
/e:” sin(m — e*) dx 4 /sin(ﬂ' —u)du =4 cos(m —u) + ¢ =4 cos(m —e¥) +c.

2. (7 pont) Mennyi az
dx

/1 322 —bx? +x—4
0 xr — 2
hatarozott integral értéke?

Megoldas: Maradékos polinomosztassal
1

1 3 _ 2 _
/ el 29 59,
0 2

1 2
2
d,r:/ 3224243+ —|de Z x3+$—+3x+21n|x—2|
Tz —2 0 Tz —2 2 0

3. (7 pont) A feldiszitett karacsonyfa forgastest alakt, vizszintes keresztmetszete
2 — x méter magassagban f(z) = ””21—+02”” sugaru kor, ha z € [0,2]. Az abrén a
fa fligg6leges keresztmetszete lathato. Integralassal szamoljuk ki a karécsonyfa
térfogatat, azaz annak a forgastestnek a térfogatat, amelyet az f(x) fliggvény
grafikonjanak x tengely koriili megforgatasaval kapunk a [0, 2] intervallumon.

Az eredményt a behelyettesités utan nem kell tovabb egyszertsiteni.

Megoldas: A keresett térfogat értéke

7r/02(f(x))2 do 3:%/02 (x21+()2x)2dx

100
op m [P 4 4237°
:Too[?*“ﬂo
ip m™ (32 32
:1_()()(€+16 ?)
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~ 375

Szamitasi feladatok
4. (5 pont) Oldjuk meg Gauss-eliminacioval a

3x—8y+4z=5
20 —y+T7z=12

T—y+3z=5
linearis egyenletrendszert.
Megoldas: A 3. sor el6rehozéasaval
1 -1 3] 5 1 -1 3 531—135
2 -1 7]12|~f0 1 1| 2|20 1 1]2
3 -8 4| 5 0 -5 =5 | —10 0 0 010

ahonnan z = t szabad paraméter, a méasodik egyenletbdl y = 2 — ¢, az els6 egyenletbdl pedig x = 7 — 4¢.
2p



5. (5 pont) Mennyi a 3x + 2y — z = 3 sik és az Q = (7,4, —4) pont tavolsaga?

Megoldas: A sik egyenletét atirva 3(x — 1) + 2y — z = 0, 1p amelybe a pont koordinatait behelyettesitve
a tavolsag 3p
3-(T—1)4+2-4—(—4) 1p 30
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6. (b pont) Vizsgaljuk meg az f(x) = ﬁ fliggvényt. Hatarozzuk meg az értelmezési tartomanyat, ké-

szitsiink tablazatot, mely intervallumokon monoton nové ill. csokkend, konvex ill. konkav a fiiggvény, hol
vannak a lokalis szélsGértékei és inflexios pontjai. Végiil vazoljuk a fiiggvény grafikonjat.

Megoldas: Az adott f(z) fiiggvény értelmezett minden = € R-re. A derivalt f/'(z) = 7%, amely
2 = O-ra lesz 0. 1p A masodik derivalt f”(x) = %, amely r =0 és x = i</§ esetén lesz 0. 1p

Ezért a fiiggvény a (—oo,0)-n monoton ng, 0-ban lokalis maximuma van, a (0, 00)-en monoton csékken.

1p A fiiggvény a (foo, ff/g)—('jn konvex, a (f {‘/g, {‘/g)—én konkav, a ((‘/g, oo)—en konvex, 1/ 2-ben

inflexios pontjai vannak, de 0-ban nem. 1p A fiiggvény grafikonja: 1p

Elméleti feladatok

7. (a) (3 pont) Milyen tulajdonsagokkal értelmezziik két R3-beli vektor vektorialis szorzatat (hossz, irdny,

allas)?
3 1
(b) (3 pont) Szamoljuk ki az u = | =2 | és v = [ 1| vektorok vektorilis szorzatat, majd skaléris
2 1
szorzassal ellendrizziik az iranyra vonatkozo feltételt ebben az esetben.
Megoldas:
(a) u x v merdleges u-ra és v-re, 1p hossza [[u x v|| = [lu] - [[v]| - sinc, ahol o az u és v hajldsszoge, 1p

az u, v, u X v vektorok ebben a sorrendben jobbrendszert alkotnak. 1p
(b)
) —4
-2 2| <[ -1
1 5
amelyre (u X v,u) = —4-3—-1(-2)+5-2=0és {(uxv)y=—-4-1-1-145-1=0. 1p
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8. (a) (3 pont) Mit jelent az, hogy az a,, sorozat hatarértéke egy A valds szam?
(b) (3 pont) Szamoljuk ki az

3n—1
tn = 2n+3
sorozat hatarértékét, majd a hatarérték definicidja alapjan adjunk meg egy € = % értékhez tartozo
kiiszobindexet.
Megoldas:

(a) Ha minden £ > 0-hoz létezik ng, hogy |a, — A| < € minden n > ng-ra. 3p

(b) limy—ye0 an = %, 1p ezért

6n—2 — (6n+9) 11 11

= <_
2(2n + 3) 2(2n+3) 10

n+3 2

3n—1 3‘

ahonnan n > 26 adédik. 1p



9. (a) (3 pont) Mondjuk ki a Newton — Leibniz-tételt.

(b) (3 pont) Az f(x) = 22 — 3z + 1 fiiggvénynek adjuk meg két kiilonbdzs primitiv fiiggvényét, majd
szamoljuk ki az f fiiggvény hatarozott integraljat a [—1, 1] intervallumon kétféleképpen ezen primitiv
fiiggvényekkel.

Megoldas:

(a) Ha f(z) folyonos [a,b]-n és primitiv fliggvénye F(x), akkor
b
[ f@ e = (P = F®) - F@. 3

3

(b) Az adott f(x) Osszes primitiv fliggvénye F(z) = & — % + & + ¢, ezért minden ¢ € R-re
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