Matematika EP1 vizsga megoldasa, 2025. jan. 10.

A sikeres vizsgdhoz az integralési feladatokbol legaldbb 6 pontot, Gsszesen pedig legalabb 20 pontot el kell érni.

Integralasi feladatok

1. (7 pont) Végezziink parcialis integralast az
/x3 Va2 +1de

integralban. Ehhez el6szor bontsuk szorzatti az x® tényezét tgy, hogy megjelenjen a 22 + 1 Gsszetett
fiiggvény belss fiiggvényének a derivaltja. Vegyiik észre, hogy a v/z2 + 1 és a belss fiiggvény derivalt-
janak szorzata éppen egy alkalmas Osszetett fliggvény derivaltja. Ezt a derivaltat vélasszuk a parcialis
integralasnal az egyik tényezének.

Megoldas: A /22 + 1 belsé fiiggvényének derivaltja (22 + 1)’ = 2, 1p ezért a parcialis integralasban a
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tényezGket valass?uk a kovetkez6képpen: f'(z) = Va? +1-2x és g(x) = 4, amelyhez f(z) = 2(2? + 1)3/2
és ¢'(x) = . 1p Igy parcialis integralassal
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2. (7 pont) Mennyi az
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Megoldas: Felismerve, hogy (cosz) = —sinx,

hatarozott integral értéke?
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felhasznalva, hogy cos0 = 1 és cos (—%) = % 4-+3p

3. (7 pont) Integralassal szamoljuk ki az r(p) = 3e**/3 polarkoordinatasan adott spiralgérbe ¢ € [0,1]
darabjanak ivhosszat.

Megoldas: Mivel %f) = 4e%/3_ 1p ezért a keresett tvhossz 2p
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Szamitasi feladatok

4. (5 pont) Irjuk fel a térben az A = (0,0,4), B = (1,0,8), C = (6,3,1) pontok altal meghatarozott sik
egyenletét.

Megoldas: Felirva az /@ (1,0,4) és R (6,3, —3) 1p vektorokat, a keresett sik normalvektoranak
valaszthato 1p
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amellyel az A ponton dtmend sik egyenletét felirva kapjuk, hogy —4x + 9y + 2z = 4. 2p



5. (5 pont) Mennyi az

. ((n—|— 3)(n—1) - n2)32”
" 3n—5
sorozat hatéarértéke?
Megoldas: Az alap hatarértéke
(n+3)(n—1)—n? _2n-3 2;2
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ezért irhato, hogy a, = ((b,)~1)?"~3, ahol (b,)"! — % > 1, ezért a,, — 0o. 3p

by, <1

6. (5 pont) Egy egyenld szart haromszog keriilete 6 cm. Mekkorak a haromszog oldalai, ha az oldalakra irt
felkorok tertileteinek Osszege a lehetd legkisebb?

Megoldas: Jelolje = a két egyenld oldal hosszat cm-ben. Ekkor a harmadik oldal hossza 6 — 2x cm.
Egy « hosszii oldalra irt félkér teriilete Zz*, a 6 — 2z hosszt oldalra irt félkoré 5 (3 — x)?. Ezért a
minimalizalando teriiletosszeg f(z) = 2- Z2? + 5(3 — x)? = Za? + Z(3 — x)2. 2p A kifejezés derivéltja
f(z) = Jz4+m(3—2)(—1), 1p amely akkor 0, ha x = 2. 1p A kifejezés masodik derivaltja f”(z) = 547 =
%w > 0, ezért x = 2-ben valéban minimum van. 1p

Elméleti feladatok

7. (a) (3 pont) Egy V vektortérben mit jelent, hogy az U C V részhalmaz alteret alkot?

(b) (3 pont) A V = R3 vektortérben alteret alkotnak-e az Uy = {(x,y,2) € R3 : y = 0} és az Uy =
{(x,y,2) € R®:y = 1} részhalmazok? A vélaszt réviden indokoljuk.

Megoldas:

(a) U akkor altér, ha maga is vektortér, azaz ha nem vezetnek ki bel6le a miiveletek. 3p
(b) Uy altér, mert ha uy = (21,0, 21),us = (22,0,22) € Uy és A € R, akkor u; +uy, = (x1+2,0,21+22) €
Uy és Au; = (Ax1,0,Az1) € Uy. Uz nem altér, mert pl. u = (0,1,0) € Us, de 2u = (0,2,0) & Us,.
2+1p
8. (a) (3 pont) Mondjuk ki a fliggvények hatarértékére vonatkozé L’Hospital-szabalyt.
(b) (3 pont) A L’Hospital-szabaly alkalmazasaval szamoljuk ki a
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lim A7
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hatarértéket.
Megoldas:

(a) Ha f(x) és g(z) az xo egy kornyezetében differencialhato fiiggveények, lim, ., f(x) = limg ., g(z) =
0 vagy |limy— ., f(2)] = |limz—z, g(x)] = 00, ¢'(x) # 0 az z egy kdrnyezetében, tovabba létezik a
limy .z, 75/837 akkor létezik a limg % hatarérték is, és lim, 4, % = limy 4, —ﬁ,gg 3p
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9. (a) (3 pont) Adott egy f(x) korlatos fiiggvény az [a, b] intervallumon és adott az [a,b] intervallum egy
a =g < 11 < T9g < -+ < x, = b felosztésa. Ertelmezziik az ezekhez tartozd alsé és felss

integralkozelits Osszegeket.

(b) (3 pont) Szamoljuk ki az f(x) = 2® fiiggvényhez és a [0, 10] intervallum azon felosztdsahoz tartozé also
és felss integralkozelits Gsszegeket, amelyben az osztopontok az egész szamok (xg = 0,27 = 1,29 =

2,...,x9 = 9,219 = 10). A kozelits Osszegeket hasonlitsuk Ossze a megfelels hatarozott integral
értékével. Felhasznilhato a kobszamok dsszegére vonatkozo 13 + 23 + .- - + 93 = 2025 Ssszefiiggeés.
Megoldas:

(a) Az adott P = {a = zp < 21 < 23 < -+ < z, = b} felosztashoz tartozod s(P) alsé és S(P) felss
kozelits Osszegeket az

n

s(P) = Z (me[zlln_fl%] f(x)) (i — 1), S(P) = Z ( sup f(x)) (x; —mi_1)

=1 i=1 :CE[a:i,l,xi]

formulakkal értelmezziik. 2-+1p
(b) Az adott fiiggvény és felosztashoz tartozo also kozelits osszeg s(P) = 03 + 13 +23 + ... + 93 = 2025,
1p a megfelels fels§ kozelits osszeg pedig S(P) = 13 +23 + 3% + ... +10% = 2025+ 103 = 3025. 1p A
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fiiggvény hatarozott integralja folo 23de = [ - = 2500, 1p amely az also és felsS kozelitd

Osszegek kozé esik.



