Matematika EP1 vizsga megoldasa, 2025. jan. 17.

A sikeres vizsgdhoz az integralési feladatokbol legalabb 6 pontot, 6sszesen pedig legalabb 20 pontot el kell érni.

Integralasi feladatok

1. (7 pont) Végezziik el az
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Megoldas: A maradékos polinomosztas elvégzése utan
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2. (7 pont) Mennyi az
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hatarozott integral értéke?

Megoldas: Felismerve, hogy (coshz + 1)’ = sinh és alkalmazva, hogy 2(3+ 3 + 2 — 2) = 2
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3. (7 pont) A szektortartomény teriiletére vonatkozo integralképlet segitségével
szamoljuk ki az x(t) = cos®t, y(t) = sin®¢, t € [0,7/2] paraméterezéssel adott
asztroidgorbe és a koordinatatengelyek altal meghatarozott teriiletet. A kapott
integral kiszamitasdndl hasznéljuk a sin®tcos?t = Xsin®2t = (1 — cos4t)
Osszefiiggést.
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Megoldas: Mivel dﬁ(tt) = 3cos?t(—sint) és df’i(tt) = 3sin?tcost, 2p ezért a keresett teriilet 1p
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Szamitasi feladatok
4. (5 pont) Adottak az
r=3t—2 r=1t—3
e=qy=95-2t f=Qy=>5t+2
z=1t—1 z=1-3t

egyenesek a térben. Irjuk fel az e egyenet tartalmazo és f-fel parhuzamos sik egyenletét. Van-e az e és f
egyeneseknek metszéspontja?

Megoldas: A keresett sik normaéalvektora véalaszthato a két egyenes iranyvektoranak vektoriélis szorzata-
ként
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amellyel az e egyenes (—2,5, —1) pontjan atmend sik egyenlete z + 10y + 17z = 31. 1p Mivel az f egyenes
(—3,2,1) pontjara az egyenlet bal oldalat felirva —3 4+ 10-2+ 171 = 34, ezért az f egyenes nem metszi
a fenti sikot, igy az e egyenest sem. 2p

5. (5 pont) Adjuk meg a p € R valos paraméter értékét agy, hogy az
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fliggvény folytonos legyen minden x € R-re.

Megoldas: A fiiggvény nyilvanvaldan folytonos minden x # 0 esetén. A 0-beli folytonossiaghoz a hatéarér-
tékek egyezését ellendrizziik. Ehhez alkalmazva az 1 — cos(5x) = sin®(5x/2) + cos?(5x/2) — (cos?(5x/2) —
sin?(52/2)) = 2sin?(5x/2) azonossagot,
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eredményt kapjuk. Masrészt behelyettesitéssel f(0) = lim,—o— f(z) = 2 + p, 1p amelybsl p = —3/14
adodik. 1p

6. (5 pont) Keressiikk meg azt a harmadfokt polinomot, amely az o = 0 pontban harmadrendben érinti az
f(x) =3 —x —22% + e 2* fiiggvényt, azaz f harmadfoki Taylor-polinomjat a 0-ban.
Megoldas: Mivel f/(x) = —1 — 4z — 2727, f"(x) = —4 + de~ 2% f"(x) = —8e~2%, 2p behelyettesitve
f(0) =4, f'(0) = =3, f”(0) =0, f(0) = —8, 2p ezért a keresett polinom a 4 — 3z — 323 1p
Elméleti feladatok

7. (a) (3 pont) Mit jelent, hogy néhany vektor bazist alkot a V' vektortérben?

(a) ( )

(b) (1 pont) Bazist alkotnak-e az R? vektortérben az (1,2,3), (3,2, 1) vektorok?

(c) ( ) Bézist alkotnak-e az R?® vektortérben az (1,2,3), (3,2,1), (1,0,0) vektorok?

(d) (1 pont) Bazist alkotnak-e az R3 vektortérben az (1,2,3), (3,2,1), (1,0,0), (1,1,1) vektorok?
A valaszokat réviden indokoljuk.

Megoldas:

1 pont

(a) A vq,v,,...,v, vektorok bazist alkotnak a V vektortérben, ha barmely v € V' vektor egyértelmten
elgallithato v = Ajv; + Aovy + -+ - + Apv,, linedris kombinacioként, ahol Aj, Ao, ..., A, € R. 3p

(b) Nem, mert R® minden bézisa haromelemi. 1p
(¢) Igen, pl. a harom vektorboél képzett determinéanssal ellendrizhets:
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miatt bazist alkotnak. 1p
(d) Nem, mert R?® minden béazisa haromelemi. 1p
8. (a) (3 pont) Egy valos szamsorozat esetén értelmezziik a monoton, korlatos és konvergens fogalmakat.
(Adjuk meg a hatarérték definiciojat is.)
(b) (3 pont) Ha van, adjunk példat olyan sorozatra, amely
A monoton és korlatos, de nem konvergens;
B monoton és konvergens, de nem korlatos;
C korlatos és konvergens, de nem monoton.
Ha nincs ilyen sorozat, roviden indokoljuk.
Megoldas:

(a) Az (a,) sorozat monoton, ha a,4+1 > a, minden n-re vagy a,+1 < a, minden n-re. 1lp Az (a,)
sorozat korlatos, ha vannak olyan K, L € R korlatok, hogy K < a,, < L minden n-re. 1p Az (a,)
sorozat konvergens, ha van véges hatarértéke, azaz van olyan A, hogy minden £ > 0-hoz létezik ny,
hogy |a, — A| < € minden n > ng esetén. 1p

(b) A Nincs ilyen sorozat, mert monoton és korlatos sorozat mindig konvergens. 1p

B Nincs ilyen sorozat, mert konvergens sorozat mindig korlatos. 1p
C Pl a, =(-1)"/n. 1p

9. (a) (2 pont) Mondjuk ki a Rolle-féle kozépértéktételt.



(b) (4 pont) Alkalmazhato-e a tétel a [0, 1] intervallumon az
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f(x) = tg(rx), g(z) = sin(wzx), h(z) = cos(mz), i(z) = 5

fliggvényekre? Ha igen, keressiik meg a tétel altal garantalt pontot. Ha nem, mutassuk meg, hogy a
tétel melyik feltétele nem teljesiil.
Megoldas:

(a) Ha f folytonos az [a, b] intervallumon és differencialhaté az (a, b) intervallumon, tovabba f(a) = f(b),
akkor létezik olyan ¢ € (a,b), hogy f'(c) =0. 2p

(b) Az f(x) fliggvény nem értelmezett x = 1/2-ben. 1p A g(x) fiiggvényre alkalmazhato a tétel. Mivel
g'(x) = mwcos(mx), ezért az © = 1/2-ben ¢'(1/2) = 0 teljesiil. 1p A h(0) = 1, h(1) = —1 miatt nem
alkalmazhato. 1p Az i(x) fiiggvény pedig nem differencidlhat6 = = 1/2-ben. 1p



